E. Fabri giugno 2019

Trasporto parallelo sulla sfera

Argomento

Voglio studiare il trasporto parallelo di un vettore su una superficie sferica;
in particolare lungo un parallelo. Si tratta di un (semplice) esercizio. Mi basero
su afrelll.pdf e afrell3.pdf.

Impostazione

Uso come al solito coordinate (9, ¢). La curva & un parallelo, parametrizzato
come segue:

v =y o=2A ©(0) = 0.
I coefficienti di connessione sono dati dalle (13—4):

v
T, =tg D) Y, = —sindcos? Iy, =T,y = cotgd

(i rimanenti sono nulli).

Le equazioni del trasporto parallelo sono
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che diventano
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Soluzione

Deriviamo la prima delle (1) rispetto a A e sostituiamo dalla seconda:
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sin g cosdg =0

+ 0?7 cos?9y = 0. (2)




L’integrale generale della (2) &
v?(X) = a cos(Acosdy) + B sin(Acosdp).
Come condizioni iniziali prendiamo
v?(0)=0  v¥(0)=1.

Allora @ = 0. Risolvendo la prima delle (1) rispetto a v¥ abbiamo
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La soluzione e quindi

v?(X) = sin g sin(A cos )
v?(X) = cos(A cos V).

Angolo di rotazione
La (3) deve rappresentare una rotazione. Verifichiamo in primo luogo che
la lunghezza di v resta invariata. Si ha
2 2 2 . 2
VI? = 999 (v7)" + g (1v9)" = ()" +sin® o (v%)
= sin?y sin?(\ cos ) + sin®Jy cos? (A cosdg) = sindy.
Quanto all’angolo di rotazione esso sara definito da

9
v
= — = 4
Y= s tg(A cos Jo) (4)
v = Acos VY.

Per l’intero parallelo I’angolo di rotazione vale v = 2mwcosvy ed & connesso
all’area della calotta dalla relazione

A =21 —~.
Se il parallelo & I'equatore (g = 7/2), che & una geodetica, vy =0 e A = 27.

Nota: Occorre tener presente che 9 cresce dal polo nord al polo sud. Quin-

di v¥ > 0 indica una rotazione oraria rispetto al parallelo. Lo stesso vale per
definito dalla (4).



