
E. Fabri marzo 2024 *Sulla \metri
a di Landau"OggettoVoglio approfondire il signi�
ato delle 
osiddetta \metri
a di Landau" peril rif. rotante ([1℄ x90, problema). Nell'enun
iato del problema si suggeris
e diusare la (84.6): dl2 = 
ik dxi dxk = ��gik � g0i g0kg00 � dxi dxk (1)
on g�� de�nito da
2d�2 = g�� dx�dx� = (
2 � !2r2) dt2 � 2! r2 dt d'� dr2 � r2 d'2 (2)(ho tras
urato la 
oordinata z). Abbiamo dunquegtt = 
2 � !2r2 gt' = g't = �! r2 grr = �1 g'' = �r2: (3)Nota: Ho modi�
ato i segni: [1℄ usa la segnatura (� + ++) mentre io preferi-s
o (+���).OsservazioneNon �e male sottolineare 
he la metri
a (2) si ridu
e a una metri
a loren-tziana (detta an
he minkowskiana) mediante una trasf. 
he interessa la sola
oordinata '. Se si pone ' =  � ! tsi ottiene 
2d�2 = 
2dt2 � dr2 � r2 d 2
he a parte l'uso di 
oordinate 
ilindri
he �e la metri
a di uno spazio-tempo piatto.Naturalmente l'assenza di 
urvatura non viene alterata qualunque siano le
oordinate usate: an
he 
al
olando il tensore di Riemann a partire dalla (2) losi troverebbe nullo.* Versione originaria, aprile 2023. Nella presente versione �e stato aggiunto lospazio quoziente. 1



Cal
oliDa (1), (3)
rr = �grr + g2trgtt = 1
r' = �gr' + gtr gt'gtt = 0
'' = �g'' + g2t'gtt = r2 + !2r4
2 � !2r2 = 
2r2
2 � !2r2 :Quindi dl2 = dr2 + 
2r2
2 � !2r2 d'2: (4)CommentoQuando LL di
e \tempo" intende la sottovariet�a unidimensionale 
he haper 
oordinata x0 (nel nostro 
aso t). Questa 
oordinata �e quella segnata da unorologio, 
he pu�o essere qualsiasi, situato \in un dato punto dello spazio." La ts
andis
e univo
amente il tempo; pu�o solo mar
iare in modo arbitrario rispettoal tempo proprio, 
he infatti viene de�nito 
ome� = 1
 tBZtApgtt dtper due eventi A,B aventi le stesse 
oordinate spaziali (LL di
ono \o

urring inthe same point of spa
e").Sempre in [1℄, x84, si osserva 
he la 
ondizione g00 > 0 sebbene non ne
es-saria per
h�e la metri
a (1) possa rappresentare uno spazio-tempo �si
o, lo �e se ildato sistema di 
oordinate deve essere realizzato 
on oggetti materiali (in parti-
olare | aggiungo io | per
h�e possano esistere orologi le 
ui linee orarie hanno
ostanti le 
oordinate spaziali).Quando LL di
e \spazio" intende la sottovariet�a 
he ha per 
oordinate le xi(i = 1; 2; 3). Non 
i sono maggiori spiegazioni. Mi sembra le
ito aggiungerela 
ondizione 
he tale sottovariet�a sia di tipo spazio (ossia 
he tutti i vettoritangenti in ogni punto siano di tipo spazio).Le sottovariet�a 
he possono essere 
hiamate spazio sono quindi in�nite, an-
he se si s
eglie 
he debbano passare per un evento assegnato. Sembra ragione-vole assumere 
he uno \spazio" sia de�nito �ssando, per ogni terna (x1; x2; x3)il valore di x0. Nel nostro esempio assegnando quindi una funzione t = f(r; ')(al solito, tralas
io z). Il 
he non garantis
e 
he la sottovariet�a sia di tipo spazio;2



bisogna an
he ri
hiedere la 
ondizione sui vettori tangenti. Vedremo per�o 
healmeno nel nostro 
aso non 
e n'�e bisogno.Un antiteoremaDimostriamo ora il seguente \antiteorema":Nello spazio-tempo de�nito dalla (2) non esiste nessuno spazio aventela metri
a (4).Dim.: Sostituiamo per dt nella (2) il di�erenziale di f(r; '):dt = df = �f�r dr + �f�' d'
2 d�2 = (
2 � !2r2)��f�r dr + �f�' d'�2�2! r2��f�r dr + �f�' d'� d'� dr2 � r2 d'2: (5)AÆn
h�e la (5) 
ambiata di segno 
oin
ida 
on la (4) debbono essere soddi-sfatte tre 
ondizioni: (
2 � !2r2)��f�r�2 = 0 (6)(
2 � !2r2) �f�r �f�' � ! r2 �f�r = 0 (7)(
2 � !2r2)��f�'�2 � 2! r2 �f�' = r2 � 
2r2
2 � !2r2 : (8)L'ultma equivale a �f�' = ! r2
2 � !2r2 (9)mentre la (6) equivale a �f�r = 0 (10)
ol 
he an
he la (7) �e soddisfatta.Per�o (9) e (10) sono in
ompatibili, 
ome si vede derivando la prima rispettoa r e la se
onda rispetto a '; quindi la f non esiste e l'antiteorema �e dimostrato.GeneralizzazioneQuesto risultato ha validit�a pi�u generale, nella forma di un se
ondo antiteo-rema:In un generi
o spazio-tempo della RG non esiste nessuno spazio (nelsenso inteso in questa nota) avente la metri
a (1).3



Dim.: Sostituiamo per dx0 nella forma generi
a della (2) il di�erenziale dif(x1; x2; x3): dx0 = df = �f�x1 dx1 + �f�x2 dx2 + �f�x3 dx3
2d�2 = g00� �f�xk dxk�2+ �g0k �f�xi + g0i �f�xk� dxidxk + gij dxidxjQuesta �e una forma quadrati
a nei dxi 
he deve identi�
arsi 
on la (1) 
ambiatadi segno: g00 �f�xi �f�xk + g0i �f�xk + g0k �f�xi + gik = gik � g0i g0kg00g00 �f�xi �f�xk + g0i �f�xk + g0k �f�xi + g0i g0kg00 = 0: (11)Conviene ris
rivere la (11) introdu
endo le abbreviazioni:fi = �f�xi hi = g0ig00fi fk + fkhi + fihk + hi hk = 0(fi + hi)(fk + hk) = 0: (12)La (12) deve valere per tutte le s
elte di i e k, in
luse i = k; quindi equivalea 8i �fi = �hi�ossia al sistema �f�xi = � g0ig00 (i = 1; 2; 3)
he per essere risolubile deve soddisfare le 
ondizioni di 
ompatibilit�a��xj g0ig00 = ��xi g0jg00 per i 6= j: (13)Queste 
ondizioni non sono soddisfatte da una metri
a generi
a.Veri�
aControlliamo sul 
aso (3), 
he ora �e meglio 
ompletare 
ongzz = �14



(tutte le altre 
omponenti sono nulle). Le (13) sono tre:��r gt'gtt = ��' gtrgtt��r gtzgtt = ��z gtrgtt��' gtzgtt = ��z gt'gttdi 
ui solo una �e non banale: ��r !r2
2 � !2r2 = 0ed �e falsa.Lo spazio quoziente�E possibile 
apire la metri
a di Landau non 
ome metri
a di un sottospa-zio, ma di uno spazio quoziente. Intendo 
on 
i�o 
he passo dallo spazio 4D auno 3D interpretando quest'ultimo 
ome quoziente dello spazio-tempo rispettoa un'oppportuna partizione, de�nita 
ome segue.Consideriamo i sottoinsiemi de�niti da tutte le 
urve di equazioni r = 
ost:,' = 
ost: (al solito, ignoro z). Lo spazio quoziente S ha 
ome \punti" queste
urve. Il problema �e se e 
ome si possa de�nire in S una metri
a.Pro
ediamo 
os��: su 
ias
una 
urva s
egliamo un punto P, assegnando, oltrea r, ', an
he un valore di t. Prendiamo poi due funzioni f(r; '), g(r; ') e quindiun se
ondo punto Q di 
oordinatet+ f(r; ') dr+ g(r; ') d' r + dr '+ d':La distanza ds tra P e Q �e data dalla metri
a (2). Assumo 
he f , g siano tali
he la separazione tra P e Q sia di tipo spazio.Conviene ris
rivere la (2)
2d�2 = 
2 dt2 � dr2 � r2(d'+ ! dt)2 (14)e per la distanza PQ si ottienePQ2 = �
2 (fdr + g d')2 + dr2 + r2[d'+ ! (fdr + g d')℄2= �1� 
2f2 + !2r2f2� dr2 + 2 �! r2f + !2r2f g � 
2f g�dr d'+�r2 + 2! r2g + !2r2g2 � 
2g2� d'2: (15)5



Dobbiamo prendere f e g in modo 
he sia�1� 
2f2 + !2r2f2��r2 + 2! r2g + !2r2g2 � 
2g2� >�! r2f + !2r2f g � 
2f g�2 (16)ed �e ovvio 
he 
i si pu�o limitare a f , g funzioni soltanto di r. Sempli�
andola (16) si ha r2(1 + ! g)2 � 
2g2 > 
2r2f2:Determiner�o f e g imponendo 
he PQ sia massimo. Massimo e non minimo,a 
ausa delle propriet�a della geometria di Minkowski: se Q �e tale 
he il vettore(in�nitesimo) PQ �e ortogonale alla 
urva per P, ogni spostamento lungo la 
urvaper Q diminuis
e la distanza.Bisogna dunque 
er
are il massimo rispetto a f , g dir2(1 + ! g)2 � 
2g2 � 
2r2f2:Derivando: 2 
2r2f = 0 2! r2(1 + ! g)� 2 
2 g = 0ossia f = 0 g = ! r2
2 � !2r2 (17)e si veri�
a 
he la (16) �e soddisfatta.Inserendo le (17) nella (15) si ottienePQ2 = dr2 + 
2r2
2 � !2r2 d'2
he �e proprio la (4).Con
lusione�E dunque dimostrato 
he mentre lo \spazio di Landau" non esiste 
omesottospazio dello spazio-tempo, esso pu�o essere de�nito 
ome spazio quoziente.Resterebbe da 
apirne il signi�
ato �si
o: : :Bibliogra�a[1℄ Landau, Lifs
hitz: The 
lassi
al theory of �elds.
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