
E. Fabri ottobre 2015Su riferimenti e simultaneit�a { note sparseRiferimento (inerziale) { aluni dettagliCome sappiamo, intendo on riferimento (rif.), sottinteso inerziale (RI), unorpo rigido on assoiati tutti i neessari strumenti di misura. Non mi so�ermoa ride�nire il signi�ato di inerziale; osservo solo he dal punto di vista della RGsi deve intendere ome inerziale un rif. in aduta libera (T&W preferisono dire\in volo libero").La di�erenza sta solo nella possibilit�a, nel aso pi�u generale, he esistanoforze di marea, he invaliderebbero il prinipio d'inerzia. �E noto he la diÆolt�asi supera restringendo il rif. ad avere una piola estensione, sia in senso spaziale,sia temporale, in modo he l'e�etto delle forze di marea possa essere reso pioloa piaere.Per avere un'immagine onreta di un rif. nel senso detto onviene pensarea qualosa di non terrestre: per es. a un'astronave he viaggia a motori spenti(o una stazione spaziale, se preferite). (1) Se si trova lontana da qualsiasi orpoeleste, �e un RI anhe nel senso newtoniano; se invee l'azione gravitazionale diqualhe stella o pianeta non �e trasurabile, s�� he il suo moto non �e rettilineouniforme, sar�a omunque in volo libero e sar�a quindi anora inerziale nel sensodi Einstein.Invarianza per traslazioni spaziali e temporaliUn'ipotesi he �e neessario fare, almeno �nh�e si sta in RR, �e he le leggi�sihe valide nel nostro rif. siano invarianti per traslazioni (spaziali e temporali).Invarianza per traslazioni spaziali signi�a, detto in termini onreti, he senel nostro rif. realizziamo due opie di un esperimento, he di�erisono tra lorosolo per aver traslato nello stesso modo tutti gli apparehi e strumenti di misura,i risultati dei due esperimenti saranno indistinguibili, salvo per la traslazione. Inaltri termini, la lettura dei risultati non permette di soprire dove esattamentel'esperimento �e stato ondotto.L'invarianza per traslazioni temporali �e anora pi�u semplie: signi�a so-lo he un esperimento ripetuto nelle stesse ondizioni domani o fra un annodar�a gli stessi risultati. Quindi il risultato non permette di apire data e oradell'esperimento.Ora si apise perh�e �e meglio una stazione spaziale he non la Terra: sullaTerra l'invarianza per traslazioni spaziali non �e assiurata, per varie ragioni, ma(1) Oorre anhe he la stazione non ruoti: dovremo quindi esludere quella di2001 Odissea nello spazio. 1



soprattutto a ausa della gravit�a. Senza ontare he a rigore un rif. solidale allaTerra non �e inerziale, per due motivi: anora la gravit�a, poi la rotazione diurna.(Non �e invee un disturbo il moto orbitale, he �e un volo libero.)L'invarianza per traslazioni spaziali viene spesso desritta ome omogeneit�adello spazio; quella per traslazioni temporali ome omogeneit�a del tempo. Siparla anhe di isotropia dello spazio, onnessa on un'altra invarianza: quellaper rotazioni. Non dio di pi�u, perh�e non i servir�a.Prinipio di relativit�a e riferimenti ampliatiL'enuniato onsueto del PR �e he non i sono di�erenze osservabili tradue distinti RI. Vale il prinipio del tauino: la lettura del tauino (logbook)di un esperimento non permette di deidere in quale rif. l'esperimento �e statoeseguito.Oorre per�o hiarire un punto. In questo disorso iasun rif. �e inteso omeun laboratorio hiuso: �e sottratto a inuenze esterne, e non si era di \guardarefuori." Gli esperimenti di ui si tratta sono fatti ompletamente all'interno diuno spazio limitato, he �e il nostro laboratorio.Per proedere oltre sar�a per�o neessario allargare il onetto di rif., am-mettendo anhe la possibilit�a di osservazioni all'esterno. In altre parole, il rif.verr�a ampliato �no a inludere uno spazio esteso quanto oorre per poter os-servare fenomeni he avvengono anhe a grande distanza. Senza di questo, nonpotremmo fare astronomia, astro�sia, osmologia: : :Si apise he l'ampliamento non potr�a essere letterale: non possiamo tirareun retiolo rigido �no al Sole, e tanto meno �no a inludere tutta la Galassia, e.N�e possiamo realmente disporre in tutto questo spazio una batteria di orologisinronizzati, ome avevamo fatto nel nostro rif. originario. Che osa vuol direallora questo ampliamento?Il prinipio di uniformit�aA farlo bene, il disorso non sarebbe n�e semplie n�e breve, quindi oorrelimitarsi a un enno sommario. Il primo passo sta nell'assumere valide anhea distanza le stesse leggi �sihe he abbiamo ostruito lavorando nel nostro rif.originario. Nell'e�ettivo proesso storio questo �e realmente aaduto, per es.quando Galileo ha deiso di studiare i aratteri della super�ie lunare appliandol�� le stesse leggi dell'ottia he sapeva valide sulla Terra.Ma poi tutta l'astronomia e l'astro�sia hanno seguito questa strada: perNewton i satelliti di Giove si muovono attorno al pianeta seondo le stesse leggivalide per la Luna attorno alla Terra e per tutti i pianeti attorno al Sole. Pi�u tardile stesse idee verranno appliate alla rotazione della Galassia. La ostituzioneed evoluzione delle stelle verranno studiate usando tutta la �sia (ottia, �sianuleare, termodinamia, me. quantistia) he si �e trovata valida sulla Terra.2



Addirittura, oggi misuriamo la distanza di galassie lontanissime basandoi sulprinipio he i livelli di energia degli atomi in quelle galassie siano gli stessi diquelli nei nostri laboratori, quindi sono le stesse le righe di assorbimento dellalue; quindi se noi osserviamo di�erenze nelle lunghezze d'onda, la spiegazionepu�o solo essere il redshift osmologio, e.Quest'idea la denominiano prinipio di uniformit�a (PU). S'intende heil PU, ome tutti gli altri prinipi he ho invoato �nora, non �e da prendereome dogma o prinipio a priori : sono prinipi guida, essenziali per orientarinel mondo dei fenomeni; ma dobbiamo sempre tenere aperto uno spiraglio allapossibilit�a he un giorno se ne possa soprire una qualhe non validit�a, in on-dizioni partiolari o estreme.Anora ampliamentoPer poter e�ettuare l'ampliamento he abbiamo in mente, dobbiamo ser-viri del PU non solo in senso loale, ome aade per es. quando diiamo heuna stella funziona on le stesse leggi he valgono sulla Terra. Dobbiamo in-vee assumere he l'uniformit�a sia globale, in uno spazio he inlude il nostrorif. iniziale e si estende in una regione anhe molto pi�u vasta. Esempio las-sio �e la propagazione rettilinea della lue, he usiamo non solo per spiegare eprevedere le elissi, ma anhe per misurare le distanze stellari ol metodo dellaparallasse annua. A noi serve soprattutto, aanto alla propagazione rettilinea,he la veloit�a della lue sia ostante in tutto il rif. esteso, perh�e su questobaseremo la onnessione tra le misure di tempo e quelle di distanza (metodoradar).Altra assunzione essenziale, anhe se spesso sottintesa, �e la validit�a dellageometria eulidea in tutto il rif. esteso. Ne segue he in uno spazio-tempourvo in generale l'ampliamento del rif. non sar�a possibile: in RG i rif. possonoessere soltanto loali.Un'obiezione he pu�o venire in mente �e questa: ome si pu�o parlare diun rif. esteso rigido? Non �e erto possibile (l'abbiamo gi�a detto) realizzareun'intelaiatura, un traliio, he arrivi da qui �no al Sole, o peggio �no agliestremi della Galassia. Dunque?Risposta: non oorre il traliio, he del resto non potrebbe essere davverorigido, neppure approssimativamente, su una sala os�� estesa. (Senza ontarehe la stessa RR pone un limite alla rigidit�a dei orpi, visto he le onde elastihenon possono mai avere veloit�a maggiori di .) Basta per�o he on misure adistanza, eseguite on segnali luminosi, si possa veri�are he le distanze dellavarie parti del rif. rimangono invariate. O meglio he si possa, on opportunisistemi di orrezione, mantenere le deviazioni entro limiti aettabili per le mi-sure he servono. A questo non esistono obiezioni di prinipio, e quindi in questosenso �e possibile pensare a un rif. rigido anhe molto esteso.3



Leggi di trasformazioneL'ampliamento dei rif. apre la strada a una possibilit�a: si potr�a studiareuno stesso fenomeno (o esperimento) da due rif. diversi. In partiolare, potremoeseguire un esperimento nel rif. A (inteso ome laboratorio in senso stretto) maosservarlo (desriverlo, eseguire misure) anhe dal rif. B.Nase allora il problema: se misuriamo una data grandezza dell'esperimentoda entrambi i rif., non '�e ragione di aspettarsi di trovare lo stesso risultato.Esempi: veloit�a, impulso, forza, ampo elettrio o magnetio: : : Questo potr�aaadere per partiolari grandezze, ome la massa, la aria elettria : : : e lediremo invarianti ; ma in generale i valori misurati ambieranno, ed �e naturalehiedersi he relazione '�e tra le misure in A e quelle in B. Pi�u esattamente, ihiediamo se si pu�o dare la legge di trasformazione.La pi�u famosa legge di trasf. sono le trasformazioni di Lorentz, he dionoome ambiano le oord. spazio-temporali di un dato evento passando da un rif.a un altro. Un'altra legge di trasf. �e la osiddetta \omposizione delle veloit�a":termine assai infelie, perh�e suggerise una erta forma della trasf. (la som-ma vettoriale) he �e valida nella �sia galieiana (newtoniana) ma non in RR.Il termine orretto �e \legge di trasfomazione della veloit�a."Orologi e sinronizzazioneSupponiamo di aver disposto vari orologi in punti diversi del nostro rif.ampliato. �E faile veri�are he essi sono in quiete relativa, ossia he le lorodistanze non ambiano, sempliemente ontrollando he il tempo tra andata eritorno di un impulso radar rimanga sempre lo stesso. (Si noti he questo rihiedemisure fatte su un solo orologio per volta.)Il seondo passo da fare �e assiurarsi he i vari orologi marino allo stessoritmo. Anhe questo �e faile: inviamo dall'orologio A due impulsi, separatida un intervallo �t (seondo le letture di A): baster�a veri�are he i tempi diarrivo dei due impulsi all'orologio B siano anh'essi separati dello stesso �t,seondo le letture di B. Se os�� non fosse, orreggeremo la maria di uno dei dueorologi.Il terzo passo �e la sinronizzazione dei due orologi. Si proede os��: unimpulso viene inviato da A a B e riesso istantaneamente ad A. Siano t1, t3i tempi segnati da A alla partenza e al ritorno dell'impulso; t2 il tempo segnatoda B quando rieve e rinvia l'impulso. Diiamo he B �e sinronizzato on Ase t2 �e medio aritmetio fra t1 e t3. Se os�� non �e, si deve orreggere lo zerodi B (non la maria!) in modo he la ondizione sia soddisfatta. La preedenteveri�a he i due orologi sono in quiete relativa, insieme on l'invarianza pertraslazioni temporali, assiurano he la sinronizzazione si manterr�a anhe atempi suessivi. 4



Questo metodo di sinronizzazione, basato sull'invio d'impulsi luminosi, sifonda sull'ipotesi he la veloit�a della lue sia sempre e ovunque la stessa, in qual-siasi direzione. Si hiama peri�o sinronizzazione alla Einstein.Proedendo ome detto possiamo sinronizzare vari orologi B, C, : : : on A.Ma sorge la domanda: B, C, : : : saranno sinronizzati tra loro? Se aettiamola propriet�a della lue appena enuniata, insieme on la rigidit�a del rif., la osasegue neessariamente. (2)Punti ed eventiNon �e male preisare alune ose, anhe per hiarire la notazione he stoper usare. Il onetto di evento in relativit�a �e tutto sommato semplie: �e unpunto dello spazio-tempo, ossia l'astrazione di un fenomeno ben loalizzato nellospazio e nel tempo. L'astrazione onsiste nel fatto he del fenomeno trasurotutto, tranne la sua loalizzazione.In questo senso un evento ha arattere intrinseo, ossia non dipendentedalla selta di un rif. Una volta adottato un rif., e in esso un SC (sistemadi oordinate), all'evento sar�a assoiata una quaterna di reali (t; x; y; z), henaturalmente ambier�a quando si ambia SC o rif. Nel seguito gli eventi verrannoindiati on lettere maiusole tonde (roman), eventualmente on indii.Un punto �e leggermente pi�u ompliato da de�nire. Si tratta ora dell'a-strazione di un oggetto o orpo materiale, di dimensioni trasurabili. Un oggetto\vive" nello spazio-tempo, ha una storia, he �e rappresentata da una urva (di ti-po tempo o al limite di tipo lue) detta linea oraria oppure linea d'universo (maio preferir�o la prima dizione). Anhe una linea oraria, ome un evento, �e intrin-sea; pu�o essere rappresentata in qualunque rif., e ambia forma (ed equazioni,se usiamo delle oordinate) se ambiamo rif.Ne segue he �e orretto indiare un punto e quindi la linea oraria sempre onlo stesso simbolo, anhe quando si ambia rif. User�o un arattere di tipo orsivo,ma non il onsueto itali: piuttosto aratteri pi�u elaborati, ome questo: A.Va anora riordato he le linee orarie sono parametrizzate: i�o signi�a head ogni punto dello spazio-tempo sulla linea �e assoiato un valore del parametro,he per le linee di tipo tempo sar�a di regola il tempo proprio. In termini pi�uonreti, l'oggetto A va sempre pensato ome dotato di un suo proprio orologio,he batte appunto il tempo proprio di A.Capiter�a anhe di parlare di \punto A appartenente al rif. K, o pi�u sempli-emente \punto A di K." Ci�o signi�a he il punto A �e fermo rispetto a K.(2) Esiste un dibattito su questi punti, legato al fatto he a rigore non '�e mododi veri�are he la veloit�a della lue sia la stessa in andata e ritorno fra duepunti. Non insisto, e mi limito a dire he a mio modo di vedere la detta propriet�adella sinronizzazione alla Einstein pu�o essere assunta ome fatto sperimentale.5



Simultaneit�a di due eventiFissato un rif. K, onsideriamo due eventi E1, E2 he avvengono in due puntidiversi P1, P2 di K. Che osa signi�a dire he i due eventi sono simultanei? Seabbiamo due orologi sinronizzati in P1, P2, la risposta �e banale: lo sono se itempi t1, t2 segnati dai due orologi in orrispondenza on gli eventi sono uguali.Ma esiste un'altra de�nizione, he in erti asi pu�o riusire pi�u utile perh�enon fa uso di orologi. Sia Q il punto medio del segmento P1P2: dio he E1,E2 sono simultanei se due lampi di lue, emessi in oinidenza on gli eventi,arrivano insieme in Q. Mi sembra superuo dare una dimostrazione.La de�nizione appena vista pu�o anhe essere estesa a eventi non simultanei,per dare agli eventi un ordinamento temporale (sempre relativo a un �ssato rif.):dio he E1 preede E2 se il lampo emesso insieme a E1 arriva in Q prima diquello emesso insieme a E2.Relativit�a della simultaneit�aTutto quanto preede era in realt�a preparatorio a questo argomento, heora erheremo di disutere per bene. �E tradizione onsolidata presentare l'ar-gomento on l'esempio \treno-stazione": due lampi he partono \simultanea-mente" dagli estremi del treno. Si tratta di vedere se questa simultaneit�a valenell'uno o nell'altro rif.: quelli del treno e della stazione.Va detto he l'esempio \treno-stazione," a quanto pare dovuto ad Einstein,non si trova nell'artiolo del 1905. L�� la rel. della simultaneit�a �e riavata in unaltro modo, he non ho apito. L'idea del treno ompare invee nella osiddet-ta \esposizione divulgativa." (3) La espongo seguendo da viino Einstein, soloadottando la terminologia moderna.Abbiamo un treno he orre lungo un binario rettilineo, a veloit�a ostante.Indiher�o on T il rif. del treno. C'�e poi la banhina di una stazione S, sulla quale(ome sul treno) disporremo opportuni strumenti di misura. A un erto istanteil fulmine olpise due punti A e B della banhina (non \lo stesso" fulmine,ma \il" fulmine). Da A e da B partono due lampi di lue (4) he raggiungonosimultaneamente il punto medioM del segmento AB. Questo pu�o essere deisosenza problemi, ome lo sono sempre i onfronti tra eventi he avvengono nellastessa posizione spaziale. Dato he la veloit�a della lue �e la stessa nei due versi,possiamo quindi essere erti he i lampi sono anhe stati emessi simultaneamente(3) Relativit�a { esposizione divulgativa (Bollati{Boringhieri).(4) Non �e orretto dire, ome si trova spesso, due \raggi." �E vero he Ein-stein srive \Lihtstrahlen," ma il tedeso \Strahl" ha un signi�ato pi�u ampiodell'italiano \raggio": signi�a anhe \fulmine," \saetta." In poesia anhe nelsenso di \freia," e mi viene in mente Metastasio: \non si trattien lo strale /poi he dall'aro us��." Il signi�ato di \raggio" (di lue) in �sia �e puramentegeometrio: perorso della lue. 6



(senza neppure bisogno di onsultare gli orologi posti in A e in B). Chiamer�o EA,EB gli eventi di emissione dei due lampi. La �g. 1 mostra la situazione nel rif. S:R �e l'evento \riezione in M dei due lampi.Consideriamo ora i due punti A0, B0 del treno he agli eventi di emissionedei lampi si trovano a oinidere on A, B, e sia M0 il loro punto medio sultreno. Ci hiediamo: gli eventi EA, EB saranno simultanei anhe nel rif. T deltreno? Einstein a�erma he la risposta �e negativa, e lo dimostra ome segue.
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�g. 2La �g. 2 mostra il moto (linee orarie) dei punti A0, B0, M0, nonh�e le li-nee orarie (in rosso) dei lampi emessi in EA, EB, sempre seondo le misuredel rif. S. Dato he M0 si muove verso destra, e oinideva on M all'istante(in S) di emissione dei lampi, il lampo emesso in EB impiegher�a per raggiun-gerlo pi�u tempo he per raggiungere M, he �e fermo. Per la stessa ragioneinvee il lampo emesso in EA impiegher�a meno tempo, visto he M0 \gli vieneinontro." Pertanto l'evento RB (arrivo in M0 del lampo emesso in EB) seguel'evento RA.Questa suessione temporale dei due eventi, he abbiamo stabilita in S, va-le anhe in T, perh�e pu�o essere onstatata on un unio orologio posto in M0,quindi fermo in T. (5) Di onseguenza, in base alla de�nizione di simultaneit�adata in preedenza, gli eventi EA, EB non sono simultanei in T: EA pree-de EB.(5) Questa osservazione non si trova nel libro di Einstein: evidentemente lariteneva ovvia. 7



La questione del punto medioC'�e un punto he Einstein non onsidera, ma merita una breve disussione.Il punto M0 �e stato de�nito ome punto medio di A0B0. Questi sono tutti puntidel rif. T: i�o �e neessario per poter poi appliare la de�nizione di simultaneit�a.Ma nel ragionamento he preede abbiamo dato per sontato he M0 oinidaa un erto istante ol punto medio M di AB (questi sono punti di S): infatti�e su questa base he abbiamo potuto stabilire la suessione temporale deglieventi RA, RB. Che osa i garantise he la propriet�a di essere punto medio siainvariante? (6)La risposta �e: l'invarianza per traslazioni. I due segmenti A0M0 e M0B0di T hanno uguale lunghezza, e di�erisono solo per una traslazione: alloraanhe i due segmenti di S on ui essi oinidono a uno stesso istante di S(siano AN e NB) debbono essere uguali: AN = NB, quindi N �e il puntomedio M di AB.Di nuovo il treno, da un altro punto di vistaPu�o apparire arti�ioso il riorso ai due fulmini \simultanei," he sono ne-essari nell'argomento di Einstein. Si pu�o allora riformulare l'argomento in modoun po' diverso.Abbiamo il solito treno (rif. T) e indihiamo anora on A0 la testa, on B0la oda. Dal entro M0 del treno faiamo partire due lampi, he viaggiano insensi opposti, e naturalmente raggiungono simultaneamente la testa e la oda(�g. 3). L'evento emissione sia E, gli eventi \riezione in A0 e in B0 " sianorisp. RA e RB. (7) Vogliamo dimostrare he RA e RB non sono simultanei nelrif. S della stazione.La �g. 4 mostra la situazione nel rif. S. Le linee orarie di A0, B0, M0 sonorette oblique, tra loro parallele. La retta M0 �e equidistante dalle altre due, perla ragione gi�a disussa: la questione del punto medio. Le linee orarie dei lampisono indiate in rosso, ed �e ovvio, anhe senza fare aloli, he i tempi di RA, RBsono diversi: in S l'evento RB preede RA.Volendo essere pi�u rigorosi, si ragiona os��. Traiamo una retta orizzon-tale per E, he intersea A0 in EA e B0 in EB. Questi sono due eventi in Ssimultanei on E, he oinidono spazialmente oi punti A0, B0. Le linee orarie(6) Il dubbio �e leito, dal momento he sappiamo he le lunghezze non sonoinvarianti. In realt�a una volta stabilita la ontrazione di Lorentz, he �e perun fattore ostante, il dubbio si risolve: tanto il segmento A0B0, quanto le duemet�a A0M0 e B0M0 vengono ontratte per un fattore , quindi la met�a rimanela met�a. Ma qui non vogliamo far uso della ontrazione di Lorentz!(7) I nomi di questi eventi sono stati gi�a usati, ma non i si pu�o onfondere:stiamo desrivendo un esperimento del tutto diverso.8



dei lampi partono da E e sono a 45Æ; i segmenti EEA, EEB sono uguali, mal'angolo in EB �e auto, mentre quello in EA �e ottuso: tanto basta per assiura-re he EARA > EB RB. La stessa relazione vale per le altezze, he misurano ledi�erenze dei tempi (in S) tra EA ed RA, tra EB ed RB rispettivamente.
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�g. 4Eulide o Minkowski?Nell'uso dei diagrammi spazio-tempo possono sorgere dei dubbi, quando sifanno ragionamenti geometrii. Un esempio �e quello he abbiamo appena fatto,dove abbiamo ragionato su angoli, triangoli, lunghezze dei lati: : :Ci si pu�o hiedere: un diagramma (x; t) rappresenta lo spazio-tempo (ondue dimensioni spaziali soppresse) e noi sappiamo he nello spazio-tempo nonvale la geometria di Eulide, ma quella di Minkowski. Come pu�o essere leitoparlare di angoli di 45Æ, di segmenti uguali, di altezze : : : insomma di tuttol'armamentario di base della geometria eulidea?La risposta rihiede una riessione sul signi�ato di quei diagrammi. Con-sideriamo ad es. le �g. 3 e 4 qui sopra, he mostrano la stessa situazione speri-mentale \vista" da due diversi rif.: T ed S.Un parentesi sul verbo \vedere"Non sarebbe onsigliabile usare in questi disorsi la metafora visiva: l'uso diverbi ome \vedere" rishia di orientare hi legge verso un'interpretazione sog-gettivista, o quanto meno verso l'idea he si stia parlando di i�o he si potrebbemisurare servendosi della lue he si propaga dai vari oggetti ai nostri strumenti.Il he porterebbe on s�e la onsiderazione he la lue impiega un erto tempo,di ui si dovrebbe tener onto, e. 9



Invee non si deve pensare niente di tutto i�o: quando si die \vista da unerto rif." si vuole solo riassumere in una parola l'insieme delle misure he suquel erto fenomeno verranno fatte on gli strumenti di quel rif. Non 'entranogli ohi di un \osservatore" n�e la lue he si propaga. Tuttavia il rishio diui sopra, quando si parla a ragazzi alle prime armi, �e os�� forte he onsigliovivamente di evitare qualunque metafora e qualunque parola he possa ondurrein quella direzione.Ma quando si parla \tra noi," tra persone he hanno un adeguato addestra-mento e suÆiente pratia dei trabohetti linguistii, i si pu�o permettere unamaggiore libert�a. Dato he in erti asi evitare la metafora visiva diventerebbeompliato e obbligherebbe a giri di parole ontorti, non mi sembra il aso diessere os�� rigidi. Resta per�o il aldissimo avvertimento sulle autele da usare inambito didattio.Dievamo : : :Se proviamo a eseguire misure su queste �gure, sopriamo ose he non �eimmediato apire. Avverto he le �gure sono state fatte on la massima ura,per ui le misure sono da prendere sul serio.Per esempio, se misuriamo le distanze sull'asse x tra le intersezioni dellerette A0 e B0 on l'asse, troviamo he la distanza in �g. 3 �e leggermente maggiorehe in �g. 4. Questo �e giusto, a ausa della ontrazione di Lorentz: stiamo propriomisurando la distanza tra due punti (A0 e B0) prima nel rif. in ui i due puntisono fermi, poi in quello in ui si muovono on una erta veloit�a v. Dobbiamoaspettari he nel seondo aso la distanza risulti ridotta per un fattore .In tutte le �gure �e stato assunto v = 0:2, per ui  ' 1:02: ne segue he ladistanza in �g. 4 deve essere del 2% pi�u orta he in �g. 3, e os�� �e.Per iniso, se faiamo la stessa misura per le �g. 1 e 2, troviamo he in quelaso le distanze sono uguali: ome mai? Il fatto �e he la situazione �e del tuttodiversa: intanto le due �gure sono relative allo stesso rif. S; poi non si trattadegli stessi punti (infatti in �g. 1 i punti sono A, B mentre in �g. 2 sono A0, B0).Come si legge nel testo, A e A0 sono due punti, il primo della banhina, il seondodel treno, he si trovano a oinidere nell'istante in ui ade il fulmine, e lo stessoper B, B0. Ovvio he le distanze debbano essere uguali.Seondo esempio. Osserviamo il segmento RARB nelle due �gure. Quiabbiamo a he fare on gli stessi eventi, visti da due diversi rif. Misurando(su arta) le lunghezze, trovo 36mm sarsi in �g. 3, pi�u di 37mm in �g. 4.Eppure la distanza tra due eventi �e invariante: ome si spiega?Qui entra in gioo proprio la di�erenza tra la geometria di Minkowski equella di Eulide. Se misuro la distanza on un righello, misuro la distanzaeulidea, non quella minkowskiana, he non �e rappresentata fedelmente nelle�gure (e non sarebbe possibile : : : ). In formule, nella �g. 4 misuro�(�x)2 + (�t)2�1=210



invee di �(�x)2 � (�t)2�1=2mentre in �g. 3 la misura �e orretta, visto he �t0 = 0. Dato he �t = v�x(perh�e?) il rapporto tra la distanza eulidea misurata e quella minkowskiana �er1 + v21� v2 ' 1:04he d�a una di�erenza di 1:5mm ira: proprio quanto abbiamo trovato.Quello he i diagrammi diono (orrettamente)Fin qui abbiamo trovato solo risultati negativi: i�o he una �gura non pu�odiri, dato he non abbiamo modo di determinare direttamente la distanza min-kowskiana. Ma allora, ome possiamo giusti�are il ragionamento he abbiamofatto sul non sinronismo degli eventi RA, RB nel rif. S? In altre parole: i sonoasi in ui un ragionamento eulideo onorda on i�o he i direbbe la geometriadi Minkowski?La risposta ompleta sarebbe lunga; si tratta di un problema genuinamentematematio, e rihiede di riettere su he osa hanno in omune le due geome-trie, a parte le di�erenze. Qui mi limito ad asserire sintetiamente il risultato,e rimando all'Appendie un'esposizione pi�u ampia.La geometria eulidea e quella minkowskiana hanno in omune la strutturaaÆne, ossia quella in ui non si fa uso di distanze (e di onseguenza neppure diangoli). Sono solo de�niti i rapporti fra segmenti he stiano sulla stessa rettao su rette parallele. In geometria aÆne la ongruenza fra triangoli pu�o esserede�nita solo quando i lati sono due a dueparalleli; in tal aso si pu�o anhe de�nirela similitudine.Se una tesi da dimostare ha solo on-tenuto aÆne, �e indi�erente se nel dimo-strarla si usi la geometria eulidea o quel-la minkowskiana. �E questo il aso he'interessa: si dimostra he in �g. 4 va-le la disuguaglianza EARA > EB RB. Poihe la stessa relazione vale per le altezze,he misurano le di�erenze dei tempi (in S)tra EA ed RA, tra EB ed RB rispettiva-mente (�g. 5).
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�g. 5Il onfronto tra le altezze sembra eu-lideo, visto he l'altezza di un triango-lo �e de�nita ome perpendiolare da unvertie al lato opposto; ma in realt�a i�o11



he onta �e he quelle altezze sono parallele all'asse t, e questo �e un onettoaÆne. Per trasferire la disuguaglianza dai segmenti EARA, EB RB alle dettealtezze, basta osservare | se FA, FB sono i piedi delle due altezze | he itriangoli EARAFA, EB RB FB sono simili (in senso aÆne) in quanto hanno latiparalleli.Appendie1. Lo spazio aÆneNon intendo proporre qui una trattazione assiomatia n�e fare un'esposi-zione ompleta dell'argomento, ma solo itare aluni aspetti essenziali. Dettosommariamente, uno spazio aÆne A �e un insieme in ui �e de�nita un'operazione(di�erenza) sulle oppie di punti, il ui risultato fornise un vettore, ossia unelemento di uno spazio vettoriale V. Se v = Q� P, si srive anheQ = P + v:A noi serviranno solo spazi aÆni sui reali, ossia tali he V �e uno spazio vettorialesul ampo reale IR.La pi�u importante propriet�a della di�erenza �e questa: se P, Q sono puntidi A, omunque preso un terzo punto R, esiste uno e un solo S tale heQ� P = S� R: (1)Si de�nise retta per P, Q l'insieme dei punti T dati daT = P + k (Q� P) k 2 IR:La parallela per R alla retta PQ �e la retta per R, S on S de�nito dalla (1).In uno spazio aÆne la ongruenza fra segmenti (orientati) non �e de�nitain generale, ma lo �e quando i segmenti appartengono a rette parallele. Anzi inquesto aso �e anhe possibile de�nire il rapporto. Neppure il onfronto tra angoli�e possibile, salvo il aso (banale) degli angoli fra oppie di rette a due a dueparallele. Tanto meno �e de�nito l'angolo retto.Anhe la ongruenza fra triangoli non pu�o essere de�nita in generale, masolo quando i lati sono due a due paralleli; in tal aso si pu�o anhe de�nire lasimilitudine.In uno spazio aÆne non si pu�o de�nire la ironferenza, ma una de�nizionedi ellisse �e possibile, per es. os��: dato un punto C (entro) e due punti A,B (estremi di due diametri oniugati) l'ellisse on quel entro e quei diametrioniugati �e l'insieme dei puntiP = C + (A� C) os t+ (B� C) sin t t 2 [0; 2�):12



In modo analogo si de�nise l'iperbole; la parabola ha una de�nizione diversa,ma anora possibile.Possiamo anhe de�nire oordinate artesiane, al modo seguente. Segliamoun punto O e due vettori indipendenti, ex, ey. Preso un qualunque punto P,il vettore P�O si pu�o srivere ome ombinazione lineare di ex, ey:P�O = x ex + y eye di onseguenza P = O+ x ex + y ey: (2)Vieversa, quanunque siano x; y 2 IR la (2) de�nise un punto di A, di ui (x; y)sono le oordinate.C'�e ompleta arbitrariet�a sia nella selta dell'origine O sia in quella deivettori base ex, ey, ed �e ovvio he non ha senso parlare di oordinate ortogonali,non essendo de�nito l'angolo retto.2. Lo spazio eulideoSe in uno spazio aÆne lo spazio vettoriale assoiato viene dotato di unprodotto salare de�nito positivo, quindi di una norma jvj, si pu�o usare questaper de�nire in A la distanza fra due puntiPQ def= jQ� Pj (3)on tutte le note propriet�a, prima fra tutte la disuguaglianza triangolare:PR � PQ+ QR:In tal modo A diventa uno spazio eulideo E .In E si pu�o usare il prodotto salare di V per de�nire l'angolo fra due rette(pi�u esattamente fra due semirette). Si vede dunque he uno spazio eulideo�e uno spazio aÆne arrihito di una struttura addizionale: distanze e angoli.Pertanto in E ha senso onfrontare segmenti omunque diretti, e os�� pure angoli;de�nire la ironferenza, e.In E si possono de�nire oordinate artesiane ortogonali : basta prendere ivettori base ex, ey, in modo he sia ex � ey = 0. Se poi �e anhe jexj = jeyj,le oordinate sono isometrihe.3. Lo spazio di MinkowskiLimitiamoi per sempliit�a a due sole dimensioni. Allora la de�nizione dispazio di MinkowskiM di�erise da quella di spazio eulideo per un solo aspetto:si assume he il prodotto salare in V sia inde�nito, ossia he esistano vettoriper ui v � v > 0 (he in �sia diremo \vettori di tipo tempo") ma anhe vettori13



per ui v �v < 0 (\vettori di tipo spazio") e quindi anhe vettori per ui v �v = 0(\di tipo lue").La relazione di ortogonalit�a tra vettori ha senso anhe nello spazio di Min-kowski: u � v = 0. La di�erenza rispetto a uno spazio eulideo �e he ora unvettore pu�o essere ortogonale a se stesso: suede per i vettori di tipo lue.Esluso questo aso, se u �e di tipo tempo, v �e neessariamente di tipo spazio.In due dimensioni �e vera anhe la propriet�a simmetria: se u �e di tipo spazio, v �eneessariamente di tipo tempo. Ma questo non �e pi�u vero in 3 + 1 dimensioni:esistono (in�niti) vettori di tipo spazio tra loro ortogonali, anzi se ne possonotrovare �no a a tre he siano due a due ortogonali.Una onseguenza del arattere inde�nito del prodotto salare �e he a rigorenon si pu�o de�nire la norma di un vettore. Lo si pu�o fare, in modo un po'arti�ioso, usando il valore assoluto del prodotto salare:jvj =pjv � vj:Comunque sia, se si mantiene la (3) ome de�nizione di distanza, non si pu�o pi�udimostrare la disuguaglianza triangolare. Anzi, tra vettori tutti di tipo tempofuturo (v. fra poo) la disuguaglianza vale all'inverso:PR � PQ+ QR: (4)Se i vettori Q � P, R � Q sono di tipo tempo futuro lo �e anhe R � P, e la (4)sta alla base del paradosso dei gemelli.Fissato un punto P, l'insieme dei Q tali he Q� P �e di tipo tempo onsistedi due parti tra loro sonnesse: il futuro e il passato di P. In due dimensioni lostesso vale per l'insieme dei Q tali he Q�P �e di tipo spazio: li diremo presentedestro e presente sinistro di P. Ma in 3 + 1 dimensioni '�e di�erenza: futuroe passato restano disonnessi, ma il presente �e onnesso. Infatti si pu�o girareattorno a P restando sempre nel presente. L'insieme dei Q tali he Q � P �e ditipo lue �e il ono lue, he in due dimensioni onsiste di due rette.�E usuale introdurre in M oordinate ortogonali ome in E . Per l'applia-zione alla relativit�a i due vettori base si hiamano ex e et in due dimensioni;ovviamente ex, ey, ez ed et in 4 dimensioni. In due dimensioni uno dei vettori�e sempre di tipo tempo, l'altro di tipo spazio; in 3 + 1 uno �e di tipo tempo,gli altri 3 di tipo spazio. Usando la de�nizione di norma he abbiamo vista,�e omune assumere oordinate isometrihe.4. Coesistenza di M ed EUn diagramma dello spazio-tempo (in due dimensioni) viene disegnato su unfoglio, ed �e quindi naturalmente dotato della struttura eulidea aanto a quellaminkowskiana. In tutte le �g. 1{4 gli assi x, t sono stati disegnati ortogonali insenso eulideo, e le oordinate sono isometrihe in senso minkowskiano. Questosi vede dal fatto he il \ono lue" onsiste delle bisettrii degli assi.14



La oesistenza delle due strutture omporta he su una �gura si possa ra-gionare in senso eulideo oltre he minkowskiano, ome sarebbe d'obbligo perl'interpretazione relativistia. �E quello he �e aaduto dal fondo di pag. 8 all'i-nizio di pag. 9. Riopiamo il ragionamento e analizziamolo in dettaglio.\Le linee orarie dei lampi partono da E e sono a 45Æ; i segmenti EEA,EEB sono uguali, ma l'angolo in EB �e auto, mentre quello in EA �e ottuso:tanto basta per assiurare he EARA > EB RB. La stessa relazione vale per lealtezze, he misurano le di�erenze dei tempi (in S) tra EA ed RA, tra EB ed RBrispettivamente."Si parla di rette a 45Æ; si onfrontano i segmenti EEA, EEB; si die diun angolo auto e di uno ottuso. Si srive una relazione di disuguaglianza trai segmenti EARA ed EBRB e poi fra le altezze. Quali fra queste asserzionidipendono dalla geometria eulidea, e quali no?Non ne dipende l'uguaglianza di EEA ed EEB, he appartengono alla stessaretta. Lo stesso per la relazione fra EARA ed EB RB, he stanno su rette parallele.Il onfronto tra le altezze sembra eulideo, visto he l'altezza di un triangolo �ede�nita ome perpendiolare da un vertie al lato opposto; ma in realt�a i�ohe onta �e he quelle altezze sono parallele all'asse t, e questo �e un onettoaÆne. Per trasferire la disuguaglianza dai segmenti EARA, EB RB alle dettealtezze, basta osservare | se FA, FB sono i piedi delle due altezze | he itriangoli EARAFA, EB RB FB sono simili (in senso aÆne) in quanto hanno latiparalleli.Restano dunque le rette a 45Æ e gli angoli auto e ottuso. Questi sono on-etti eulidei, e quindi la dimostrazione he EARA > EBRB �e anh'essa eulidea,ome lo �e la disuguglianza stessa. Da questa deduiamo FARA > FBRB, anorain modo eulideo. Per�o, ome abbiamo visto, questa disuguaglianza ha un signi-�ato aÆne, e quindi rimane signi�ativa (e valida) anhe inM, he �e quanto anoi interessa.
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