
E. Fabri luglio 2024Esempi di spazio-tempo piatto 
on sezioni spaziali 
urvee di spazio-tempo 
urvo 
on sezioni spaziali piatteOggettoVoglio dare due esempi di spazio-tempo 
on propriet�a in 
erto senso opposte:1) Uno spazio-tempo piatto (Minkowski) 
on sezioni spaziali 
urve. Questo signi-�
a partire delle usuali 
oord. (t; x; y; z) e de�nire una 
oord. u 
he sostituis
a t
ome 
oord. temporale, in modo 
he le sezioni u = 
ost: siano 
urve.2) Cosqtruire uno spazio-tempo 
urvo le 
ui sezioni spaziali sono piatte. Vedremo
he non serve inventare niente: uno spazio-tempo del genere �e fondamentale in
osmologia.Ripasso del 
aso eu
lideoIn 3D si usano 
oord. 
artesiane (x; y; z) e 
oord. sferi
he (r; #; '). Le rela-zioni sono x = r sin# 
os'y = r sin# sin'z = r 
os#e la metri
a: ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2(d#2 + sin2# d'2):In questo 
aso lo spazio R3 �e \fogliettato" per es. se
ondo le super�
i z = 
ost:
he sono piani eu
lidei, oppure se
ondo le r = 
ost: 
he sono sfere 2D di raggio r,quindi non eu
lidee.In 4D si usano 
oord. 
artesiane (u; x; y; z) e 
oord. sferi
he (w; �; #; '). Lerelazioni sono u = w 
os�x = w sin� sin# 
os'y = w sin� sin# sin'z = w sin� 
os#e la metri
a:ds2 = du2 + dx2 + dy2 + dz2 = dw2 + w2�d�2 + sin2� (d#2 + sin2# d'2)�:In questo 
aso lo spazio R4 �e fogliettato per es. se
ondo le super�
i u = 
ost:se
ondo spazi R3 eu
lidei, oppure se
ondo le w = 
ost: 
he sono sfere 3D diraggio w, quindi non eu
lidee. 1



Spazio di MinkowskiCoord. 
artesiane (t; x; y; z) e 
oord. \iperboli
he" (�t; �; #; '). Relazioni;t = �t 
osh�x = �t sinh� sin# 
os'y = �t sinh� sin# sin'z = �t sinh� 
os#:Metri
a:d�2 = dt2 � dx2 � dy2 � dz2 = d�t2 � �t2�d�2 + sin2� �d#2 + sin2# d'2��: (1)An
he qui lo spazio-tempo di Minkowski �e fogliettato per es. se
ondo le super-�
i t = 
ost: e i \fogli" sono spazi R3 eu
lidei, oppure se
ondo le �t = 
ost: 
hesono sfere 3D di raggio �t, non eu
lidee.Modello 
osmologi
o FLRW�In questo modello si usano di solito 
oord. t; r; #; ' e la metri
a �ed�2 = dt2 � a2(t) �dr2 + r2�d#2 + sin2# d'2��: (2)la funzione a(t) (parametro di s
ala) dipende dai parametri del modello e oranon o

orre entrare in dettagli.NoteGli esempi relativisti
i (1), (2) hanno in 
omune la struttura della metri
a:{ una 
oord. temporale 
on 
oe�. 1{ assenza di termini misti spazio-tempo, 
ome dt dr{ parte spaziale 
on po
he di�erenze: �t2 in (1) diventa a2(t) in (2); sin2�in (1) diventa r2 in (2).La (2) rappresenta uno spazio-tempo 
urvo a 
ausa del parametro di s
ala, 
hepu�o variare nel tempo in un modi dipendente dai parametri del modello. Inve
ela 
urvatura delle sezioni spaziali in (1) dipende dal fattore sin2�.
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