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Pre
essione del perielio di Mer
urio dovuta

alla perturbazione degli altri pianeti

Introduzione

Mi propongo di ri
avare, per via abbastanza elementare, l'e�etto 
he hanno

le perturbazioni degli altri pianeti sul perielio di Mer
urio. Seguir�o il metodo di

Newton, 
ome �e des
ritto nelle mie Lezioni di astronomia [1℄. Per�o riprender�o

la trattazione da

apo, per renderla pi�u vi
ina al 
aso 
he 
i serve.

La fa

io pre
edere da una sommaria esposizione del problema dei due 
orpi,

an
he questa adattata al presente problema, e an
ora se
ondo la linea e 
on le

notazioni delle Lezioni sopra 
itate, ma al 
ap. M1 [2℄.

Il problema dei due 
orpi

Ci o

upiamo del moto di un pianeta di massa m nel 
ampo gravitazionale

del Sole, di massa M � m; 
on questa ipotesi possiamo supporre M �sso.

Il moto di m avviene in un piano, nel quale assumiamo 
oordinate polari r, '.

Le prime due relazioni di 
ui avremo bisogno sono le espressioni dell'energia

E =

1

2

m

�

_r

2

+ r

2

_'

2

�

�

GM m

r

(1)

e del momento angolare

J = mr

2

_': (2)

E e J sono 
ostanti del moto del problema.

Nota: Il momento angolare �e un vettore; nella (2) J sta a indi
are la 
omponente

di questo vettore in direzione perpendi
olare al piano dell'orbita, non il modulo.

Quindi J ha un segno. Nel sistema solare reale questo segno �e lo stesso per tutti

i pianeti, e non 
'�e niente 
he impedis
a di orientare il piano orbitale in modo


he sia positivo.

La 
onos
enza di E (negativa per un'orbita ellitti
a) e di J determinano

forma e dimensioni dell'ellisse. In 
oordinate polari, 
on origine in un fuo
o e

perielio sul semiasse x positivo, l'equazione dell'ellisse �e

r =

p

1 + e 
os'

(3)

dove p �e il parametro:

p = a (1� e

2

) (4)
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on a semiasse maggiore, e e

entri
it�a. Le relazioni tra i parametri geometri
i

e le 
ostanti del moto sono le seguenti:

a =

GM m

2 jEj

p =

J

2

GM m

2

(5)

e =

r

1�

p

a

: (6)

Dalle (5), (6) si vede 
he data l'energia (quindi dato il semiasse maggiore) il mo-

mento angolare determina l'e

entri
it�a, 
he �e tanto minore quanto pi�u grande J .

An
he la legge oraria �e determinata, e in parti
olare il periodo:

T = 2�

r

a

3

GM

(7)

(terza legge di Keplero). Dato 
he a dipende da E ma non da J , lo stesso a

ade

per T : orbite di uguale semiasse e diversa e

entri
it�a hanno lo stesso periodo.

Il metodo di Newton

Consideriamo le equazioni del moto (piano) in 
oordinate polari, per la forza


entrale �GMm=r

2

:

m (�r � r _'

2

) = �

GM m

r

2

(8)

m (r

2

�'+ 2 r _r _') = 0: (9)

Dalla (9) si ri
ava mr

2

_' = J = 
ost:, ossia la (2). Eliminando _' la (8) diventa:

m �r = �

GM m

r

2

+

J

2

mr

3

: (10)

Fin qui niente di nuovo: moltipli
ando la (10) per _r e integrando si ritrova la (1),

e

.

Supponiamo ora (
on Newton) 
he il pianeta sia soggetto a una perturba-

zione an
h'essa 
entrale, della forma

f(r) =

�

r

3

:

Una tale forza non esiste in natura, ma la ragione per 
ui Newton l'introdu
e

�e 
he l'equazione perturbata si risolve fa
ilmente. Vedremo poi 
ome si possa

mettere a frutto questo risultato per il vero problema di Mer
urio.

La (10) si modi�
a in

m �r = �

GM m

r

2

+

�

r

3

+

J

2

mr

3

= �

GM m

r

2

+

J

0

2

mr

3

(11)


on

J

0

2

= J

2

+m�: (12)

Dunque l'equazione radiale perturbata �e la stessa di quella imperturbata, ma


on diverso valore di J .
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Vediamo di 
apire bene questo fatto. Il problema �e 
he mentre nelle (2)

e nella (10) (pianeta imperturbato) 
ompare la stessa J , questo non �e pi�u vero

per la (11) (pianeta perturbato). Possiamo superare questa diÆ
olt�a?

La risposta �e a�ermativa: basta introdurre un angolo ausiliario '

0


he sod-

dis�

mr

2

_'

0

= J

0

: (13)

Infatti le (13), (11) 
ontengono lo stesso J

0

, quindi possiamo star si
uri 
he la

relazione tra r e '

0

sar�a

r =

p

0

1 + e

0


os'

0

(14)


on

p

0

=

J

0

2

GM m

2

e

0

=

r

1�

p

0

a

: (15)

al posto delle (5), (6). Si noti 
he a non 
ambia, per
h�e non �e 
ambiata E.

Confrontando (13) e (2) si vede 
he la relazione tra ' e '

0

�e sempli
e:

'

0

'

=

J

0

J

:

Otteniamo per
i�o:

1) il moto radiale perturbato 
on momento angolare J �e lo stesso di quello

imperturbato 
on momento angolare J

0

;

2) la 
oordinata angolare vera ' e quella ausiliaria '

0

stanno a ogni istante

in rapporto �sso J=J

0

� 1 a se
onda 
he la perturbazione sia attrattiva

(� < 0) o repulsiva (� > 0);

3) nel moto perturbato la 
oordinata ausiliaria '

0

varia 
ome la 
oordinata di

un moto imperturbato 
on momento angolare J

0

Da 1) segue 
he il periodo radiale dei due moti �e lo stesso (hanno la stessa a).

Qui \periodo radiale" signi�
a il tempo 
he il pianeta impiega per andare da

perielio ad afelio e ritorno. In questo tempo la 
ordinata ausiliaria '

0

varia

di 2�; quindi la 
ordinata vera varia di

2�

J

J

0

= 2�

J

p

J

2

+m�

: (16)

Il pro
edimento �no a questo punto �e esatto per qualunque orbita, se la

forza perturbativa va 
ome 1=r

3

. Come vedremo, nel 
aso delle perturbazioni su

Mer
urio m� � J

2

, per 
ui la (16) pu�o essere approssimata: la variazione di '

in un periodo radiale, 
he 
hiameremo 2� +�', vale

2� +�' ' 2� �

�m�

J

2

:
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�' �e l'avanzamento del perielio in un periodo radiale (alla buona, in un giro del

pianeta). Si tratter�a realmente di avanzamento se � < 0 (forza attrattiva). Da

questa, 
on (4) e (5), si ha

�' = �

��

GMma (1� e

2

)

: (17)

L'idea ingegnosa di Newton �e 
he se l'orbita �e quasi 
ir
olare (e � 1) lo

stesso pro
edimento si pu�o appli
are a una forza 
entrale qualsiasi. Naturalmente

se e �e pi

ola si pu�o tras
urare e

2

in (17):

�' = �

�

� = �

��

GMma

: (18)

Forza 
entrale qualsiasi, moto 
on pi

ola e

entri
it�a

Se l'orbita ha pi

ola e

entri
it�a, r di�eris
e po
o da a. Sia ora f(r)

l'espressione della forza, non pi�u della forma �=r

3

; potremo sempre approssimare

f(r) '

�

r

2

+

�

r

3

: (19)

Moltipli
ando infatti la (19) per r

3

avremo

r

3

f(r) ' � + � r

e basta quindi sviluppare r

3

f(r) in serie di potenze attorno a r = a per trova-

re �, �.

Lo sviluppo �e:

r

3

f(r) = a

3

f(a) + (r � a)

�

d

dr

[r

3

f(r)℄

�

r=a

e si vede subito 
he

� = a

2

[3 f(a) + a f

0

(a)℄ � = a [a

2

f(a)� �℄: (20)

Ris
rivendo la (11) 
on la legge di forza (19) troviamo

m �r = �

GMm

r

2

+

�

r

2

+

�

r

3

+

J

2

mr

3

= �

GM

0

m

r

2

+

J

0

2

mr

3

(21)

dove J

0

�e sempre de�nito dalla (12), ma ora �e stato ne
essario modi�
are an-


he M :

M

0

=M (1� ��) �� =

�

GMm

: (22)

Tuttavia la modi�
a di M �e sempre tras
urabile, 
ome vedremo.
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Perturbazione dovuta a un pianeta esterno

Nel seguito introdurr�o una numerazione dei pianeti, 
ome d'uso: da 1 per

Mer
urio a 8 per Nettuno. Tuttte le grandezze relative a un pianeta porteranno

quindi un indi
e: per es. a

3

�e il semiasse della Terra, m

5

la massa di Giove, e

.

Far�a e

ezione Mer
urio, per il quale 
ontinuer�o a usare simboli senza l'indi
e

1

.

Introdu
o ora la prin
ipale approssimazione di questo 
al
olo. Dato 
he il

moto di pre
essione del perielio �e assai lento, nel tempo in 
ui il perielio si sposta

di un angolo apprezzabile tutti i pianeti fanno pare

hi giri. Ne segue 
he si pu�o

trattare l'azione gravitazionale di un pianeta non gi�a 
ome quella di un punto di

data massa 
he si muove nel tempo lungo la sua orbita, ma inve
e 
ome quella

della stessa massa distribuita 
on 
ontinuit�a sull'orbita. Non solo: si dimostra


he | almeno se l'e

entri
it�a del pianeta �e pi

ola | si pu�o distribuire la

massa m

i

uniformemente su una 
ir
onferenza di raggio a

i

. Le e

entri
it�a dei

pianeti sono tutte abbastanza pi

ole (la peggiore, tolto Mer
urio, �e e

4

= 0:09)

quindi an
he quest'approssimazione �e ragionevole.

Resta da risolvere il seguente problema: 
al
olare la forza gravitazionale

prodotta da un anello omogeneo di materia (raggio a

i

, massa m

i

) in un punto

del suo piano, interno all'anello, a distanza r dal 
entro.

Cal
olo del potenziale e della forza

Conviene 
al
olare il potenziale gravitazionale, poi ri
avare da questo la

forza derivando rispetto a r. Consideriamo un trattino dell'anello, di angolo al


entro d'

i

, quindi massa

dm

i

= m

i

d'

i

2�

:

L'energia potenziale gravitazionale di Mer
urio, sito a distanza r dal 
entro, �e

dV

i

= �

Gmdm

i

%

i

dove

%

i

=

q

a

2

i

+ r

2

� 2 a

i

r 
os'

i

�e la distanza dal punto generi
o dell'anello al punto dove si trova Mer
urio.

Integrando:

V

i

(r) = �

Gmm

i

2�

2�

Z

0

d'

i

%

i

= �

Gmm

i

�

�

Z

0

d'

i

%

i

: (23)

Tutto �e dunque ridotto al 
al
olo del seguente integrale:

I

i

=

�

Z

0

d'

i

p

a

2

i

+ r

2

� 2 a

i

r 
os'

i

(24)
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he non si esprime 
on funzioni elementari (�e un integrale ellitti
o 
ompleto di

prima spe
ie). In App. 1 sviluppo il 
al
olo per eventuali interessati.

Da (23), (A1{1)) e (A1{2):

V

i

(r) = �

2Gmm

i

� (a

i

+ r)

K(h

i

)

quindi

f

i

(r) =

2

�

Gmm

i

d

dr

K(h

i

)

a

i

+ r

(25)

(si ri
ordi 
he h

i

dipende da r, 
ome mostra la (A1{1)). Il 
al
olo di f

i

(r) e dei


oeÆ
ienti �

i

, �

i

�e dettagliato in App. 2.

Dati

I dati 
he seguono sono approssimati quanto basta. Le masse dei pianeti

(satelliti in
lusi) vengono tradizionalmente date 
ome rapporti M=m (M massa

del Sole). Le 
ostanti ��,

�

� sono 
al
olate dalle formule (18), (22), (A2{4), (A2{

5).

Pianeta M=m Semiasse E

entr. Periodo ��� 10

10

�

� � 10

9

(UA) (anni)

1 { M 6:01 � 10

6

0.3871 0.2056 0.2408

2 { V 4:08 � 10

5

0.7233 0.0068 0.6152 1:339 � 10

4

�3:35 � 10

3

3 { T 3:29 � 10

5

1.0000 0.0167 1.0000 0:465 � 10

4

�1:128 � 10

3

4 { M 3:10 � 10

6

1.5237 0.0934 1.8809 1:18 � 10

2

�2:83 � 10

2

5 { G 1047 5.2028 0.0484 11.862 0:794 � 10

4

�1:873 � 10

3

6 { S 3:50 � 10

3

9.5388 0.0556 29.46 0:383 � 10

3

�0:90 � 10

2

7 { U 2:29 � 10

4

19.182 0.0472 84.01 7:2 �1:7

8 { N 1:93 � 10

4

30.06 0.0086 164.79 2:2 �0:5

TOTALE 2:65 � 10

4

�6:47 � 10

3

Commento �nale

Come si vede ��, ossia la 
orrezione a M , �e inferiore a 3 � 10

�6

. Presumo 
he

altre approssimazioni, per es. l'aver tras
urato il moto del Sole, abbiano e�etto

maggiore.

Dai

�

�

i

, 
he danno il 
ontributo di 
ias
un pianeta alla pre
essione di Mer
u-

rio in radianti per giro, si ottengono i valori in

00

/se
olo dividendo per il periodo
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del pianeta (in anni), moltipli
ando per 100, e trasformando da radianti a se
ondi

d'ar
o. Per avere i �' o

orre solo 
ambiare segno. E

o i risultati:

Venere 286.8

Terra 96.6

Marte 2.4

Giove 160.5

Saturno 7.7

Urano 0.1

Nettuno 0.0

TOTALE 554.1

Solo ora ho visto un arti
olo di autore s
onos
iuto [4℄ dove si trova un 
al
olo

molto vi
ino a questo 
ome appro

io, 
on la stessa approssimazione dei pianeti


ome anelli. I risultati sono molto vi
ini, (l'e�etto totale �e dato in 549:7

00

/se
olo)

ma 
i sono al
une osservazioni interessanti:

{ L'idea degli anelli non �e nuova (n�e me lo sarei aspettato) ma sembra non

avere una pre
isa giusti�
azione.

{ L'autore [4℄ non in
lude la Luna n�e altri satelliti. La Luna aumenta l'e�etto

della Terra per oltre 1

00

/se
olo.

{ An
he gli asteroidi (almeno i maggiori) avrebbero dovuto essere in
lusi;

se
ondo [4℄ 
i�o aggiungerebbe 
ir
a 0:1

00

/se
olo.

Appendi
e 1: 
al
olo dell'integrale (24)

Trasformiamo il radi
ando. Si pu�o assumere senza perdere generalit�a, 
he

Mer
urio abbia ' = 0. Allora

a

2

i

+ r

2

� 2 a

i

r 
os'

i

= (a

i

+ r)

2

� 4 a

i

r 
os

2

('

i

=2) = (a

i

+ r)

2

(1� h

i

sin

2

 

i

)

dove

h

i

=

4 a

i

r

(a

i

+ r)

2

 

i

=

1

2

(� � '

i

): (A1{1)

L'integrale (24) diventa quindi

I

i

=

2

a

i

+ r

�=2

Z

0

d 

i

p

1� h

i

sin

2

 

i

=

2

a

i

+ r

K(h

i

) (A1{2)

dove K(h

i

) �e il gi�a 
itato integrale ellitti
o 
ompleto di prima spe
ie (si veda

ad es. [3℄, eq. 17.3.1).

Nota: Esiste una tradizione 
onsolidata, se
ondo la quale in un integrale ellit-

ti
o 
ome quello in (A1{2) il 
oeÆ
iente di sin

2

 viene 
hiamato \parametro"

e indi
ato 
on m; simbolo 
he qui non posso usare e ho sostituito 
on h.
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Appendi
e 2: forze e 
oeÆ
ienti

Riprendiamo la (25):

f

i

(r) =

2

�

Gmm

i

d

dr

K(h

i

)

a

i

+ r

:

Per i 
al
oli 
he seguono avr�o bisogno delle derivate di K(h

i

) ed E(h

i

) (integrale

ellitti
o 
ompleto di se
onda spe
ie). Le espressioni si trovano in Wikipedia

e Wolfram (per�o in termini dell'argomento k =

p

h). Le espressioni 
on le

derivate rispetto a h sono:

2h (1� h)

dK

dh

= E � (1� h)K

2h

dE

dh

= E �K:

(A2{1)

Attenzione: Nel seguito s
river�o brevemente E e K, ma si deve intendere 
he si

tratta di E(h

i

), K(h

i

), 
on h

i

dato dalla (A1{1). Quindi E, K sono funzioni

di a

i

e di r. Pi�u avanti poi r verr�a sostituito 
on a; gli integrali ellitti
i 
on

questa sostituzione saranno indi
ati 
on E

i

, K

i

.

Per derivare la (25) serve an
he la derivata di h

i

(r), de�nito in (A1{1):

d h

i

(r)

dr

=

4 a

i

(a

i

� r)

(a

i

+ r)

3

:

Abbiamo poi

� f

i

(r)

Gmm

i

=

1

r

�

E

a

i

� r

�

K

a

i

+ r

�

: (A2{2)

Dalle (20) si vede 
he per 
al
olare i 
oeÆ
ienti �

i

, �

i

o

orre derivare

an
ora f

i

(r). Da (A2{2) e (A2{1):

� f

0

i

(r)

Gmm

i

=

(a

i

� r)

2

K � (a

2

i

� 3 r

2

)E

r

2

(a

i

� r)

2

(a

i

+ r)

: (A2{3)

Passiamo a 
al
olare �

i

, �

i

. Da (20), (22), (A2{2), (A2{3):

��

i

=

m

i

M

�

i

Gmm

i

=

2 am

i

�M

a

2

i

E

i

� (a

i

� a)

2

K

i

(a

i

� a)

2

(a

i

+ a)

(A2{4)

�

�

i

=

�

a

m

i

M

�

i

Gmm

i

= �

am

i

M

(a

2

i

+ a

2

)E

i

� (a

i

� a)

2

K

i

(a

i

� a)

2

(a

i

+ a)

: (A2{5)

[1℄ http://www.sagredo.eu/lezioni/astronomia/p3
4rf.pdf

[2℄ http://www.sagredo.eu/lezioni/astronomia/p3
1rf.pdf

[3℄ Abramowitz, Stegun: Handbook of Mathemati
al Fun
tions.

[4℄ http://www.mathpages.
om/home/index.htm
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