
E. Fabri febbraio 2023Algebra delle osservabili e gradi di libert�a �si
iOggettoVoglio mostrare 
he l'idea | assai di�usa | 
he l'assunzione di un 
ertoinsieme di operatori 
ome irridu
ibile 
aratterizzi i gradi di libert�a del sistema�si
o in esame �e fondamentalmente sbagliata.Qui per \insieme irridu
ibile di operatori" s'intende 
he gli operatori del-l'insieme non hanno in 
omune sottospazi invarianti propri. Il 
he equivale adire 
he se A �e il detto insieme, il suo 
ommutante A0 
onsiste solo dei multiplidell'unit�a I.L'os
illatore armoni
o�E l'esempio pi�u sempli
e e istruttivo. Comin
io de�nendo l'operatoreN , 
heha per autovalori tutti gli interi naturali, 
ias
uno 
on autovettore non degenere:N jni = n jni n 2N: (1)Se prendo A = fI;Ng, A0 
ontiene N e 
i�o basta per dimostrare 
he A �eridu
ibile: il sottospazio generato da 
ias
un jni �e invariante sotto A.O

orre dunque arri

hireA, per es. aggiungendo gli operatori di distruzionee 
reazione: A jni = pn jn� 1iA+ jni = pn+ 1 jn+ 1i (2)insieme 
oi polinomi 
ostruiti 
on A e A+. (1) (Si noti 
he N = A+A e 
he[A;A+℄ = I.)Nel nuovo A allargato sono presenti tra gli altriQ = 1p2 (A+ A+) P = ip2 (A+ � A)
he soddisfano [Q;P ℄ = i I e possono venire intepretati 
ome posizione e impulsodell'os
illatore (avendo s
elto opportunamente le unit�a di misura). Si vede an
he
he a meno di una 
ostante additiva (inessenziale in una teoria non relativisti
a)N pu�o essere preso 
ome hamiltoniana (energia).O

orre osservare 
he tutti gli operatori N , A, A+, Q, P sono non limitati;non possono quindi avere per dominio l'intero H de�nito 
ome 
hiusura della(1) �E inteso 
he gli operatori N , e

. sono de�niti sugli altri vettori di H perlinearit�a. 1



base fjnig. Si veri�
a per�o 
he il pi�u \duro" �e N , nel senso 
he se hujN2 jui <1lo stesso �e vero per hujA2 jui e per hujQ2 jui, hujP 2 jui.Pu�o 
apitare di dover 
onsiderare l'insieme di tutti i polinomi generati da I,A, A+ per 
ombinazione lineare e moltipli
azione. An
he per un algebra 
os��estesa non �e diÆ
ile trovare un dominio 
omune, denso in H. Per es. bastaprendere l'insieme dei vettori 1Xn=0 
n jni
on j
nj 
he de
res
e pi�u rapidamente di qualsiasi potenza negativa di n.CommutanteEsamino il 
ommutante 
on diversi insiemi.Commutante di NSe [N;B℄ = 0 essendo gli autovalori di N non degeneri gli autovettori di Nlo sono an
he di B, quindi hmjB jni = bm Æmn: (3)Commutante di ASe [A;B℄ = 0: hmjAB jni = hmjBA jni:Abbiamo hmjAB jni = hnjB+A+ jmi� =pm+ 1 hnjB+ jm+ 1i� = pm+ 1 hm+ 1jB jnihmjBA jni = pn hmjB jn� 1iquindi pm+ 1 hm+ 1jB jni = pn hmjB jn� 1i (4)relazione 
he lega tutti gli elementi su una stessa parallela alla diagonale prin
i-pale.Commutante di fA;NgDa (3), (4) segue bm+1 = bmossia B = b I. Dunque gi�a il sempli
e fA;Ng �e irridu
ibile, e lo stesso valeper fA+; Ng. A maggior ragione 
i�o vale per A allargato.2



Due os
illatori armoni
i indipendentiSi pu�o ripetere tutto quanto gi�a detto, sempli
emente aggiungendo un in-di
e 1 oppure 2 a 
ias
un operatore e usando 
ome spazio di Hilbert il prodottotensoriale H = H1
H2: Ci�o �e quanto dire 
he una base ortonormale sar�a 
osti-tuita dall'insieme fjn1i 
 jn2ig. Per brevit�a s
river�o jn1n2i.Resta inteso 
he una s
rittura 
ome N1 �e un'abbreviazione della s
ritturaestesa N1 
 I2, e

. Inoltre gli autovettori di N1 sono tutti gli jn1i 
 ju2i,essendo ju2i un generi
o vettore di H2; analogo per N2.Ne 
onsegue 
he le algebre estese A1, A2 non sono irridu
ibili in H: per es.il 
ommutante di A1 
onsiste di tutti gli operatori della forma I1
 O2, dove O2�e un qualunque operatore de�nito in H2. Si ottiene un insieme irridu
ibile met-tendo insieme per es. fA1; N1; A2; N2g; il 
he sembra 
onfermare la proposizione
he all'inizio ho di
hiarato falsa.Altra algebraRiprendiamo in 
onsiderazione le base fjn1n2ig. Si tratta pur sempre diuna base numerabile, an
he se eti
hettata 
on 
oppie d'interi anzi
h�e 
on unsingolo intero. Ma niente vieta di e�ettuare una ridenominazione, usando unsolo numero quanti
o n inve
e di due.Un modo per far 
i�o �e la numerazione diagonale. Per 
apire 
ome si pro
edee rendere pre
isa la 
orrispondenza, partiamo dall'ovvia tabella delle 
oppie:(0; 0) (0; 1) (0; 2) (0; 3) (0; 4) � � �(1; 0) (1; 1) (1; 2) (1; 3) (1; 4) � � �(2; 0) (2; 1) (2; 2) (2; 3) (2; 4) � � �(3; 0) (3; 1) (3; 2) (3; 3) (3; 4) � � �(4; 0) (4; 1) (4; 2) (4; 3) (4; 4) � � �� � � (5)
e leggiamola diagonalmente, partendo da sinistra e salendo verso destra:(0; 0)(1; 0) (0; 1)(2; 0) (1; 1) (0; 2)(3; 0) (2; 1) (1; 2) (0; 3)(4; 0) (3; 1) (2; 2) (1; 3) (0; 4)� � � (6)

Nella (5) n1 �e l'indi
e di riga, n2 quello di 
olonna; nella lettura diagonaledella tabella (6) le 
oppie possono essere numerate 
onse
utivamente, 
on un3



indi
e n 
he parte da 0 e 
res
e. Si pu�o dare un'espressione per n in funzionedi (n1; n2): n = 12 (n1 + n2)(n1 + n2 + 1) + n2: (7)La (7) pu�o essere invertita. Si 
omin
ia 
ol trasformarla in8n+ 1 = (2n1 + 2n2 + 1)2 + 8n2:Questa si pu�o risolvere 
ome segue:q = j12 (p8n+ 1� 1)kn1 + n2 = q n2 = n� 12q(q + 1) n1 = q � n2:Abbiamo ora la base in H eti
hettata 
on un solo numero quanti
o n. Pos-siamo quindi pro
edere 
ome 
on un solo os
illatore armoni
o: de�nire N , A,A+ se
ondo le (1), (2). L'algebra 
os�� de�nita �e irridu
ibile su H, pur essen-do una sottoalgebra di quella de�nita partendo da fA1; N1; A2; N2g. Per es.l'espressione di N segue dalla (7):N = 12(N1 +N2)(N1 +N2 + I) +N2(meno sempli
i quelle per A, A+).�E 
os�� dimostrata la tesi: l'algebra di operatori irridu
ibile su uno spaziodi Hilbert non �e uni
a, e non ha a 
he vedere 
ol numero di gradi di libert�a delsistema �si
o.
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