
E. Fabri luglio 2015Per
h�e gli oggetti non si dilatanoin un universo in espansione?Il problemaQuando si parla di espansione dell'universo viene spesso sollevata un'obie-zione: se tutto si espande, 
ome possiamo a

orger
ene? La risposta �e 
he lapremessa �e falsa: non �e vero 
he tutto si espande.Pi�u pre
isamente: l'espansione �e un fenomeno valido su s
ala 
osmologi
a,ma non valido per singole regioni di spazio-tempo dove siano presenti 
on
en-trazioni di materia (es. una galassia) e tanto meno per singoli oggetti, per es. unatomo o un 
orpo ma
ros
opi
o.In realt�a 
'�e una di�erenza tra i due 
asi: nel primo 
i si basa sul fatto
he il modello LFRW vale per un universo omogeneo, mentre bisogna aspettarsideviazioni lo
ali in presenza di disomogeneit�a. Non 
onos
o 
al
oli espli
iti inmateria, e non �e di questo 
he voglio o

uparmi.Il se
ondo 
aso, per separarlo dal primo, va enun
iato 
os��: dimostrare 
hean
he in un universo omogeneo un singolo oggetto \a s
ala umana" (un'astro-nave, o an
he un'asta rigida, per non dire di un oggetto mi
ros
opi
o 
ome unatomo) non si a

orge dell'espansione, 
he su queste s
ale spaziali �e del tuttotras
urabile per intervalli di tempo ragionevoli. In altre parole: per 
ontrastarel'espansione o

orrono forze minus
ole, 
he possono essere prodotte da deforma-zioni altrettanto minus
ole negli oggetti.Far�o ora un modello s
hemati
o del problema, nel quale �e possibile dare unastima quantitativa.Un modello sempli
eConsideriamo due masse uguali 
ollegate da un �lo e situate in una regioneintergalatti
a, dove solo gli e�etti medi della 
urvatura sono sensibili.Se non 
i fosse il �lo, o se questo fosse in�nitamente debole, 
ias
una delledue masse seguirebbe una geodeti
a della geometria di LFRW. Per es. potrebberoessere ferme nel rif. 
omovente, ma allora in un universo in espansione le massesi allontanerebbero una dall'altra e il �lo dovrebbe aumentare di lunghezza neltempo. In queste 
ondizioni un �lo di elasti
it�a �nita appli
herebbe alle duemasse due forze opposte, 
he le farebbero deviare dalle geodeti
he.Esistono per�o an
he geodeti
he non \
omoventi," in 
ui la distanza tra i due
orpi pu�o variare in modo diverso. Il primo passo per la risoluzione del problema
onsiste nel determinare queste geodeti
he.1



Coordinate e metri
a della geometria di LFRWLa geometria LFRW �e una geometria a sezioni spaziali omogenee e isotrope.Seguir�o qui le notazioni di [1℄, e i riferimenti (formule, n. di pag.) sono allo stessolink.Come espressione della metri
a assumo la (16{8):d�2 = dt2 � R2�d�2 + �2�d#2 + sin2# d'2�� (1)dove t �e il tempo 
osmi
o, � la 
oordinata radiale, # e ' 
oordinate angolari.Queste non entrano in gio
o, in quanto sono interessato solo a geodeti
he radiali,dove entrambe restano 
ostanti e possono essere prese = 0. Ho an
he fatto las
elta �(�) = �, 
orrispondente a sezioni spaziali piatte, se
ondo il modello oggiprevalente. Inoltre R (parametro di s
ala) dipende solo da t. L'origine della
oordinata radiale sar�a presa in un punto opportuno (v. appresso).La distanza tra due punti su una stessa sezione spaziale (stessa t), uno preso
ome origine (� = 0, # = 0, ' = 0) e l'altro 
he ha solo � 6= 0, �e` = R(t)�: (2)Come vedremo tra po
o, le 
urve lungo le quali sono 
ostanti le tre 
oordinatespaziali �, #, ' sono geodeti
he. Le 
hiamer�o geodeti
he 
omoventi. Vista la (2),lungo una geodeti
a 
omovente la distanza ` varia 
on t a 
ausa dell'espansione.Mi 
onverr�a usare la vera de�nizione del parametro di s
ala:a(t) = R(t)=R0 (3)dove l'indi
e 0 sta a indi
are i valori al tempo presente t0. Di 
onseguenza, alposto di � user�o `0 = R0� (4)e la metri
a si s
river�a d�2 = dt2 � a2d`02: (5)Come �, an
he `0 �e 
ostante su una geodeti
a 
omovente. Inve
e su unageneri
a geodeti
a `0 non sar�a 
ostante, 
ome non sar�a 
ostante �. La distanzapropria ` dall'origine su una geodeti
a 
omovente si s
rive, usando le (2), (3), (4):` = a(t) `0: (6)Da qui si ri
ava l'interpretazione �si
a della 
ordinata `0 di un dato punto Pdello spazio-tempo:{ si prende la geodeti
a 
omovente 
he passa per P{ su questa geodeti
a si prende il punto P0 
he ha t = t0{ `0 �e la distanza di P0 dall'origine. 2



Geodeti
he radiali della geometria di LFRWDalla metri
a (5) segue per la lagrangiana W (6{13), tras
urando 
omedetto le 
oordinate # e ':W = 12 "�dtd��2 � a2�d`0d� �2# (7)
he non dipende da `0 : ne segue la 
ostante del motoa2 d`0d� = q: (8)La 
ostante q 
aratterizza la parti
olare geodeti
a, in quanto il punto di partenza�e da supporre dato: (t0; `0). In parti
olare, q = 0 de�nis
e quella 
he ho 
hiamato\geodeti
a 
omovente": `0(�) = 
ost:Per le geodeti
he di tipo tempo sar�a 2W = 1:�dtd��2 � a2�d`0d��2 = 1:Sostituendo in questa d`0=d� = q=a2, 
he deriva dalla (8), si ha�dtd��2 = 1 + q2a2 : (9)Da (8) e (9) si ottiene un'espressione per _̀0 = d`0=dt lungo la geodeti
a:_̀0 = qapa2 + q2 (10)
he potr�a essere integrata, in linea di prin
ipio, ogni volta 
he sia nota la fun-zione a(t).Nota: Da qui in poi _̀0, �̀0, e

. stanno a indi
are derivate rispetto al tempo
osmi
o t.Avr�o an
he bisogno di �̀0, 
he ri
avo derivando la (10):�̀0 = � q _a (2a2 + q2)a2(a2 + q2)3=2 : (11)A

elerazione relativa di due geodeti
he radialiTornando al modello sempli
e, poniamo le due masse in due posizioni sim-metri
he, a distanza `0 rispetto al 
entro del �lo, 
he prendo 
ome origine3



(� = 0). Assumiamo an
he 
ondizioni iniziali simmetri
he, in modo 
he il 
entrodel �lo resti sempre nell'origine. Per una delle masse � ed `0 varieranno neltempo, mentre potremo tenere, 
ome gi�a detto, �sse # e ': # = ' = 0. L'altramassa avr�a la stessa � e la stessa `0, ma # = �, ' = 0.Derivando due volte la (6) ottengo_̀ = _aa `+ qpa2 + q2 (12)�̀= �aa `+ q3 _aa(a2 + q2)3=2 : (13)Posso sempli�
are queste in due modi:1) posso 
al
olare tutto in t02) posso assumere q � 1 (lo giusti�
her�o pi�u avanti).Per t = t0 le (12), (13) diventano (tenendo presente 
he a(t0) = 1):_̀ = _a `0 + qp1 + q2�̀= �a `0 + q3 _a(1 + q2)3=2e tras
urando q2 e potenze superiori:_̀ = _a `0 + q (14)�̀= �a `0: (15)Dis
ussioneLa (14) serve solo per giusti�
are l'ipotesi q � 1. Osserviamo infatti 
he _anon �e 
he H0 (18{3) e quindi vale 7:7 � 10�27m�1 (pag. 18{5). Se vogliamo 
hele masse siano ferme ( _̀ = 0) dovremo prendere q = � _a `0. Qualunque valoreragionevole si prenda per `0, sar�a sempre q � 1.La (15) mostra 
he �̀ non sar�a mai nullo se le masse sono libere; ma a 
ausadel �lo la (15) va modi�
ata, aggiungendovi l'a

elerazione �F=m dovuta allatensione F del �lo. Sar�a �̀= 0 se F = m`0 �a.�a si ri
ava derivando la (18{3) dove va usata per E(a) la de�nizione (18{4)
oi valori (18{17) per gli 
: E(a) =r0:7 + 0:3a3 :4



Abbiamo �a = H0 _aE(a) +H0 aE0(a) _a = H0 _a [E(a) + aE0(a)℄= H20 aE(a) [E(a) + aE0(a)℄
he per t = t0 si sempli�
a:�a = H20 [1 +E0(1)℄ = 0:55H20 = 3:3 � 10�53m�2 = 2:9 � 10�36 s�2:Usiamo la (15) per 
al
olare l'a

elerazione di una delle masse rispetto al
entro, prendendo per es. `0 = 1km:�̀= 2:9 � 10�33m=s2:Supponiamo purem = 103 kg; per annullare l'a

elerazione il �lo dovr�a eser
itaresu 
ias
una massa una forza F = 2:9 � 10�30N.Dato 
he una simile forza pu�o essere prodotta dal �lo 
on allungamentoinosservabile per molti ordini di grandezza, si 
apis
e per
h�e in questo 
ome inqualunque altro modello analogo l'espansione dell'universo non altera in modoapprezzabile i sistemi 
he sono tenuti insieme da forze non gravitazionali.[1℄ http://www.sagredo.eu/lezioni/irg/
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