
E. Fabri agosto 2016Deessione gravitazionale di una partielladotata di massaIl problemaCome die il titolo, si tratta di studiare la deessione gravitazionale (in geo-metria di Shwarzshild, tanto per ambiare) di una partiella massiva inveehe della lue.Vorrei veri�are i�o he sembra intuitivo, ossia he al resere dell'energiadella partiella si ottenga il limite di massa nulla.Equazione della traiettoriaLe equazioni del problema sono ben note [1℄, (8{14):r2 _' = J r � 1r _t = E (1)e poi [1℄, (8{13): rr � 1 E2 � rr � 1 _r2 � J2r2 = 1 (2)ossia _r2 = E2 � �1� 1r��1 + J2r2�: (3)Osserviamo he per la natura del problema la partiella proviene e ritorna al-l'in�nito, il he vuol dire E > 1.Sar�a utile per il seguito tener presente he E e J hanno un'interpretazioneasintotia semplie. Infatti per r � 1 la geometria �e minkowskiana, ossia sipu�o dare alle grandezze l'interpretazione della RR. Quindi E �e l'energia dellapartiella libera (divisa per la massa) e J il suo momento angolare (anh'essodiviso per la massa). La grandezza E2 � 1 he ompare in varie formule non �ehe il quadrato dell'impulso p (al solito, diviso per la massa) e peri�o J = b pdove b �e il parametro d'urto.La (3) on la prima delle (1) d�a�drd'�2= E2 � 1J2 r4 + 1J2 r3 � r2 + rhe on le osservazioni appena fatte si risrive�drd'�2= 1b2 r4 + 1b2p2 r3 � r2 + r: (4)1



Dalla (4) si riava il valore minimo di r, annullando dr=d': detto �r tale valore,esso soddisfa 1b2 �r3 + 1b2p2 �r2 � �r + 1 = 0 (5)(osservo he alla (5) si arriva anhe direttamente dalla (3), annullamdo _r).Se posso assumere �r � 1 la (5) si sempli�a e fornise �r = b. Un'approssi-mazione migliore otterremo provando�r = b+ %sostituendo nella (5) e trasurando i termini di ordine superiore a %:�r = b 2 b p2 � p2 + 32 b p2 + 2 : (6)Soluzione approssimataLa (4) non �e integrabile on funzioni elementari, per ui bisogner�a riorreread approssimazioni. Trasformiamola di nuovo on la sostituzione r = b=u:�dud'�2 = 1 + 1b p2 u� u2 + 1b u3: (7)Derivando questa rispetto a ' e anellando la derivata prima troviamod2ud'2 = 12b p2 � u+ 32b u2: (8)dove la variabile u va da 0 a b=�r, quindi �e al pi�u appena > 1.Nella (8) non ompare espliitamente ' (invarianza per rotazioni). Possosfruttare quest'invarianza per lavorare on una soluzione simmetria, orientandol'asse polare in direzione del perielio. Allora u sar�a funzione pari di ': questavariabile andr�a da ��=2� Æ a �=2 + Æ (l'angolo di deessione �e 2Æ).La (8) �e di seondo ordine, quindi per individuarne un integrale oorreonosere non solo u ma anhe du=d' in un punto iniziale. Abbiamo gi�a vistohe u �e pari, quindi u0(0) = 0, mentre u(0) si riava dalla (6).Se potessi trasurare nella (8) il termine in u2, la soluzione sarebbeu = b�r os'he soddisfa tutte le ondizioni. Avremmo Æ = 0 (nessuna deessione) il he �eovvio, perh�e trasurando il termine in u2 abbiamo anellato l'e�etto di RG.2



Possiamo tentare un'approssimazione migliore srivendo u ome serie dipotenze in " = 1=b. Il termine di ordine 0 sar�a quello appena sritto (nessunadeessione) e il termine di ordine 1 dovrebbe dari un risultato soddisfaente.Osservo he sviluppare in 1=b non signi�a onsiderare variabile la distanzadal Sole, ma piuttosto lavorare a distanza �ssa e variare la massa M . Infattistiamo usando unit�a di lunghezza 2M , per ui b �e in realt�a il rapporto b=(2M)e il suo inverso �e " = 2M=b. A parametro d'urto �ssato, " piolo signi�a Mpiola.Cominiamo dunque risrivendo la (8) in termini di ":d2ud'2 = "2 p2 � u+ 32 " u2: (80)Lo sviluppo di u �e u = u0 + " u1 + � � �da ui u2 = u20 + 2 " u0 u1 + � � �e inserendo queste in (80)d2u0d'2 + " d2u1d'2 = "2 p2 � u0 � " u1 + 32 " u20 (9)(mi sono fermato ai termini in ").Separando i termini di diverso ordine nella (9):d2u0d'2 = �u0d2u1d'2 = 12 p2 � u1 + 32 u20: (10)Le (10) possono essere risolte in ordine, a partire dalla prima, he fornise u0;poi dalla seonda si riava u1.Per la ondizione iniziale u(0) debbo sviluppare la (6) in serie di ":u(0) = b�r = 1 + "=p21� 12 " (1� 3=p2)= 1 + 12 " (1� 1=p2):da ui u0(0) = 1 u1(0) = 12�1� 1p2�: (11)3



Usando (10) e (11) ottengo:u0(') = os'u1(') = 34 + 12 p2 � 1p2 os'� 14 os 2': (12)Calolo della deessioneOorre solo alolare (al primo ordine in ") l'angolo Æ tale heu(�=2 + Æ) = 0:Abbiamou(�=2 + Æ) = u0(�=2 + Æ) + " u1(�=2 + Æ)= os(�=2 + Æ) + " �34 + 12 p2 � 1p2 os(�=2 + Æ)� 14 os(� + 2Æ)�= �Æ + " �34 + 12 p2 + 1p2 sin Æ + 14 os 2Æ�= �Æ + "�1 + 12 p2�(ho tenuto onto he Æ �e di primo ordine in ").Dunque Æ = "�1 + 12 p2� = 2 p2 + 12 b p2 :Se si fa p ! 1 si ottiene Æ = 1=b, quindi l'angolo di deessione �e 2=b, ossialo stesso della lue: eq. (7{7) di [1℄. Per p �nito la deessione �e maggiore.Riordando he p2 = E2 � 1 e he E pu�o essere sritto  per usare le notazionisolite della RR, abbiamo 2Æ = 2 2 � 1b (2 � 1) = 1 + �2b �2 : (13)(Non bisogna dimentiare he la (13) �e approssimata: vale per b� 1.)CommentoLa (13) mostra he la ongettura era fondata: l'angolo di deessione (a pa-rit�a di b) dipende solo dalla veloit�a della partiella. Pi�u esatttamente, la de-essione �e sempre maggiore di quella della lue, visto he (1 + �2)=�2 > 2.Gardando alla sempliit�a del risultato, pu�o venire il sospetto he esistesseun modo pi�u spiio di arrivari. Osservo per�o he il alolo onsiste di due4



parti: �no alla (4) �e del tutto standard e non redo i sia modo di sempli�arlo.Ci�o he segue �e solo un modo di risolvere un'eq. di�. di seondo ordine nonlineare.In realt�a la soluzione si d�a esatta in termini di funzioni ellittihe, e quindiil alolo ha il solo sopo di evitare queste funzioni, poo onosiute. Il gran-de valore di b per il Sole (2 � 105), suggerise di risolvere la (4) per iterazione(arrestata al primo ordine).[1℄ http://www.sagredo.eu/lezioni/irg/
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