
E. Fabri maggio 2015Che 
osa sono i fotoni?(Brevissima introduzione alla QFT)PremessaSi tratta di un argomento 
he ho a�rontato in diverse o

asioni, 
he vannoda [1℄ (di 
ui 
onsiglio al momento le prime due puntate) per 
ontinuare 
on [2℄e 
on [3℄. C'�e poi [4℄ 
he sta a un livello pi�u avanzato (�e s
ritto per laureatiin �si
a) ma 
ontiene an
he idee 
he dovrebbero essere a

essibili a un livelloinferiore.Per�o nessuno di questi s
ritti soddisfa pienamente l'esigenza di mettere unpo' d'ordine nell'argomento, di 
ui troppo spesso si parla senza avere le 
onos
en-ze indispensabili per non parlare a vanvera. Purtoppo la 
osiddetta divulgazionenon aiuta, per
h�e sotto il vin
olo di tenere al minimo (ossia zero) la matemati
a,e di fatto an
he la �si
a, presenta la materia in modo vago, ingannevole, in
o-raggiando idee spesso errate o 
omunque 
onfuse e inutili per una 
omprensioneminimamente a

ettabile.Per
i�o ora prender�o una strada un po' diversa: svilupper�o il dis
orso fattoin [1℄ in modo pi�u te
ni
o, per
h�e 
'�e po
o da fare: se 
ontinuiamo a fare soltanto
hia

hiere, alla de�nizione di fotone non 
i arriviamo: : :Prima parte: il 
ampo s
alare 
lassi
oIntroduzioneIn qed2.htm ho introdotto (a parole) l'idea dei modi normali. Vediamoun po' meglio di 
he si tratta. Prender�o ad esempio non il 
ampo e.m., 
he �e
ompli
ato (
ampo vettoriale, 4 
omponenti, polarizzazione, invarianza di gauge)ma il molto pi�u sempli
e 
ampo s
alare reale di massa nulla 
he 
ol 
ampoe.m. gi�a 
ondivide una quantit�a di aspetti essenziali, pur essendo pare

hio pi�usempli
e, 
ome �si
a e 
ome matemati
a.Col termine gergale \
ampo s
alare reale di massa nulla" intendo una funzio-ne s
alare � delle 4 variabili spazio-temporali (x; y; z; t) 
he soddisfa l'equazionedi d'Alembert (EdA): ut� = r2�� 1
2 �2��t2 = 0;la stessa 
he soddisfano 
ampi e potenziali e.m. nel vuoto. Per il momento sto inambito 
lassi
o: della quantizzazione si parla nella se
onda parte. Va pre
isato
he la dizione \massa nulla" non appartiene a questo ambito: ne vedremo il signi-�
ato nella se
onda parte. \S
alare" si riferis
e alla propriet�a di trasformazioneper il gruppo di Lorentz, ma �e un argomento di 
ui non 
i o

uperemo.1



Separazione delle variabiliLa prima 
osa 
he 
onviene fare �e separare le variabili. Con 
i�o intendo 
he
er
o soluzioni del tipo �(x; y; z; t) = a(t)u(x; y; z): (1)Si trova 
he u deve soddisfare l'equazione di Helmholtz (EdH):r2u+ !2
2 u = 0dove ! �e un parametro reale. Quanto ad a(t), sar�a sempli
emente soluzionedell'equazione del moto armoni
o:�a+ !2a = 0: (2)Le sue soluzioni sono fa
ili: a(t) = a(0) e�i!ted �e importante notare 
he 
onviene la forma 
omplessa, an
he se alla �ne vo-gliamo avere � reale. Questo signi�
a 
he al posto della (1) useremo�(x; y; z; t) = a(t)u(x; y; z) + a�(t)u�(x; y; z) (10)per garantir
i 
he � sia reale (l'asteris
o signi�
a 
omplesso 
oniugato).Sviluppo in autofunzioniIl prossimo passo �e 
er
are soluzioni dell'EdH. Questo ri
hiede di spe
i�
a-re le 
ondizioni al 
ontorno, 
he dipendono dal problema �si
o 
on
reto. Peresempio, se volessimo trovare il 
ampo in una 
avit�a a pareti ri
ettenti, la giusta
ondizione al 
ontorno sarebbe u = 0 sulle pareti. Nel 
aso di 
avit�a di formasempli
e (parallelepipedo rettangolo, sfera) si sanno dare in forma analiti
a lesoluzioni.Cosa 
he non far�o. Mi limito a segnalare 
he su

ede un fatto importante:se la 
avit�a �e 
hiusa, le soluzioni esistono solo per 
erti valori di !. In terminigenerali, 
i�o signi�
a 
he abbiamo un problema ad autovalori. In ogni 
asole soluzioni formano una su

essione dis
reta, quindi sono individuate da unnumero quanti
o s (a volte 
onviene pi�u d'uno) 
he al momento ha solo signi�
atomatemati
o. Le indi
her�o 
on us. Avremo quindi una su

essione di valori !s,
he sono le frequenze per 
ui esistono soluzioni. Sono queste soluzioni us i modinormali del problema.Su

ede poi 
he le us formino un sistema 
ompleto, ossia 
he (in un sen-so matemati
amente pre
iso 
he non posso to

are) ogni funzione di (x; y; z)2



sia esprimibile 
ome 
ombinazione lineare (di solito in�nita, ossia serie) delleautofunzioni us. Di 
onseguenza lo stesso a

ade per �:�(x; y; z; t) =Xs as(t)us(x; y; z) + 
:
:Importante osservare 
he le ampiezze as per 
ias
un modo normale sono os
il-latori armoni
i (astratti). Quindi la dinami
a del nostro 
ampo, tramite la
onos
enza dei modi normali, �e stata ridotta a quella di un insieme di o.a. indi-pendenti.In questo modo ho sviluppato il sommario dis
orso 
he si pu�o leggere all'i-nizio di qed2.htm.Caso dello spettro 
ontinuoIn realt�a, le 
ose stanno 
os�� per un 
ampo 
he obbedis
a 
ondizioni al
ontorno in una regione limitata. Ma molto spesso siamo interessati a studiareun 
ampo libero esteso a tutto lo spazio, e qui si presentano aspetti nuovi, e an
henuovi problemi matemati
i: : :In primo luogo, non si sa quali 
ondizioni al 
ontorno imporre. La 
osa pi�uovvia �e fare annullare la u all'in�nito, ma in realt�a questo non funziona, per
h�e
on tale 
ondizione l'EdH non ha soluzioni. La prati
a 
orrente del �si
o �e quindiun'altra: si s
opre \a o

hio" 
he l'EdH ha soluzioni 
he sono onde piane:uk(r) = eik�r (! = 
 jkj) (3)dove k �e un vettore, r = (x; y; z). Qui k pu�o essere qualsiasi, il 
he signi�
a 
heabbiamo uno spettro 
ontinuo di soluzioni. Resta vero (in un 
erto senso) 
hele onde piane formano un sistema 
ompleto: qualunque (?) funzione di (x; y; z)pu�o essere s
ritta 
ome sovrapposizione di onde piane:f(r) =Z g(k)uk(r) dk:Questo non �e 
he un altro modo di dire 
he f ammette una trasformata diFourier (TdF) g. Quali siano le f 
he ammettono TdF, �e 
osa 
he las
iamo daparte.Debbo inve
e osservare 
he 
ompare una degenerazione su !, per
h�e vetto-ri k aventi lo stesso modulo danno lo stesso !. Ci�o apre la strada a s
elte diverseal posto delle onde piane: sebbene queste abbiano numerosi pregi, e siano quindidi gran lunga preferite, non sono in linea di prin
ipio l'uni
a possibilit�a. Vedremo
he 
i�o �e importante per la de�nizione di fotone.Fin qui ho esposto al
uni brandelli della teoria 
lassi
a del 
ampo s
alare(roba nota dall'800, 
ome di
ono i nomi 
he ho 
itato). Per in
iso, se inve
e3



di un 
ampo di massa mulla ne avessimo uno di massa non nulla, 
ambierebbepo
o: al posto dell'EdA avremmo l'equazione di Klein{Gordon (1)ut�� �2� = 0 (4)e 
ambierebbe la relazione tra ! e k (la 
osiddetta \relazione di dispersione")! = 
pjkj2 + �2 (5)ma il resto sarebbe inalterato.Se
onda parte: quantizzazione del 
ampo s
alareIntroduzioneIn termini generali il problema della quantizzazione si �e posto �n dalla na-s
ita della m.q.: supposto di avere un sistema �si
o di 
ui si 
onos
e la dinami
ase
ondo la me

ani
a 
lassi
a, 
ome si e�ettua la traduzione alla m.q.? Qua-lunque 
orso di m.q. �e in buona parte la risposta, per 
asi importanti, a questadomanda. Fin
h�e si ha a 
he fare 
on i 
omuni sistemi me

ani
i (os
illatori,
orpi in orbita : : : ) non 
i sono gravi problemi, e 
i sono regole generali su 
omepro
edere.Ma �n dagli inizi i teori
i si posero un problema pi�u 
ompli
ato: si pu�o(e 
ome) quantizzare il 
ampo e.m.? La risposta, 
ome si sa, �e l'elettrodinami
aquantisti
a (QED) 
he in realt�a fa molto di pi�u: studia dal punto di vista quan-tisti
o il 
ampo e.m. non gi�a libero, ma in interazione 
on 
ari
he. Ma il puntodi partenza �e 
omunque il 
ampo libero, ed �e solo di questo 
he mi o

uper�oqui, Anzi, 
ome ho gi�a fatto in ambito 
lassi
o, studier�o un 
aso pi�u sempli
e:il 
ampo s
alare reale di massa nulla.Le 
oordinate 
anoni
heAbbiamo gi�a visto 
he dal punto di vista 
lassi
o il 
ampo �e equivalente aun insieme di o.a. indipendenti, 
on le frequenze !s. Abbiamo 
aratterizzatogli os
illatori mediante le ampiezze as (
omplesse), ma avremmo potuto usareinve
e le pi�u 
omuni 
oordinate 
anoni
he qs, ps:qs = as + a�sps = i (a�s � as)(a meno di qual
he fattore 
he non serve s
rivere).(1) Sul signi�
ato del parametro � torner�o alla �ne della se
onda parte.4



Le qs, ps si prestano meglio alla quantizzazione, per
h�e basta leggerle 
omeoperatori sullo spazio di Hilbert degli stati del 
ampo (spazio di Fo
k). Essenzialile relazioni di 
ommutazione: [qs; ps0 ℄ = i�h Æs;s0 (6)(tutti gli altri 
ommutatori sono nulli).Gli operatori di salita e dis
esa. Il vuotoQualunque testo di m.q. sviluppa ampiamente la quantizzazione dell'o.a.In parti
olare si mostra 
he dalle (6) seguono per le as[as; a+s0℄ = Æs;s0 (7)(a+s0 �e l'aggiunto di as0). Tutti gli altri 
ommutatori sono nulli.Per ogni modo normale s gli stati stazionari sono una su

essionej0i j1i : : : jnsi : : :
on autovalori dell'energia �ns + 12��h!s. �E inteso 
he gli autovettori jnsi sianonormalizzati : hnsjn0si = Æns;n0s :Si dimostra 
he asjnsi = pns jns � 1ia+s jnsi = pns + 1 jns + 1i: (8)Queste mostrano 
he gli operatori a, a+ sono rispettivamente operatori di \di-s
esa" e di \salita" per l'autovalore ns. Mettendo insieme i vari modi normaliotteniamo lo spazio di Hilbert H 
omplessivo del 
ampo, 
ome prodotto tenso-riale degli spazi di Hilbert dei singoli os
illatori.Il generi
o vettore della base 
on 
ui abbiamo 
ostruito H sar�a designatojn1 n2 : : :ise l'indi
e s 
he individua il singolo modo normale va da 1 in su. In parti
olarelo stato fondamentale, in 
ui tutti gli ns sono nulli, sar�a indi
ato brevemente
on j0i: j0i = j0; 0; : : :i:Questo �e il vuoto del 
ampo. S'intende 
he \vuoto" �e un termine te
ni
o, al qualenon si deve attribuire al
un signi�
ato meta�si
o.5



C'�e per�o da risolvere un \pi

olo" problema, relativo all'energia di questostato. Dal momento 
he tutti i modi normali, in quanto o.a., hanno minimaenergia 12 �h!s, lo stato j0i avrebbe energiaXs 12 �h!s
he �e in�nita. �E il famigerato problema della \energia di punto zero": : : Il proble-ma si risolve in sostanza ride�nendo l'operatore energia per ogni modo normale,in modo 
he abbia autovalori ns�h!s:Stati a una o pi�u parti
elleDopo il vuoto, gli stati pi�u sempli
i sono quelli in 
ui in 
ui uno e uno solodegli ns vale 1: j1; 0; 0; : : :ij0; 1; 0; : : :ij0; 0; 1; : : :i: : :Sono ovviamente in�niti, e generano un sottospazio H1 
he diremo sottospaziodegli stati \a una parti
ella." Per
h�e questo nome?Osserviamo 
he gli ns possono essere visti 
ome autovalori di operatori Ns.Si dimostra 
he Ns = a+s as:Gli Ns vengono 
hiamati (v. dopo) \numero di parti
elle nello stato s." Contale dizione, le (8) si leggono 
os��:{ l'operatore as distrugge una parti
ella nello stato s{ l'operatore a+s 
rea una parti
ella nello stato sQuindi as �e un operatore di distruzione, a+s un operatore di 
reazione.Si pu�o an
he de�nire N =Xs Ns:nel sottospazio degli stati a una parti
ella N ha autovalore 1, ed �e fa
ile l'esten-sione agli stati a 2, 3: : : parti
elle. (2) Si veri�
a 
he N �e una 
ostante del moto:il numero di parti
elle si 
onserva.An
ora: per l'energia totale si haE =X �h!sNs
he �e an
h'essa (banalmente) una 
ostante del moto.(2) In realt�a sugli stati a pi�u parti
elle 
i sarebbe qual
osa da dire, legata alfatto 
he le parti
elle sono bosoni ; ma in questa sede preferis
o sorvolare.6



Quantizzazione nel 
ontinuo. La massa nullaPossiamo dire di pi�u se fa

iamo una s
elta per gli stati di base. Prendiamoper es. il 
aso del 
ampo libero nell'intero spazio, 
on k 
ome numero quanti
odei modi normali (onde piane). Con qual
he 
onto si dimostra 
he l'operatoreP =Z �hk a+(k) a(k) dk (9)ha tutte le propriet�a ri
hieste all'impulso del 
ampo.Nella (9) a(k) rappresenta l'operatore di distruzione asso
iato al vettore k;analogo il signi�
ato di a+(k). Il fatto 
he k abbia un 
ontinuo di valori 
ambiadue 
ose: una si �e gi�a vista, ed �e la 
omparsa di un integrale nella (9) al postodi una somma. L'altra �e 
he la relazione di 
ommutazione (7) diventa[a(k); a+(k0)℄ = Æ(k� k0) (70)
on una delta di Dira
 al posto della sempli
e delta di Krone
ker.Ma torniamo alla (9), ris
rivendolaP =Z �hkN(k) dk: (10)Ora si vede 
he l'impulso totale del 
ampo �e la \somma" degli impulsi delleparti
elle | 
ias
una avente impulso �hk | di 
ui per ogni k 
e ne sono N(k).Lo stesso si pu�o dire per l'energia e per qualsiasi altra grandezza additiva del
ampo. Per l'energia si ha E =Z �h 
 jkjN(k) dk: (11)La (11) mostra 
he la singola parti
ella d'impulso �hk ha energia �h 
 jkj: si trattaquindi di parti
elle di massa nulla, 
ome anti
ipato.Se fossimo partiti dell'eq. di Klein{Gordon (4), al posto della (11) avremmotrovato E =Z �h!(k)N(k) dk: (12)
on !(k) dato dalla relazione di dispersione (5). Allora l'energia della singolaparti
ella sarebbe stata �h!(k) =p
2(�hjkj)2 + 
2(�h�)27




he �e la relazione relativisti
a tra impulso ed energia per una parti
ella di mas-sa �h�=
.Onde e parti
elleA questo punto sono davvero 
omparse le parti
elle (quanti) del 
ampo, e sivede 
he non ha molto senso 
hiedersi se il 
ampo �e fatto di onde o di parti
elle:entrambe le 
ose sono vere e non 
'�e al
un 
on
itto n�e \dualismo." (3)Non �e ne
essario ri
hiedere a una parti
ella (quindi an
he a un fotone)di essere autostato dell'impulso, e neppure dell'energia. Infatti tutti gli statidi H1 sono legittimi stati di una parti
ella (quasi una tautologia : : : ). Se sonoautostati dell'energia, non lo sono ne
essariamente an
he dell'impulso, per ladegenerazione gi�a vista. Ma in generale non sono neppure autostati dell'energia:i vettori di H1 sono tutti autovettori di N , ma non tutti di E.Del resto, an
he sperimentalmente, non si ri
hiede a un fotone, 
ome aqualsiasi altra parti
ella, di avere impulso de�nito, an
he se ha energia de�nita:�e la questione della \Nadelstrahlung" di Einstein. Non �e vero 
he un fotonevenga emesso da un atomo in una direzione pre
isa, anzi �e in generale distribuito(in senso quantisti
o) in tutte le direzioni. Quindi non si trova a�atto in unautostato dell'impulso.Quanto all'energia, �e in realt�a impossibile 
he sia esattamente de�nita, dato
he ha uno spettro 
ontinuo. Un fotone (qualsiasi parti
ella libera) pu�o avereenergia quasi de�nita; non pi�u di questo.Riferimenti[1℄ http://www.sagredo.eu/divulgazione/qed/qed0.htm[2℄ http://www.sagredo.eu/divulgazione/fotoni.htm[3℄ http://www.sagredo.eu/divulgazione/entang1.htm[4℄ http://www.sagredo.eu/arti
oli/fotoni.pdf
(3) A dire il vero, questa non �e tutta la storia. Ci sarebbe da mostrare 
he�e possibile 
ostruire stati 
he rappresentano vere e proprie onde \
lassi
he":i 
osiddetti \stati 
oerenti." Un'altra delle tante 
ose 
he qui debbo tralas
iare.8


