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Svuotamento di una bottiglia 
apovolta

Il problema

�

E noto 
he se si 
apovolge una bottiglia stappata piena d'a
qua l'a
qua

es
e, pi�u o meno disordinatamente. Questo a patto 
he la bo

a sia abbastanza

grande; se inve
e la bo

a �e stretta, o si tratta di una �aletta, peggio an
ora di

un 
ontago

e, l'a

qua non es
e, anzi pu�o essere diÆ
ile svuotare il re
ipiente.

Voglio indagare sulla dimensione 
riti
a 
he separa i due 
asi. Supporr�o


he la bottiglia sia 
ompletamente piena, an
he se il fenomeno si presenta pu-

re 
on bottiglie piene solo in parte. (Ma la bottiglia piena �e pi�u sempli
e da

analizzare.)

Supporr�o an
he di essere in 
ondizioni stati
he ideali, ossia 
he a un 
erto

istante l'a
qua nella bottiglia sia del tutto ferma. Si 
omprende 
he l'inizio dello

svuolamento in tal 
aso deve dipendere dall'instabilit�a dell'equilibrio iniziale,

ed �e questo 
he studieremo.

S
hematizzazione

La bottiglia (
ilindri
a, an
he nel 
ollo e nella bo

a) sia verti
ale, e sia h

la distanza tra bo

a e fondo. L'equilibrio stati
o iniziale �e sempli
e: l'a
qua

non 
ade per
h�e il suo peso �e equilibrato dalla pressione atmosferi
a e dalle forze

dovute alle pareti. Supposto 
he il liquido alla bo

a abbia una super�
ie piana

orizzontale, la pressione l�� �e quella atmosferi
a P

0

; la pressione sul fondo sar�a

P

1

= P

0

� % g h


he rimane positiva se h < 10m:

Per studiare la stabilit�a 
onsideriamo un pi

olo s
ostamento stati
o dal-

l'equilibrio: la super�
ie libera alla bo

a B non sar�a pi�u un piano orizzontale.

Assunte 
oordinate 
ilindri
he (r; '; z) 
on z orientata verso l'alto e origine al


entro di B, lo s
ostamento �e individuato da una funzione z(r; ').

Per la funzione z(r; ') assumer�o le seguenti 
ondizioni:

{ si annulla al bordo di B: z(a; ') = 0 (a raggio della bo

a)

{ �e almeno C

2

in tutto B.

In parti
olare, 
i�o impli
a le seguenti 
ondizioni agli estremi dell'intervallo [0; 2�℄:

z(r; 0) = z(r; 2�)

�

�z

�'

�

'=0

+

=

�

�z

�'

�

'=2�

�

: (1)
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A queste dobbiamo aggiungere una 
ondizione �si
a, derivante dal fatto 
he

il liquido non 
ambia volume:

Z

B

z d� = 0: (2)

L'equilibrio sar�a stabile sse per qualunque s
elta di z(r; ') l'energia poten-

ziale aumenta rispetto a z = 0.

Espressione dell'energia

L'energia potenziale �e la somma di due 
ontributi:

a) l'energia gravitazionale

b) l'energia della tensione super�
iale.

Se prendiamo 
ome quota di riferimento z = 0, l'energia gravitazionale di un


ilindretto di base d� = r dr d' e altezza z > 0 �e la massa % z d� moltipli
ata

per la quota del 
dm e per g:

1

2

% g z

2

d�. Se inve
e z < 0, l'energia �e �

1

2

% g z

2

d�,

per
h�e l'altezza �e jzj = �z e la quota del 
dm sempre

1

2

z.

Per 
al
olare l'energia gravitazionale totale 
onviene distinguere le due par-

ti B

+

, B

�

della bo

a B:

B

+

= f(r; ') j z(r; ') > 0g B

�

= f(r; ') j z(r; ') < 0g:

In B

+

man
a il liquido tra 0 e z, e man
a quindi la 
orrispondente energia

gravitazionale:

E

+

= �

1

2

Z

B

+

% g z

2

d�:

In B

�

inve
e 
'�e dell'a
qua in pi�u, 
he ha energia negativa:

E

�

= �

1

2

Z

B

�

% g z

2

d�:

Si vede dunque 
he l'energia totale �e sempli
emente

E

gr

= E

+

+E

�

= �

1

2

% g

Z

B

z

2

d�: (3)

Passiamo all'energia della tensione super�
iale. Questa sar�a � (S � S

0

),

essendo S l'area della super�
ie libera deformata, S

0

= �a

2

quella di equilibrio.

L'espressione di S �e

S =

Z

B

q

1 +

�

�~

rz

�

�

2

d� '

Z

B

�

1 +

1

2

�

�~

rz

�

�

2

�

d� = �a

2

+

1

2

Z

B

�

�~

rz

�

�

2

d�

(l'approssimazione si giusti�
a assumendo 
he sia

�

�~

rz

�

�

� 1).
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Arriviamo quindi a

E

ts

=

1

2

�

Z

B

�

�
~

rz

�

�

2

d�


he pu�o essere trasformata integrando per parti:

E

ts

= �

1

2

�

Z

B

z r

2

z d�: (4)

Ne segue per l'energia totale:

E = �

1

2

Z

B

z

�

% g z + � r

2

z

�

d�:

Sviluppo di z(r, φ)

Dalla (4) si vede 
he 
onviene esprimere z(r; ') 
ome serie di autofunzioni

di r

2

, 
he formano un sistema 
ompleto (Morse & Feshba
h (11.2.24)):

z(r; ') =

X

mn

�

mn

(r; ') (5)

dove

�

mn

(r; ') = (A

mn


osm'+ B

mn

sinm') J

m

(j

mn

r=a)

(j

mn

�e l'n-mo zero non nullo di J

m

). Si veri�
a fa
ilmente, usando l'equazione

di�erenziale per le funzioni di Bessel e l'espressione del lapla
iano in 
oordinate

polari, 
he

r

2

�

mn

= �k

2

mn

�

mn

(6)

avendo posto k

mn

= j

mn

=a. Inoltre le �

mn

sono ortogonali:

a

Z

0

r dr

2�

Z

0

d' �

mn

(r; ') �

m

0

n

0

(r; ') =

1

2

� a

2

�

A

2

mn

+ B

2

mn

�

J

2

m�1

(j

mn

) Æ

mm

0

Æ

nn

0

:

Si vede pure 
he tutte le �

mn

soddisfano le 
ondizioni (1). La (2) va esa-

minata 
on pi�u attenzione. �

mn


on m > 0 ha nullo l'integrale su '; pertanto

la (2) si ridu
e a

a

Z

0

r dr J

0

(j

0n

r=a) = 0
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ossia

j

0n

Z

0

u du J

0

(u) = 0:

L'integrale vale j

0n

J

1

(j

0n

) (Abramowitz 9.1.30, prima riga). D'altra par-

te J

1

(u) = �J

0

0

(u) (Abramowitz 9.1.31, se
onda riga); quindi gli zeri di J

1


oin
idono 
oi massimi e minimi di J

0

, non 
oi suoi zeri. Ne segue 
he l'integrale

non si annulla mai. Per
i�o la somma su m nella (5) deve partire da 1.

Conviene 
onsiderare separatamente i due termini E

gr

ed E

ts

di E. Sosti-

tuendo la (5) in (3) abbiamo

E

gr

= �

1

2

% g

a

Z

0

r dr

2�

Z

0

d'

X

mn

�

2

mn

(r; ')

= �

1

4

� a

2

% g

X

mn

�

A

2

mn

+ B

2

mn

�

J

2

m�1

(j

mn

): (7)

Passiamo a E

ts

. Usando (5) e (6):

E

ts

=

1

2

�

a

Z

0

r dr

2�

Z

0

d'

X

mn

�

mn

X

m

0

n

0

k

2

m

0

n

0

�

m

0

n

0

=

1

4

� �

X

mn

j

2

mn

�

A

2

mn

+ B

2

mn

�

J

2

m�1

(j

mn

): (8)

Mettendo insieme (7) e (8):

E =

1

4

�

X

mn

�

�j

2

mn

� a

2

% g

� �

A

2

mn

+ B

2

mn

�

J

2

m�1

(j

mn

):

Per la stabilit�a o

orre (e basta) 
he tutti i 
oeÆ
ienti � j

2

mn

� a

2

% g siano

positivi, il 
he si ottiene per a suÆ
ientemente pi

olo. Infatti per dato m

la su

essione fj

mn

g �e 
res
ente, quindi basta 
onsiderare i primi termini fj

m1

g.

Ma an
he questa su

essione �e 
res
ente, e per
i�o la 
ondizione ne
. e su�. per

la stabilit�a �e

� j

2

11

> a

2

% g

a < j

11

r

�

% g

: (9)
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Numeri

Finalmente diamo i numeri: : :

�

11

= 1:2197

� = 7:28 � 10

�2

N=m (a
qua a 20

Æ

C)

% = 10

3

kg=m

3

(
.s.)

g = 9:8N=kg:

Risulta a < 10:4mm.

Se si prova 
ol mer
urio, si potrebbe 
redere 
he a debba aumentare, vi-

sto 
he la tensione super�
iale �e pare

hio maggiore. Ma �e maggiore an
he la

densit�a: : :

� = 0:425N=m (Hg a 20

Æ

C)

% = 1:36 � 10

4

kg=m

3

(
.s.)

e si trova a < 6:8mm.

Tutto salvo errori: : :

Controprova

Se studiamo una s
elta parti
olare per z(r:'), otterremo una maggiorazione

al valore 
riti
o di a. Proviamo questa:

z(r; ') = C x (a

2

� r

2

): (10)

(ovviamente x = r 
os'). La (10) soddisfa tutte le 
ondizioni ri
hieste. La 
o-

stante C, inserita solo per far tornare le dimensioni di z, non �e essenziale: si eli-

mina dalla 
ondizione �nale.

Cal
oliamo E

gr

. Dalla (3)

E

gr

= �

1

2

C

2

% g

Z

B

x

2

(a

2

� r

2

)

2

d�

= �

1

2

C

2

% g

Z

B

(a

4

r

2

� 2 a

2

r

4

+ r

6

) 
os

2

' d� = �

1

48

� C

2

% g a

8

:

Quanto a E

ts

, Cal
oliamo il lapla
iano di (10):

r

2

z = �8C x:

Quindi, dalla (4)

E

ts

= 4C

2

�

Z

B

x

2

(a

2

� r

2

) d� = 4� C

2

�

a

Z

0

r

3

(a

2

� r

2

) dr =

1

3

� � a

6

:
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La 
ondizione E > 0 porta a

a < 4

r

�

% g


he �e molto vi
ina alla (9), visto 
he ��

11

= 3:832.
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