
E. Fabri novembre 2020Cir
onferenza bitangente a una 
ubi
aIl problemaTrovare una 
ir
onferenza tangente all'asse x e bitangente alla 
urvay = x3 � 3x2: (1)Abbiamo due 
urve: la 
ubi
a C di equazione (1) e la 
ir
onferenza K diequazione generi
a (x� x
)2 + y2 � 2 y
y = 0: (2)O

orre determinare i parametri x
, y
 in modo 
he le due 
urve siano tra lorobitangenti.Primi passiIl sommario del pro
edimento 
he seguir�o �e il seguente. Studio il luogo dei
entri delle 
ir
onf. tangenti alla 
ubi
a. Il 
entro di una 
ir
onf. bitangentedev'essere un punto doppio di tale luogo.Le intersezioni si ottengono fa
endo sistema tra le due equazioni. Eliminan-do y si ottiene un'equazione di 6Æ grado per x:x6 � 6x5 + 9x4 � 2 y
 x3 + (6 y
 + 1)x2 � 2x
 x+ x2
 = 0: (3)Le 6 radi
i di (3) (eventualmente 
omplesse) determinano 6 punti d'intersezione.Se le due 
urve sono tangenti, 2 di queste intersezioni 
oin
idono. Alloranon solo sono 
omuni le 
oordinate (x; y), ma an
he dy=dx. Per la (1) si hay0 = 3x2 � 6x (4)mentre derivando la (2) rispetto a x si trova2 (x� x
) + 2 (y � y
) y0 = 0da 
ui y0 = �x� x
y � y
 :Eliminando y0 tra questa e la (4) si ottieney = y
 � x� x
3x (x� 2) : (5)1



Confrontando (1) e (5) si hax3 � 3x2 = y
 � x� x
3x (x� 2)3x (x� 2) (x� 3)� 3 y
 x2 + (6 y
 + 1)x� x
 = 0: (6)Il luogo dei 
entriCer
hiamo il luogo dei 
entri (x
; y
). Dalle (3), (6) si possono ottenere leequazioni parametri
he del luogo, 
on x 
ome parametro. Le ris
rivo:(x
 � x)2 � 2x2(x� 3) y
 + x4(x� 3)2 = 0(x
 � x) + 3x (x� 2) y
 � 3x3(x� 2) (x� 3) = 0 (7)ed elimino y
:3 (x� 2) �x2
 � x�2 + 2x (x� 3)(x
 � x)� 3x4(x� 2) (x� 3)2 = 0x
 = x� x (x� 3)3 (x� 2) �1�p1 + 9x2(x� 2)2�: (8)Ri
avo y
 sostituendo nella (7):3x (x� 2) y
 = 3x3(x� 2) (x� 3)� (x
 � x)y
 = (x� 3)�x2 + 19 (x� 2)2 �1�p1 + 9x2(x� 2)2��: (9)Le (8), (9) sono le equazioni parametri
he del luogo dei 
entri. Cos�� s
rittehanno per il difetto di una forma inde�nita per x = 2 nel 
aso del segno �.Conviene per
i�o distinguere: indi
her�o 
on x
p, y
p le soluzioni 
ol +, 
on x
m,y
m le altre. Per le prime restano valide le (8), (9); inve
e per x
m, y
m user�o leespressioni modi�
ate:x
m = x+ 3x3(x� 2) (x� 3)1 +p1 + 9x2(x� 2)2 : (10)y
m = x2(x� 3)p1 + 9x2(x� 2)21 +p1 + 9x2(x� 2)2 : (11)Il 
entro 
er
ato �e un punto doppio della 
urva, ossia un punto per il qualela 
urva ripassa due volte, 
on due diversi valori di x.2



Ri
er
a del punto doppioEliminando x tra (3) e (6) si ottiene l'equazione 
artesiana del luogo: un'e-quazione algebri
a f(x
; y
) di grado 8, 
he non �e il 
aso di s
rivere. I punti doppidi questa si trovano fa
endo sistema tra f , fx
 ; fy
 . Ho aÆdato la ri
er
a dellesoluzioni a maxima, 
he mi ha dato 7 soluzioni reali (
e ne sono altre 
omplesse):x
 = �0:070815074496056 y
 = �2:611110735006398x
 = 0 y
 = �0:165993537964459x
 = 1:054794989390102 y
 = �1:703218346502216x
 = 1:347125867195243 y
 = �2:058191018342821x
 = 1:801552644347404 y
 = �1:060217176702863x
 = 3 y
 = 0x
 = 3:777507302823758 y
 = �2:453472537448933CommentiLa soluzione 
he ho dato �e algebri
a (non numeri
a) �no alla determinazionedi f(x
; y
) e delle derivate. In realt�a l'ho ottenuta 
on maxima, an
he se sarebbestato possibile trovarla 
on 
al
oli a mano. Solo 
he non so quanto 
i avrei messoe quanti errori avrei fatti: : :Come ho gi�a s
ritto, la soluzione del sistema �e numeri
a e non sarebbestato possibile fare altrimenti. Non sono si
uro, ma sembra 
he il grado delsistema sia 8�7�7 = 196. DiÆ
ile vedere se qual
una delle equazioni si spezza,sempli�
ando il 
al
olo.Nella �gura la 
ubi
a �e nera, le 
ir
onferenze sono aran
io, tranne quellaviola 
he 
orrisponde alla �gura del problema. Il luogo dei 
entri �e molto intri
atoe non l'ho studiato a fondo. Direi 
he 
onsiste di due rami, tra

iati in blu e inverde.Il ramo blu ha un normale punto doppio (
orrispondente alla soluzione viola)e due 
uspidi; sembra an
he avere un asintoto parallelo alla bisettri
e del primoquadrante. Le 
ir
onf. 
on 
entro nelle 
uspidi sembrerebbero avere 
on la 
ubi
aun 
ontatto di ordine superiore a 2, ma non ho 
hiarito il punto.Il ramo verde ha una 
uspide 
on x
 = 0 ed �e piuttoto 
hiaro 
he la 
ir
onf.
orrispondente ha un 
ontatto di ordine 4 
on la 
ubi
a. Il 
omportamentoall'in�nito di questo ramo non mi �e a�atto 
hiaro: un asintoto? due? Oppure irami nel se
ondo quadrante si unis
ono molto lontano?
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