E. Fabri agosto 2014

Barca su tronchi

Enunciato del problema

Un blocco parallelepipedo rettangolo ¢ appoggiato su due rulli paralleli, tra
loro uguali — cilindrici, omogenei e rigidi — che a loro volta poggiano su un
piano orizzontale. Si assume che tra blocco e rulli, come pure tra rulli e piano,
sia presente il solo attrito radente.

Al blocco e applicata, all’altezza del centro di massa, una forza orizzontale
costante. Studiare il moto del blocco e in particolare la condizione sotto cui si
ha puro rotolamento, sia tra blocco e rulli, sia tra rulli e piano.

Definizioni e notazioni

A tutti gli effetti il problema puo essere trattato in due dimensioni, per cui
parlero ad es. di “punto di contatto” quando in realta si tratta di una “generatrice
di contatto,” ecc.

Distinguero con gli indici 1, 2 1 due rulli, risp. nell’ordine concorde col verso
della forza applicata. I punti di contatto tra rulli e blocco i chiamo A, As;
quelli di contatto tra rulli e piano saranno By, Bs.

Indico con M la massa del blocco, con P il suo peso (|P| = Mg); con m la
massa di ciascun rullo, con Pyy, Py i loro pesi (|P;1| = |Py2| = mg). Il raggio
dei rulli sia r.

Siano ancora s1, $o le distanze orizzontali del centro di massa G del blocco
da Aq, As. Durante il moto s; e s cambieranno: solo la loro somma restera
costante, come vedremo. Pono a = s; + so. Indichero ancora con h l'altezza
di G sulla base del blocco.

La velocita del centro dei rulli ¢ u (& la stessa per entrambi, v. dopo); la
velocita del blocco ¢ v. Con w indichero il modulo della velocita angolare dei
rulli.

Quanto alle forze, Ry}, € la forza che il rullo 1 esercita sul blocco; Ry; quella
che il blocco esercita sul rullo 1; Ry, la forza del rullo 1 sul piano, Rp1 quella
del piano sul rullo 1. Analoga notazione per il rullo 2.

Dal terzo principio

Delle forze esistenti, buona parte sono a due a due opposte per il terzo
principio:
Rib = —Rm1 Rob = —Rie
Rip, = —Rpi Ry, = —Rpo.

Potro quindi fare a meno di usare Ry, Rop, Rip, Rap.

(1)
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Assi e componenti

Conviene introdurre assi cartesiani orientati come segue: x orizzontale, con-
corde con F; y verticale, concorde con P; z di conseguenza (servira solo per
esprimere i momenti).

Per come ¢ descritto il moto, u e v hanno solo le componenti x, che indichero
semplicemente con u, v (in linea di principio grandezze con segno, anche se di
fatto sono positive).

Ancora: La forza F ha la sola componente x (positiva per definizione) che
indichero con F'; i pesi P, P,;, Po hanno solo le componenti y, che indico con P,
Py, Ps. Invece Ry; ecc. hanno entrambe le componenti x e y; per alleggerire la
notazione indichero con Xy,q1, Y1 le componenti di Ryq, ecc.

Osserviamo che per non avere distacco del blocco dai rulli dovranno essere
soddisfatte le disuguaglianse:

Y1 >0 Yp2 >0
e per non avere distacco tra rulli e piano:

Y1 <0 Y <0

Invece i segni delle componenti & sono per ora incogniti.

La condizione di puro rotolamento

Se si ha puro rotolamento dei rulli sul piano, i punti By, By sono istanta-
neamente fermi, e quindi la velocita del centro del rullo 1 vale wr, e lo stesso &
vero per il rullo 2; abbiamo cosi dimostrato che u = wr ¢ la velocita comune dei
centri dei due rulli.

Quanto ai punti Ay, Ao, il puro rotolamento implica che essi abbiamo la
stessa velocita sia se pensati come apparteneti al rullo, sia al blocco. Dunque la
velocita del blocco ¢

v=2wr =2u. (2)

Relazioni di attrito statico

Se si ha puro rotolamento, ’attrito radente nei vari punti di contatto soddi-
sfa la condizione dell’attrito statico. Assumendo uguali coefficienti di attrito u
in tutti i punti, avremo

| Xb1]| < p Yo | Xb2| < p Yoo
|Xp1| < _NYpl |Xp2| < _NYp2

(3)



Equazioni cardinali per il blocco

Per la prima equazione cardinale dobbiamo considerare le due componenti x
e ¥y, che sono

Mo=F — X1 — Xpa
0="P —Yp1 — Yo

(ho fatto uso delle(1)).

La seconda equazione cardinale ha solo la componente z. Prendendo i mo-
menti rispetto a G:

51Yp1 — 82Yp2 + h Xp1 + h X2 =0

perché il moto del blocco e traslatorio, quindi il suo momento angolare rispetto
a G e costantemente nullo.

Equazioni cardinali per i rulli

Cominciamo col rullo 1. La prima equazione cardinale (nelle due compo-
nenti) e

mu:Xb1+Xp1
0:P1+Yb1+Yp1.

(La seconda & giustificata dalla condizione che il rullo non si debba distaccare
dal piano, per cui la y del suo centro di massa & costante.)

Quanto alla seconda equazione cardinale, sempre scritta rispetto al centro

di massa:
Tw :T’Xbl —T’Xpl

dove I = % m 72 & il momento d’inerzia del rullo rispetto al suo asse di simmetria.

Per il rullo 2 le equazioni sono del tutto simili:

m?l:sz—l—sz
0:P2+Yb2+Yp2
ILZ):T‘sz—T'sz.

Conteggio delle incognite e semplificazione delle equazioni

Per cominciare ricopio tutte le equzioni trovate:

Mié=F — Xp1 — Xo (4)
0=P —Yp1 — Yoo (5)
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51Yp1 — s2Ypo + h Xp1 + h Xp2 =0 (
mi = Xp1 + Xp1 (
0= Py + Yy + Y (8
Tw=rXy —rXp (
mu = Xpz + Xpo (
0= P+ Yo+ Yo (1
Tw=rXy—rXp. (12

Come si vede, le equazioni sono 9. Le incognite sono: u, v, w, Xp1, Xp2,
Yo1, Y2, Xp1, Xp2, Yp1, Yp2. Perd u, v, w sono legate dalla (2); quindi anche le
incognite sono 9.

Le (4)—(12) possono essere semplificate usando la (2) e le definizioni di P,
Pl, PQI

Mi=F — Xy, — Xe (4)
0=Mg— Yy — Yo (5)
51Yp1 — 82Yp2 + h Xp1 +h Xp2 =0 (6")
mo =2 Xp1 +2Xp1 (7')
0=mg+ Yo + Y (8
mo =4 Xp — 4 X (9)
mo =2 Xps + 2 Xpo (10')
0=mg+ Yoo + Yo (11")
mo =4 Xps — 4 Xps. (12')

Si possono separare le (4')—(12") in due gruppi. Le (4'), (7'), (9), (10'), (12')
contengono solo le X:

Mvo=F — Xp1 — Xpo (4')
mv=2Xp1+2Xp1 (7)
mo =4 Xp1 — 4 Xp1 (9')
mv =2 Xp2 + 2 X2 (10")
muv = 4Xb2 - 4Xp2. (12/)
Le (5'), (8), (11") contengono solo le Y:
0=Mg—Yp1 — Yo (5")
Ozmg+Yb1+Yp1 (8/)
Ozmg+Yb2+Yp2 (11/)
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Resta a parte la (6”), che mescola le X e le Y

51Yp1 — 52Yp2 + h Xp1 + h Xp2 = 0. (6")

Soluzioni

Le equazioni del primo blocco si risolvono facilmente:

m F
X = Xe2 = G376 )
Xp1 = Xp2 =3 X1 (14)
AF
__ sy 15
T AM+3m (15)

Le equazioni del secondo blocco, insieme con la (6") e con le (13), (14),
determinano le Y:

Yb1=%Mg—Q (16)
Yoz == Mg+Q (17)
Yoo === Mg—mg+Q (18)
Yoz =~ Mg—mg—-Q (19)

dove ho introdotto ’abbreviazione

3mhkF

@= a(4M+3m)’

(20)

Discussione

Non ci sono particolari commenti da fare alle (13)—(15), a parte il fatto
controintuitivo che non solo sono positive Xy e X2, ma anche X1 e Xpo.

Quanto alle Y, Yj» ¢ chiaramente positiva, e Y, chiaramente negativa,
come l'intuizione gia suggeriva. Quindi non si avra mai distacco al rullo 2.
Diversamente per Yy, che € > 0 sse

Sog M
F<—/— —(4M+3m). 21
20 2 ¢ ) (21)
Questa condizione e certamente soddisfatta se F' = 0; lo e anche se h & abba-
stanza piccolo o se m e piccola. Ma puo essere violata in condizioni opportune,
dando luogo a distacco nel punto A; dove il blocco tocca il rullo 1.
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Osservo che Y1 > Y}2, dato che Q > 0. Cio significa che il primo punto
dove puo avvenire il distacco, per es. al crescere di F', non € mai Bj.

La (21) cessa di valere se so = 0, ossia se G arriva sopra A, (cosa che accadra
di certo, visto che G ha in ogni istante velocita doppia di A3). Quindi il distacco
avviene necessariamente prima che G raggiunga As. Pertanto durante il moto
“normale” (blocco appoggiato sui rulli, in puro rotolamento) certamente sy > 0.

Passiamo alle condizioni per avere puro rotolamento, espresse dalle (3). Da-
to che X11, Xp2 sono maggiori di X1, Xpe, mentre |Yp1]| < Y1 € [Ypo| < Yoo,
le (3) sono soddisfatte nei punti By, Bs se lo sono in Ay, As. Inoltre Xy = Xpo,
mentre Y, < Y,2: dunque il punto critico, quello dove potra iniziare lo slitta-
mento, e Ajq.

Intuitivamente questo si capisce: i punti B hanno un carico (verticale) mag-
giore degli A, a causa del peso dei rulli. Poi il rullo 2 & caricato di piu di 1,
per la presenza della forza acceleratrice F. Il solo fatto non intuitivo & che le
componenti orizzontali delle forze tra rulli e piano siano minori di quelle tra rulli
e blocco, ma di questo si e gia detto.

Usando le (13), (14), (17) e la definizione (20) di @, la prima delle (3) si

scrive s -
m So m
0T el 22 Mg 2
8M+6m_u[a g a(4M +3m)
ovvero o
Fe<—29 2 4M+3m). (22)

a m
h _
3<+2J

I1 confronto della (22) con la (21) mostra che il secondo membro della prima
¢ minore di quello della seconda; dunque la condizione di puro rotolamento (22) &
pit stringente di quella di distacco (21). Di nuovo c¢’e che un coefficiente d’attrito
piccolo rende piu difficile soddisfare la (22) (ovvio) mentre uno grande ’avvicina
alla condizione di distacco.



