
E. Fabri agosto 2020Bohr e il vettore di LenzIntroduzioneIl titolo pu�o trare in inganno: non so se Bohr 
onos
esse il vettore di Lenz(probabilmente s��) ma non �e di questo 
he voglio o

uparmi. La domanda 
uitenter�o di dare un risposta �e:
ome mai il modello di Bohr arriva al valore esatto dei livelli dell'atomod'idrogeno?Va intanto pre
isato 
he 
osa intendo 
on valore \esatto." Intendo 
he d�a lestesse energie dei livelli 
he si ottengono dall'eq. di S
hr�odinger per un atomo in
ui si assume il protone puntiforme e privo di momento magneti
o, e l'elettronepure puntiforme, privo di spin e momento magneti
o; inoltre si fa il 
al
olonon-relativisti
o.Partiamo da un risultato ben noto nella me

. 
lassi
a del problema dei due
orpi. Questo si riferis
e al potenziale gravitazionale, ma �e lo stesso problemaper
h�e i due potenziali vanno entrambi 
ome 1=r. In termini elementari, il ri-sultato importante �e 
he nel problema dei due 
orpi 
i sono 5 integrali primiindipendenti e non 4 
ome per il generale sistema a simmetria sferi
a.Nel 
aso generale questi 4 integrali primi sono l'energia E e le tre 
ompo-nenti del momento angolare J. Nel 
aso newtoniano/
oulombiano a questi siaggiungono le 
omponenti del vettore di Lenz L:L = 1� p� J�GMm rjrj (1)(� = Mm=(M + m) �e la massa ridotta, 
on M massa del protone, m massadell'elettrone).Per�o le 
omponenti di L non sono tutte indipendenti: in primo luogoJ � L = 0 (2)il 
he signi�
a 
he L gia
e sempre nel piano dell'orbita. Ma poi esiste un'identit�a:jLj2 = (GMm)2 + 2� E jJj2: (3)Quindi solo la direzione di L �e una nuova 
ostante del moto. Si dimostra 
he Lpunta sempre verso il perielio, quindi la sua 
ostanza signi�
a 
he la traiettoria �eperiodi
a: il pianeta ripassa sempre per gli stessi punti. In altri termini, il perio-do radiale e quello angolare sono uguali. (Quando a 
ausa di una perturbazionenon sono pi�u uguali, si ha una pre
essione dell'orbita.)1



�E ovvio 
he la de�nizione (1) del vettore di Lenz, la relazione (2), la (3),e tutto quello 
he segue, si appli
a an
he al 
aso dell'atomo d'idrogeno: bastasolo s
rivere e2 al posto di GMm.Notate 
he 5 �e il numero massimo possibile di integrali primi indipendenti.Tralas
io di spiegare per
h�e, dato 
he non �e essenziale per il seguito. L'esistenzadel vettore di Lenz permette una risoluzione 
ompleta del problema dei due
orpi. Il tutto lo trovate ad es. in [1℄.Costanti del moto e invarianzeGi�a nella me

. 
lassi
a si sa 
he un integrale primo �e 
onnesso a una trasf.
anoni
a 
he las
ia invariante la hamiltoniana. Nel 
aso del momento angolare,le trasf. in questione sono le rotazioni (simmetria sferi
a). E il vettore di Lenz
on quale invarianza �e 
onnesso? Non �e fa
ile 
apirlo: : :Non so dire esattamente quando si �e trovata la risposta, ma sull'argomentosono apparsi arti
oli an
he in tempi relativamente re
enti. La ragione �e 
hementre il momento angolare �e 
onnesso all'invarianza per rotazioni, 
he si pu�odes
rivere 
ome una trasf. delle 
oordinate spaziali, il vettore di Lenz generaun'invarianza (pi�u esattamente, un gruppo) rispetto a trasf. 
he 
oinvolgonoinsieme le 
oordinate e i momenti 
oniugati. Evito quindi di s
rivere il po
o 
heso sull'argomento, ma ritengo importante so�ermarmi su un altro punto.In me

. hamiltoniana una 
ostante del moto �e 
aratterizzata dal fatto 
hesi annulla la sua parentesi di Poisson 
on la hamiltoniana. Quindi questo a

adeper le 
omponenti di J: fJi; Hg = 0e an
he per le 
omponenti di L: fLi; Hg = 0:Sono an
he importanti le parentesi di Poisson tra le 
omponenti di J:fJi; Jjg = "ijkJk: (4)Queste dimostrano 
he le Ji generano le rotazioni (pi�u esattamente, generanol'algebra di Lie del gruppo SO(3)). E 
he 
osa sappiamo su L? Il fatto 
he siaun vettore assi
ura 
he si trasformi per rotazioni 
ome tutti i vettori:fJi; Ljg = "ijkLk: (5)Viene naturale 
hiedersi 
he 
osa sia fLi; Ljg, ma �e meglio 
ambiare s
ala,in modo da lavorare 
on un vettore dimensionalmente omogeneo 
on J. Se guar-date la (3) vedete 
he il 
ambiamento di s
ala o

orrente �eKi =r� �2E Li2



(il segno � �e ne
essario per
h�e per uno stato legato E < 0). Allora la (3) diventajJj2 + jKj2 = � �2E (GMm)2 (6)e le parentesi di Poisson (5) diventanofJi; Kjg = "ijkKk: (7)Cal
olando fKi; Kjg si ha fKi; Kjg = "ijkJk: (8)Messe tutte insieme, le (4), (7), (8) de�nis
ono l'algebra di Lie di SO(4),quindi questo �e il gruppo d'invarianza del problema dei due 
orpi (e dell'atomod'idrogeno) relativamente agli stati legati.Pu�o essere utile elaborare la (6). Si sa 
he esiste una relazione tra energiae semiasse maggiore: a = �GMm2E :Quindi possiamo s
rivere jJj2 + jKj2 = GM2m2M +m amentre separatamentejJj2 = GM2m2M +m a (1� e2) jKj2 = GM2m2M +m ae2:�E utile sottolineare 
he a parit�a di semiasse maggiore (quindi di energia) jKj / e;ne segue K = 0 per le orbite 
ir
olari.Ci�o signi�
a 
he la 
ondizione di Bohr: \il momento angolare delle orbi-te 
ir
olari pu�o solo assumere i valori n�h" potrebbe essere riformulata, senzalimitarsi alle orbite 
ir
olari, 
ome segue:jJj2 + jKj2 = n2�h2 (9)da 
ui inserendo nella (6) 
on e2 al posto di GMm :En = � � e42n2�h2 (10)ossia il risultato di Bohr. 3



Naturalmente questo modo di arrivar
i non �e migliore di quello di Bohr:fa uso di molti passaggi al posto del 
al
olo elementare 
he si trova su tutti itesti. Tuttavia questo appro

io \
ompli
ato" non �e inutile, per
h�e prepara ilterreno al 
al
olo genuinamente quantisti
o e quindi a rispondere alla domandainiziale.Propriet�a di SO(4)La de�nizione di SO(4) �e: il gruppo delle matri
i 4 � 4 reali, ortogonali,a determinante 1. In simboli:R 2 SO(4) () RRt = I; detR = 1:Si dimostra 
he ogni matri
e di SO(n) pu�o essere messa in forma esponenziale:8R 2 SO(n) 9A : At = �A; eA = R:(L'esponenziale di una matri
e si de�nis
e 
ome per un numero:eA = 1Xk=0 1k! Ake la serie 
onverge sempre.) Vale an
he il vi
eversa: se A �e antisimmetri
a,R = eA �e ortogonale e detR = 1.Le matri
i reali antisimmetri
he 4 � 4 formano uno spazio vettoriale didimensione 6 su IR, al quale si pu�o dare la struttura di algebra di Lie A permezzo del 
ommutatore. Infatti se A, B sono antisimmetri
he si ha[A;B℄t = (AB � BA)t = BtAt �AtBt = BA� AB = �[A;B℄:Quindi [A;B℄ 2 A. Inoltre il 
ommutatore soddisfa alle propriet�a ri
hieste perla legge di 
omposizione di un'algebra di Lie, 
he non sto a ri
ordare.�E tradizione indi
are l'algebra di Lie di un gruppo 
ol simbolo del gruppos
ritto minus
olo. Quindi A = so(4).Si potrebbe pensare 
he SO(4) sia l'esponenziale della sua algebra di Lie,ma questo pu�o non essere esatto, per due ragioni:1) Se il gruppo non �e 
onnesso, la parte non 
onnessa 
on l'identit�a non pu�oessere messa in forma esponenziale. Questo non �e un problema per tuttigli SO(n), 
he sono 
onnessi.2) Pu�o darsi 
he la 
orrispondenza SO(4) $ so(4) non sia un omeomor�smo(
on linguaggio anti
o: biunivo
a e bi
ontinua). Questo �e il 
aso per tut-ti gli SO(n), 
he sono 
ompatti mentre un'algebra di Lie sui reali o sui
omplessi non lo �e mai. 4



Esiste sempre per�o un intorno U di 0 in so(4) la 
ui immagine esponenziale�e un intorno V di I in SO(4), e il fatto �e vero in generale. Si di
e 
he so(4)e SO(4) sono lo
almente omeomor�.Rappresentazioni di so(4)Ripartiamo dalle (4), (7), (8). Conviene de�nireM+ = 12 (J+K) M� = 12 (J�K): (11)Abbiamo [M+i ;M+j ℄ = i �h "ijkM+k[M�i ;M�j ℄ = i �h "ijkM�k[M+i ;M�j ℄ = 0:Si vede 
he le 
omponenti di M+ e quelle di M� generano due algebredi Lie di SO(3), A+, A�, 
he 
ommutano tra loro. Quindi le rappresentazioniirridu
ibili dell'algebra A di SO(4) sono prodotti diretti di rappr. irridu
ibili diqueste: D(j+j�) = D(j+)
D(j�)dove j+; j� possono essere 0; 12 ; 1; 32 ; : : :. Ri
ordo 
he Dj ha dimensione 2j + 1,quindi D(j+)
D(j�) ha dimensione (2j+ + 1)(2j� + 1).�E utile s
rivere gli invarianti di Casimir di so(4), ossia le espressioni po-linomiali nei generatori (J, K oppure M+, M�) 
he 
ommutano 
on tutti glielementi dell'algebra. Si sa 
he so(3) ha un solo invariante di Casimir; nel nostro
aso abbiamo due algebre 
he 
ommutano tra loro,, quindi due invarianti:jM+j2 e jM�j2:Le (11) di
ono 
he jM+j2 = 14 �jJj2 +Kj2�+ 12 J �KjM�j2 = 14 �jJj2 +Kj2�� 12 J �K: (12)Possiamo quindi s
egliere 
ome invarianti di Casimir per so(4)jJj2 + jKj2 e J �K:L'utilit�a degli invarianti di Casimir �e 
he in una rappr. irridu
ibile un inva-riante di Casimir si ridu
e a un numero. Possono quindi essere usati per 
lassi-�
are le rappr. irridu
ibili di un'algebra di Lie (o di un gruppo). Sappiamo 
he5



gli autovalori di jM+j2 sono j+(j++1) �h2 e quelli di jM�j2 sono j�(j�+1) �h2.Dalle (12) si vede 
he sar�ajJj2 + jKj2 = 2 (j+2 + j�2 + j+ + j�) �h2 (13)J �K = (j+ � j�) (j+ + j� + 1) �h2: (14)Questo �e 
i�o 
he si pu�o dire �n
h�e si resta in ambito astratto: SO(4) e la suaalgebra di Lie. Dobbiamo ora vedere 
he 
osa a

ade nell'appli
azione all'atomod'idrogeno.L'atomo di H quantisti
oNella teoria quantisti
a dell'atomo d'idrogeno si ha a 
he fare 
on osserva-bili rappresentate da operatori (autoaggiunti). L'algebra di questi operatori �egenerata da po
hi elementi: qx; qy; qz; px; py; pz (15)
he per di pi�u non sono indipendenti in quanto debbono soddisfare le ben noterelazioni di 
ommutazione.Tutte le altre osservabili si ottengono dalle (15) mediante operazioni alge-bri
he (o magari limiti di queste). Per es. il momento angolare 
onserva la stessaespressione 
lassi
a: J = q� p: (16)Non 
os�� il vettore di Lenz: se usassimo la (1) otterremmo un operatore nonhermitiano, per
h�e p e J non 
ommutano. Bisogna quindi simmetrizzare:L = 12m (p� J� J� p)� e2 qq (17)(il segno � dentro la parentesi non �e un errore di stampa!) Inve
e perH possiamo
onservare l'espressione 
lassi
aH = 12m jpj2 � e2jqj (18)(naturalmente ho sostituito GMm 
on e2).Indi
her�o 
on O l'algebra delle osservabili, 
ome de�nita da quanto pre
ede.Fissate le de�nizioni degli operatori rilevanti, ha senso 
hiedersi 
he ne �edelle identit�a (2), (3): valgono an
ora 
ome identit�a tra operatori? La risposta,
he do senza dimostrazione, �e la seguente: (2) vale senza modi�
he, mentre (3)o meglio la forma (6) viene leggermente modi�
ata:jJj2 + jKj2 = �� e42H � �h2: (19)Si vede subito 
he al limite 
lassi
o (�h! 0) si ritrova la ve

hia espressione.6



La (19) 
ollega H a jJj2 + jKj2, quindi fornis
e l'autovalore di H per tuttauna rappr. irridu
ibile di SO(4). �E questa la degenerazione addizionale. L'iden-tit�a (2), ossia J �K = 0
onfrontata 
on la (14) impome j+ = j�. Il signi�
ato �e 
he sebbene nella visioneastratta di SO(4) si possano 
onsiderare rappr. 
on tutte le possibili 
oppie divalori (j+; j�), nell'algebra O possono esistere solo rappr. 
on j+ = j� = j.Tenendo 
onto di 
i�o, la (13) si s
rivejJj2 + jKj2 = 4 j (j + 1) �h2 (20)da intendersi non 
ome identit�a valida in so(4), ma nelle sue rappr. 
ontenutein O.Inserendo nella (19) si ottieneH = � � e42 (2 j + 1)2 �h2 : (21)Dati i possibili valori di j, n = 2 j+1 pu�o assumere solo valori interi da 1 in poie la (21) diventa H = � � e42n2�h2 :
he �e esattamente la formula di Bohr (10).E

o spiegata la 
oin
idenza: la 
ondizione di Bohr se s
ritta nella forma (9)�e proprio quella 
he si ottiene per via quantisti
a dall'invarianza SO(4) per lerappr. irridu
ibili 
ontenute nell'algebra delle osservabili.Aggiungo qual
he 
omplemento. In primo luogo, la dimensione della rappr.D(j) 
 D(j) di SO(4) �e (2 j + 1)2 = n2. Quindi questa �e la degenerazione degliautovalori di H.Se
ondo: dalle (13) segue J =M+ +M�:Quindi la rappr. D(j) 
 D(j) se vista 
ome rappr. del gruppo SO(3) delle rota-zioni (la 
ui algebra di Lie �e generata da J) si de
ompone se
ondo la regola diaddizione dei momenti angolari: sommando due momenti uguali si ottengonotutti i valori da 0 a 2j = n � 1. Troviamo 
os�� la nota regola: al n. quanti
oprin
ipale n, 
on degenerazione n2, 
orrispondono valori del n. quanti
o azimu-tale l = 0; 1; : : : ; n� 1 
on degenerazioni 1; 3; : : : ; (2n� 1).Il tutto senza bisogno di risolvere l'equazione di S
hr�odinger.7



Commento �naleS
rivere quanto pre
ede �e stato pi�u diÆ
ile del previsto. L'argomento non �ea�atto sempli
e, i prerequisiti non sono elementari; quindi ho dovuto 
er
are un
ompromesso tra l'esattezza e la 
omprensibilit�a, spesso ho dovuto sorvolare suquestioni importanti o usare 
on
etti 
he non ero 
erto fossero familiari ai mieiprevedibili lettori. Ma an
he 
os�� temo di essere risultato piuttosto pesante: : :Un 
enno ad al
une questioni matemati
he 
he ho dovuto tralas
iare an
hese essenziali. Ho spesso parlato di gruppi senza 
hiarire 
he in realt�a 
i�o 
hedi
evo vale per una 
lasse parti
olare quanto importante di gruppi: i gruppi diLie. Solo per questi ha senso parlare di \algebra di Lie" del gruppo.Ho an
he usato senza spiegazioni il 
on
etto di rappresentazione (di ungruppo o di un'algebra); in parti
olare di rappr. irridu
ibile. Non sono 
os��si
uro 
he questi 
on
etti siano familiari a tutti i laureati in �si
a, attuali opassati; ma non potevo fare diversamente.A un 
erto punto ho 
itato (in fondo a pag. 5) un risultato della teoria dellerappresentazioni: una matri
e 
he 
ommuti 
on tutti gli elementi di un sistemairridu
ibile �e multipla dell'identit�a. Si tratta del 
osiddetto \se
ondo lemma diS
hur" ed �e importante ri
ordare 
he vale solo per le rappr. 
omplesse, non perquelle reali. Non �e un problema, visto 
he in m.q. si lavora sempre in spazivettoriali de�niti sul 
ampo 
omplesso.Per�o la diÆ
olt�a pu�o nas
ere se uno sa 
he per es. SO(3) �e un gruppo de�nito
on matri
i reali, e pi�u in generale l'algebra di Lie di un gruppo �e de�nita sui reali.Ma qui appunto gio
a il 
on
etto di rappresentazione: la rappr. non �e il gruppoo l'algebra. An
he un gruppo reale pu�o avere rappr. 
omplesse. Per es. le rappr.irridu
ibilli di SO(3) (autostati del momento angolare 
on modulo de�nito) sono
omplesse: basta guardare le armoni
he sferi
he Ylm.E non vado oltre: sar�a 
hiaro 
he se avessi voluto spiegare per bene tuttequeste 
ose, avrei dovuto s
rivere un pi

olo libro: : : Una parziale guida a tuttaquesta problemati
a (non alle algebre di Lie, 
he sono trattate troppo alla buona)la trovate in [2℄.[1℄ http://www.sagredo.eu/lezioni/astronomia/p3
1rf.pdf[2℄ http://www.sagredo.eu/lezioni/gruppi
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