
E. Fabri aprile 2023Cal
olo del tensore di Riemann nella metri
a di LangevinUn lavoro inutileOvviamente il tensore di Riemann di 
ui al titolo �e nullo:1) per
h�e se si parte da una metri
a 
ui R = 0, lo stesso sar�a vero in qualunquesistema di 
oordinate2) per
h�e 
os�� di
e pure maxima.Ma 
'�e 
hi non vuole ammetterlo, quindi qui di seguito presento il 
al
olo diretto
he dovrebbe tagliare la testa al toro.Per i 
oeÆ
ienti di 
onnessione ho s
elto una via abbreviata, ri
avandolidelle equazioni delle geodeti
he, ottenute 
ol metodo lagrangiano. Ci sono duesempli�
azioni:{ la prima �e 
he la 
oord. z pu�o essere ignorata (e questo era prevedibile){ la se
onda �e 
he 
ontro il numero massimo di 40 in 4 dimensioni e 18 in3D, solo 5 
oe�. di 
onnessione sono diversi da zero; il 
he dipende dal fatto
he la metri
a �e quasi diagonale, e tutte le 
omponenti del tensore metri
odipendono solo da r.Il 
al
olo delle 
omponenti di R �e fatto 
on la formula standard, 
he risultatrattabile per
h�e molti termini si annullano; quelli non nulli si 
an
ellano e ilrisultato �e quello previsto-Lagrangiana e 
ostanti del moto�E noto 
he le geodeti
he si possono ottenere da un prin
ipio variazionale,la 
ui lagrangiana si ri
ava dalla metri
a: le 
oordinate x� sono le 
oord. lagran-giane della me

. analiti
a, il tempo proprio ha la funzione di tempo. Si haL = 12g�� _x� _x� :La metri
a �ed�2 = (1� !2r2) dt2 � dr2 � 2! r2dt d'� r2d'2 � dz2e quindi la lagrangiana �e2L = (1� !2r2) _t2 � _r2 � 2! r2 _t _'� r2 _'2 � _z2:Nota: Qui e in seguito uso 
ome parametro aÆne il tempo proprio, il 
he �ea

ettabile solo per le geodeti
he di tipo tempo. Tuttavia non 
ambia nientenelle equazioni se a � si sostituis
e un generi
o parametro aÆne �.1



Costanti del moto: Si possono sfruttare 
ostanti del moto, se esistono, per ab-brevire il lavoro. In parti
olare sono integrali primi i momenti 
oniugati a 
oord.ignorabili.La nostra L dipende solo da r, quindi pt, p', pz sono 
ostanti del moto:_pt = ddt �L� _t = (1� !2r2) �t� 2!2r _t _r � ! r2 �'� 2! r _r _' = 0_p' = ddt �L� _' = �! r2�t� 2! r _t _r � r2 �'� 2 r _r _' = 0_pz = ddt �L� _z = ��z = 0da 
ui �t = 0�' = �2!r _t _r � 2r _r _'�z = 0: (1)Inoltre 2L �e 
ostante del motodd� �(1� !2r2) _t2 � _r2 � 2! r2 _t _'� r2 _'2 � _z2� = 0:Sviluppando, eliminando �t, �', �z dalle (1) e risolvendo rispetto a �r troviamo�r = !2r _t2 + 2! r _t _'+ r _'2 = r � _'+ ! _t�2: (2)La forma generale delle eq. delle geodeti
he �ed2x�d�2 + ���
 dx�d� dx
d� = 0e 
onfrontando questa 
on le (1), (2) si ri
avano i 
oe�. di 
onnessione:�t�
 = �z�
 = ��z� = ���z = 0 (3)�rtt = �!2r �rt' = �r't = �! r �r'' = �r (4)�'tr = �'rt = !r �'r' = �''r = 1r : (5)�E utile osservare 
he _z non �gura in nessuna delle eq. delle geodeti
he, quinditutti i 
oe�. di 
onnessione, 
on z in qualsiasi posizione, sono nulli. In altreparole possiamo tras
urare del tutto l'indi
e z nel 
al
olo.2



Il tensore di RiemannLa forma generale �eR��
Æ = ���Æ;
 � ���
;Æ + ��
" �"�Æ � ��Æ" �"�
 :La prima delle (1) mostra 
he Rt�
Æ = 0per tutti i �, 
, Æ. Restano quindi da 
al
olare Rr�
Æ e R'�
Æ.Per Rr�
Æ osservo 
he la somma su " 
onterr�a solo il termine in ', per
h�e�r
r = 0 e an
he �t�
 = 0:Rr�
Æ = �r�Æ;
 � �r�
;Æ + �r
' �'�Æ � �rÆ' �'�
 :Proviamo a s
rivere separatamente i tre 
asi ammessi per 
, Æ:Rr�tr = ��r�t;r + �rt' �'�r (6)(il primo termine a destra si annulla a 
ausa della derivata rispetto a t, l'ultimoper
h�e �rr' = 0); Rr�t' = �rt' �'�' � �r'' �'�t (7)(i primi due termini a destra si annullano a 
ausa delle derivate);Rr�r' = �r�';r � �r'' �'�r (8)(il se
ondo termine a destra si annulla a 
ausa della derivata, il terzo per
h�e�rr' = 0).Nella (6) � ha tre possibilit�a:Rrttr = ��rtt;r + �rt' �'tr = !2 � ! r !r = 0Rrrtr = ��rrt;r + �rt' �'rr = 0Rr'tr = ��r't;r + �rt' �''r = ! � ! r 1r = 0:�E 
os�� dimostrato Rr�
Æ = 0:Passiamo a R'�
Æ:R'�
Æ = �'�Æ;
 � �'�
;Æ + �'
" �"�Æ � �'Æ" �"�
:Qui 
onviene studiare subito i tre 
asi generali, tenendo presente 
he nella sommasu " non esiste il 
aso " = t. Le tre possibilit�a sonoR'�tr = ��'�t;r + �'r' �'�t � �'tr �r�r (9)(il primo termine a destra si annulla a 
ausa della derivata rispetto a t, il terzoper
h�e �'rr = 0, il sesto per
h�e �'t' = 0);3



R'�t' = ��'�t;' + �''r �r�t � �'tr �r�' (10)(il primo termine a destra si annulla a 
ausa della derivata rispetto a t, il quartoper
h�e �''' = 0, il sesto per
h�e �'t' = 0);R'�r' = �'�';r + �'r' �'�' � �''r �r�r (11)(il se
ondo termine a destra si annulla a 
ausa della derivata rispetto a ', il terzoper
h�e �'rr = 0, il sesto per
h�e �''' = 0).In 
ias
una delle (9), (10), (11) � ha tre possibilit�a:R'ttr = ��'tt;r + �'r' �'tt � �'tr �rtr = 0R'rtr = ��'rt;r + �'r' �'rt = � !r2 + 1r !r = 0R''tr = ��''t;r + �'r' �''t � �'tr �r'r = 0:R'tt' = �''r �rtt � �'tr �rt' = �1r !2r + !r ! r = 0R'rt' = �''r �rrt � �'tr �rr' = 0R''t' = �''r �r't � �'tr �r'' = �1r ! r + !r r = 0R'tr' = �'t';r + �'r' �'t' � �''r �rtr = 0R'rr' = �'r';r + �'r' �'r' = � 1r2 + 1r 1r = 0R''r' = �'r' �''' � �''r �r'r = 0�E 
os�� dimostrato an
he R'�
Æ = 0e quindi R = 0.
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