
CAPITOLO 4Coordinate e metria: lo spazio di Rindler�E utile studiare qualhe esempio per prendere pratia on l'arbitrariet�a delleoordinate e ol signi�ato �sio della metria. Partiremo peri�o srivendo unametria, senza dire �n dall'inizio se abbia un'interpretazione �sia, e quale sia:erheremo di soprirla dal suo studio dettagliato.Siano �, �, y, z le oordinate, e la metria abbia la formad�2 = �2 d�2 � d�2 � dy2 � dz2: (4{1)Dato he la (4{1) �e diagonale, dalla semplie osservazione dei segni �e ovvio he ��e la oordinata temporale, �, y, z quelle spaziali. La (4{1) ha la stessa forma dellametria di Lorentz{Minkowski (1{2) per quanto riguarda y e z, he inoltre non�gurano nei oeÆienti della metria. Peri�o queste oordinate non diono niented'interessante e possiamo limitari alle sezioni y = ost:, z = ost:, eliminando ye z da tutti i aloli. In linguaggio pi�u matematio, la nostra variet�a �e il prodottodi una variet�a bidimensionale (oordinate �, �) he dobbiamo studiare, e di unpiano eulideo (oordinate y, z) he possiamo lasiare da parte.Nota: A rigore per de�nire orrettamente la variet�a su ui stiamo ragionandoavremmo dovuto preisare la arta, ossia anhe l'aperto di IR4 in ui le oordinatepossono variare. Assumiamo per ora he sia l'intero IR4, e stiamo a vedere: : :La metria (4{1) ha le seguenti propriet�a:1) �e diagonale (le oordinate sono ortogonali)2) su ogni urva � = ost: la distanza dall'origine (� = 0) �e �ssa, e vale j�j3) su di una urva � = ost: si ha d� = j�j d�.Giusti�hiamo queste a�ermazioni. Quanto a 1) '�e solo da spiegare perh�e\ortogonali." La ragione �e he la distanza tra due eventi di oordinate rispetti-ve (�; �) e (� + d�; � + d�) �e una di�erenza di quadrati. Vale quindi il teoremadi Pitagora, naturalmente on la variante del segno meno dovuta al aratteresemiriemanniano della metria, ome del resto aade in RR (il fattore di salahe moltiplia d�2 sar�a disusso fra poo). Se le oordinate non fossero orto-gonali, nella metria omparirebbe un termine ol prodotto dei due di�erenziali(metria non diagonale).Se i si muove su una urva � = ost: la (4{1) si ridue a d�2 = �d�2:il segno meno si spiega ol fatto he la urva in questione �e di tipo spazio,e onverr�a quindi ambiare segno, introduendod�2 = �d�2 = d�2: 4{1E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



Se d� sta a indiare la distanza spaziale orientata, misurata ol metro, ne segued� = d�se l'orientamento �e lo stesso delle � resenti. Questa si pu�o subito integrare:� = �2 � �1�e la distanza spaziale fra due eventi le ui oordinate sono �1 e �2. In partiolarene segue la 2).Per giusti�are 3) proediamo allo stesso modo: su una urva � = ost:abbiamo dalla (4{1) d�2 = �2 d�2:Questa volta d�2 �e positivo (urva di tipo tempo) e quindid� = j�j d� (4{2)misura l'intervallo temporale fra i due eventi di oordinate (�; �) e (� + d�; �).Nella (4{2) si �e onvenuto he il verso positivo della oordinata � sia sempre quel-lo dei tempi resenti. Resta neessario il valore assoluto per �: ne riparleremopi�u avanti.Si vede he la oordinata � non misura il tempo di un orologio he ab-bia � ostante (diiamo impropriamente \fermo," rispetto a queste oordinate).Oorre invee il fattore orrettivo j�j, he ambia da punto a punto. Questo pro-due un e�etto di \redshift," ome vedremo subito; ma prima bisogna studiarela propagazione della lue.Le geodetihe della luePer studiare la propagazione della lue in generale si dovrebbe proedere almodo seguente:1) in base al PG, determinare le geodetihe della nostra variet�a2) tra queste, prendere in esame quelle di tipo lue.Per fortuna esiste un modo assai pi�u semplie: dato he solo due dimensionientrano in gioo, le geodetihe di tipo lue si determinano immediatamente omesegue.Grazie al PE, sappiamo he in ogni RIL la lue viaggia on veloit�a  (ossia 1,nelle nostre unit�a). Ci�o equivale a dire he la sua urva oraria �e di tipo lue:d�2 = 0. Ma la metria �e invariante (�e una propriet�a geometria della variet�a,indipendente dalle oordinate he si selgono) e peri�o d�2 rimane nullo anhese sritto in oordinate arbitrarie. Nelle oordinate (�, �) la linea oraria dellalue ha dunque l'equazione di�erenziale� d� = �d� (4{3)4{2 E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



(i due segni orrispondono ai due versi di propagazione della lue: per � resenteo deresente ol tempo).La (4{3) pu�o essere integrata, e si ottiene� = � e��� = � ln �� = �(ln j�j � ln j�j)he sono due famiglie di urve, una per il segno pi�u, l'altra per il segno meno.Le urve di iasuna famiglia sono tra loro traslate in direzione � (�g. 4{1).Si noti he � ha il segno di �: dunque i due semispazi � > 0 e � < 0 nonomuniano: nessun segnale luminoso he parta da un punto on � > 0 pu�oraggiungerne uno on � < 0, e vieversa.In realt�a la metria �e singolare per � = 0: infatti il determinante del ten-sore metrio vale ��2. Dunque il SC he abbiamo adottato non pu�o inluderel'asse �. Pu�o essere usato solo sull'uno o sull'altro dei due semipiani aperti, traloro sonnessi. Il problema �e se questa sia una singolarit�a �sia, o solo mate-matia, ossia derivante da una selta inadatta delle oordinate. In altre parole:lo spazio-tempo si estende a tutto il piano (�; �), oppure �e limitato a uno dei duesemipiani?Fra poo ritorneremo su questo punto; si tratta infatti di un utile eseriziohe i preparer�a a situazioni di gran lunga pi�u importanti, in ui si presenta lostesso problema.Un esperimento di redshiftSe dal punto � = �1 > 0 s'invia un segnale luminoso (evento A), he arrivain � = �2 > �1 (evento B); e poi un altro (evento A0) he arriva all'evento B0,avremo (�g. 4{2)�A0 � �A = �B0 � �B = ��; ��1 = �1��; ��2 = �2��io�e ��2 = �2�1 ��1 : ��2 > ��1: (4{4)Per piole di�erenze: ��2 = �1 + ��� ���1: (4{5)Per arrivare alla (4{4) �e essenziale mostrare he �� non ambia dalla par-tenza all'arrivo. Ma per questo basta osservare he la metria (4{1) �e invarianteper traslazioni della oordinata �, senza bisogno di studiare in dettaglio le geode-tihe della lue, ome abbiamo fatto. L'invarianza per traslazioni in � i assiurainfatti he se una urva 1 �e una geodetia, allora la urva 2, ottenuta da 14{3E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



traslandone tutti i punti nella direzione � dello stesso ammontare ��, �e anorauna geodetia.Il risultato espresso dalla (4{5) si hiama di solito \redshift," e oorre oraspiegare perh�e. Supponiamo he nell'intervallo ��1 una sorgente in �1 emettaun treno di onde monoromatihe di frequenza �1: esso onterr�a N1 = �1��1periodi. Quando il treno d'onde arriva in �2, lo stesso numero di periodi vienerievuto in un tempo ��2: dunque aanto a N2 = N1 abbiamo N2 = �2��2,ossia la frequenza deve ambiare. Esattamente:�2 = �1 ��1��2 = �1 �1�2e per piole di�erenze �2 = �1� ��� � �1: (4{6)Al resere di � la frequenza diminuise, e per questo si parla di redshift.Il ragionamento he abbiamo fatto va per�o approfondito: abbiamo dato persontato he il numero di periodi non ambi, ma he ragioni abbiamo per direi�o? Possiamo giusti�are in modo elementare quest'idea ome segue.Insieme al treno d'onde monoromatio, mandiamo anhe una suessioned'impulsi di durata molto breve, e intervallati di un periodo dell'onda mono-romatia. Poih�e gli impulsi sono disreti, non '�e dubbio he il loro numeroall'arrivo sar�a lo stesso he alla partenza; avremo quindi raggiunto il risultato heerhiamo se dimostreremo he impulsi e treno d'onde si propagano allo stessomodo (viaggiano insieme). In entrambi i asi si tratta di onde elettromagnetihe;la sola di�erenza �e he gli impulsi non saranno monoromatii, anzi dovrannoavere una larga banda spettrale, visto he sono di durata molto breve. Dunquetutto dipende dal supporre he la propagazione delle onde elettromagnetihe nelvuoto sia non dispersiva.Abbiamo diversi argomenti per questo:{ il fatto �e vero in ogni RIL, e peri�o dev'essere vero su sala globale{ l'asserzione �e gi�a impliita nell'aver usato geodetihe nulle (d�2 = 0) per lapropagazione della lue, senza ondizioni sulla frequenza.Un ambiamento di oordinatePer ora mana l'interpretazione �sia della (4{1): esiste una situazione reale,uno spazio-tempo on questa metria? La risposta sta in un'opportuna trasfor-mazione di oordinate: x = � osh �; t = � sinh � (4{7)� =px2 � t2; � = 12 ln x+ tx� t : (4{8)4{4 E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



Si vede he questa trasformazione �e possibile solo per jxj > jtj.Basta di�erenziare le (4{7) e sostituire nella (4{1) per trovare:d�2 = dt2 � dx2 � dy2 � dz2:Siamo dunque nell'ordinario spazio-tempo della RR. Ma allora gli e�etti vistisopra, redshift inluso, sono solo apparenti? Disuteremo ora un po' pi�u a fondola questione.Cominiamo ol hiederi: si poteva apire he lo spazio-tempo �e piattosenza riorrere a una trasformazione di oordinate ad ho? Risposta: s��, maoorrevano tenihe pi�u avanzate (tensore di Riemann = 0).Seonda osservazione: nelle nuove oordinate la singolarit�a �e somparsa,dunque era un e�etto della selta delle oordinate; vedremo per�o fra poo he laseparazione dei due semipiani � > 0 e � < 0 ha signi�ato �sio.Il riferimento aeleratoLe (4{7), per � ostante, possono essere viste ome le equazioni parame-trihe del moto di un punto materiale. Studiamo le propriet�a di questo motosupponendo, per �ssare le idee, � > 0. L'equazione della urva oraria si ottienedalle (4{7) eliminando �, e sta gi�a sritta nella prima delle (4{8):x2 � t2 = �2 ) x =q�2 + t2: (4{9)Si tratta di un'iperbole equilatera, he ha ome asintoti le bisettrii degli as-si. Anzi, dato he il segno di � �e �ssato, si tratta del ramo positivo dell'iper-bole (�g. 4{3). Per questa ragione si parla di moto iperbolio.Avremo suessivamente dalla (4{2)d� = � d� ) � = � � (4{10)(la seonda implia he abbiamo posto � = 0, origine dei tempi per l'orologiosolidale al punto mobile, quando � = 0). Sostituendo nelle (4{7):x = � osh �� t = � sinh �� : (4{11)Derivando:ux = dxd� = sinh �� ; ut = dtd� = osh �� ) u�u� = 1 (4{12)ax = duxd� = 1� osh �� ; at = dutd� = 1� sinh �� ) a�a� = � 1�2 : 4{5E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



Si vede inoltre he a�u� = 0. Ci si pu�o arrivare in due modi:a) dall'esame diretto delle omponentib) derivando rispetto a � l'identit�a u�u� = 1.Nel RI in ui il punto �e momentaneamente in quiete (RI \tangente") il qua-drivettore u� ha diversa da zero solo la omponente temporale, he vale 1.Di onseguenza il quadrivettore a�, he �e ortogonale a u�, ha solo omponen-ti spaziali; nel nostro aso una sola omponente �e diversa da zero, e vale 1=�.Abbiamo dunque a he fare on un moto ad aelerazione ostante, nel sen-so he la propriet�a ora dimostrata vale istante per istante, sempre misurandol'aelerazione nel RI tangente (he ambia ovviamente nel tempo).Se onsideriamo due punti materiali, he si muovono on la stessa leg-ge (4{11), ma on diversi valori di � (�g. 4{4), si vede hea) il riferimento tangente per uno lo �e anhe per l'altro, on lo stesso valoredi �b) la loro distanza, alolata nel rif. tangente, vale j�2 � �1j ed �e ostantedurante il moto.Dimostriamo queste asserzioni.Le (4{12) mostrano he la quadriveloit�a �e la stessa a parit�a di �=�, hevale � per la seonda delle (4{10). D'altra parte si vede dalle (4{8) he se � �e lostesso per i due punti, anhe x=t �e lo stesso: in �g. 4{4 questo signi�a he stiamoonsiderando due punti, sulle due urve orarie, allineati on l'origine. Se in queipunti la veloit�a �e la stessa, allora le due urve hanno tangenti parallele. Peri�ouna trasformazione di Lorentz i porta a un RI in ui entrambi i punti materialisono fermi.Quanto alla distanza nel rif. tangente, il suo quadrato si alola ome(x2 � x1)2 � (t2 � t1)2:Basta sostituiri due volte le (4{7), una volta on � = �1 e l'altra on � = �2,e riordare he � �e lo stesso, per veri�are l'asserto.Possiamo dunque pensare a un orpo rigido (per es. un'astronave), iasunpunto del quale si muove di moto iperbolio (on diverse �); e abbiamo tutte leragioni per hiamare questo orpo un rif. rigido aelerato uniformemente.Dinamia del moto iperbolioVeri�hiamo in altro modo he il moto iperbolio �e la forma relativistiadel moto uniformemente aelerato. Consideriamo un punto materiale soggettoa forza ostante nel riferimento del laboratorio (ad es. un elettrone in ampoelettrio uniforme): dall'equazione del motoF = dpdt4{6 E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



segue subito p = Ft, E =pm2 + F 2t2, e in�nev = pE = Ftpm2 + F 2t2 = tp(m=F )2 + t2 : (4{13)Dalla prima delle (4{9) si ottiene, per � ostante,x dx = t dt ) v = dxdt = tx = tp�2 + t2e si vede he i due moti oinidono se � = m=F .D'altra parte la omponente longitudinale della forza �e invariante per tra-sformazioni di Lorentz; quindi anhe nel rif. tangente la forza risulta ostante.Di onseguenza, un dinamometro (\aelerometro") montato nel rif. aeleratomostrer�a un allungamento ostante, e quindi anhe da questo punto di vista �evero he l'aelerazione �e ostante.Naturalmente l'aelerazione �e tutt'altro he ostante se i si mette a mi-surarla sempre in uno stesso RI: la (4{13) mostra hiaramente he la veloit�arese ma sempre pi�u lentamente, e tende a 1 per t�1. Dunque l'aelerazionederese e tende a zero.Riferimento rigido?�E importante onvinersi nel modo pi�u diretto possibile he il rif. aelera-to �e rigido: useremo a questo sopo una proedura operativa, onsistente nellamisura radar. Dalla oda dell'astronave (� = �1) mandiamo un segnale radarverso la testa (evento A in �g. 4{5). Il segnale si riette alla testa dell'astro-nave (� = �2, evento B) e torna in C alla oda. Indiheremo on �A, �B, �Ci tempi segnati da orologi a bordo dell'astronave in orrispondenza di tali eventi.Le oordinate (x; t) degli eventi saranno date da:xA = �1 osh �A�1 xB = �2 osh �B�2 xC = �1 osh �C�1tA = �1 sinh �A�1 tB = �2 sinh �B�2 tC = �1 sinh �C�1mentre la propagazione del segnale impone le relazionixB � xA = tB � tA ) xB � tB = xA � tAxB � xC = tC � tB ) xB + tB = xC + tC: 4{7E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



Da queste si ottengono �2 e��B=�2 = �1 e��A=�1�2 e�B=�2 = �1 e�C=�1 ;da ui �22 = �21 exp �C � �A�1 ) �C � �A = 2�1 ln �2�1e in�ne: l12 = 12 (�C � �A) = �1 ln �2�1 ' �2 � �1;dove l'ultima espressione vale se �2 � �1 � �1.Ci sono due punti da osservare:{ La distanza radar non �e esattamente �2 � �1. Ci�o dipende dal redshiftgravitazionale: se la misura fosse ondotta dalla testa verso la oda, dareb-be risultato diverso (quale?); la misura orretta andrebbe fatta sommandotante misure su pioli tratti, e leggendo il tempo di iasuna sull'orologioloale.{ Comunque l12 non ambia nel tempo, il he i assiura he l'astronave �erigida.Pu�o sembrare paradossale, visto he il rif. �e rigido, he l'aelerazione deidiversi punti non sia la stessa (�e inversamente proporzionale a �); ma la osasi apise mettendosi nel rif. tangente. A un dato istante l'astronave �e ferma,ma aelerata; dopo un erto tempo, vista dallo stesso rif., essa avr�a aquistatoveloit�a e quindi apparir�a ontratta: dunque la testa dell'astronave deve avereun'aelerazione minore della oda. Lasiamo per eserizio la veri�a quantita-tiva.Interpretazione della metriaLa disussione he preede i mette in ondizione di dare �nalmente unahiara interpretazione �sia della metria (4{1): si tratta della geometria dellospazio di Lorentz{Minkowski della RR, vista per�o da un rif. in moto uniforme-mente aelerato. Le oordinate (�; �) sono quelle naturalmente adatte a questorif.: � �e la oordinata spaziale, nel senso he misura le distanze fra punti inquiete nel rif. aelerato, mentre � �e la oordinata temporale, he non oinideper�o ol tempo proprio di orologi fermi. La distinzione fra oordinata e tempoproprio �e resa neessaria dall'esistenza del redshift.Parlando di questa situazione si usa spesso hiamarla \spazio di Rindler,"sebbene la denominazione sia impropria, dal momento he | ome abbiamoappena visto | lo spazio-tempo (e la sua geometria) sono quelle usuali della RR.Sarebbe pi�u orretto parlare di \metria di Rindler" per lo spazio di Lorentz{Minkowski. In questo senso la metria he stiamo studiando non �e di ompetenza4{8 E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



della RG, se s'intende he la RG tratti dello spazio-tempo in presenza di gravit�a:qui abbiamo solo ambiato rif., ma le propriet�a geometrihe e �sihe dello spazio-tempo restano le stesse.Va per�o detto he lo spazio di Lorentz{Minkowski visto da un rif. aele-rato presenta propriet�a insolite. Una �e appunto il redshift, he si manifesta nelonfronto tra orologi fermi; ma e ne sono altre, he ora vogliamo studiare.Riprendiamo in esame la trasformazione di oordinate (4{7), (4{8). Ave-vamo gi�a visto he le oordinate (�; �) vanno limitate a valori di � on un datosegno; quindi a uno dei due semipiani nel piano (�; �), he non omunianotra loro. Avevamo anhe osservato he la trasformazione di oordinate ha sen-so solo per jxj > jtj: nel piano (x; t) della �g. 4{6 questa ondizione vale neidue quadranti delimitati dalle bisettrii degli assi e he ontengono l'asse x,mentre non �e soddisfatta nei restanti due quadranti. La regione � > 0 or-risponde al quadrante di destra (x > jtj), la regione � < 0 al quadrante disinistra (x < �jtj).Vediamo dunque he le due arte on oordinate (�; �) non solo sono traloro disgiunte (ome insiemi aperti), ma non desrivono l'intero spazio-tempo.D'altra parte abbiamo visto he (�; �) �e un SC on un'interpretazione �sianaturale, legata al rif. aelerato: he osa vuol dire, da questo punto di vista,he nel SC (�; �) intere regioni dello spazio-tempo non sono rappresentate?In primo luogo, osserviamo he i due quadranti sono anhe ausalmentedisgiunti, nel senso he nessun punto dell'uno pu�o trasmettere segnali a nessunpunto dell'altro (e quindi neppure rieverne). Ci�o non vale solo per segnali lu-minosi, ma per interazioni ausali di qualsiasi genere, se ammettiamo he questenon possano viaggiare pi�u veloi della lue.L'orizzontePer apire meglio la situazione, pensiamo di avere, aanto all'astronaveaelerata A, una seonda astronave B, ferma a una x positiva (< �). La urvaoraria di B sar�a una retta vertiale, mentre sappiamo he la urva oraria di A,he si muove di moto iperbolio, �e un ramo d'iperbole he ha per asintoti lebisettrii degli assi (�g. 4{6). Supponiamo poi he B mandi segnali radio versoA,a intervalli regolari.La urva oraria di B attraversa la retta di equazione x = t (evento B) senzahe a bordo aada niente di notevole; ma dopo di quell'istante i segnali radionon raggiungono pi�u A. Dunque B dal punto di vista di A sompare: si usa direhe �e aduta \al di l�a dell'orizzonte" di A. E si noti he questa \aduta" aadeper B in un tempo proprio �nito. Invee tutto il fenomeno, misurato ol tempoproprio di A, ha una durata in�nita, ome vedremo fra poo.Fin qui abbiamo parlato di fatti �sii reali; ma se tentiamo di desriverlinelle oordinate (�; �) i troviamo in diÆolt�a. In queste oordinate l'astronaveaelerata �e rappresentata da una retta vertiale (� = ost:), mentre l'astronave4{9E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



ferma (nel RI, non dimentihiamolo) ha una linea oraria he s'inurva a sini-stra, ma non passa mai al di l�a dell'asse � (�g. 4{7). Non �e diÆile srivernel'equazione: basta usare la prima delle (4{7), on x ostante, per avere� osh � = ost:Ma non oorre fare onti per apire l'andamento della urva: essa dovr�a re-stare sempre all'interno del ono lue di ogni suo punto, e gi�a sappiamo he legeodetihe della lue non attraversano l'asse �.Dunque in queste oordinate l'evento B non �e rappresentabile, e si potrebberedere he non avvenga mai. Dalla �gura si vede anhe he l'astronave aele-rata ontinua sempre a rievere segnali, anhe se sempre pi�u diradati: dal suopunto di vista la aduta oltre l'orizzonte dura un tempo in�nito.Vedremo pi�u oltre he questa situazione ha uno stretto analogo nella �siadel ollasso gravitazionale (buhi neri).Un fenomeno simile si manifesta se assumiamo he A invii segnali a B.La �g. 4{8 mostra he osa aade: B ominia a rievere i segnali solo all'even-to B0, il he �e quanto dire he gli eventi sulla urva di B he preedono B0non sono raggiungibili da A. Anhe questa parte dello spazio-tempo per A nonesiste.Conlusione: la limitazione delle oordinate (�; �) a solo una parte dellospazio-tempo non �e solo un difetto della desrizione matematia. Essa orri-sponde invee a fenomeni �sii osservabili.Il redshift gravitazionaleCominiamo ol hiederi: se il redshift �e un e�etto �sio del rif. aelerato,lo si pu�o dedurre on la sola RR nelle onsuete oordinate (t; x)? La risposta�e a�ermativa: la radiazione he viene emessa (evento A1 in �g. 4{9) da unasorgente momentaneamente in quiete, ma solidale all'astronave aelerata, vienerievuta (evento A2) quando l'astronave ha aquistato veloit�a, per ui il rievi-tore si allontana: allora la frequenza rievuta riese neessariamente minore diquella emessa. Si pu�o anhe fare il alolo diretto dei tempi propri alla partenza(eventi A1, B1) e all'arrivo (eventi A2, B2) dei due segnali.Problema: Studiare i dettagli del ragionamento, e ritrovare l'espressione (4{4)del redshift.Dal PE segue he il redshift si deve vedere anhe in un ampo gravitazionale.Partiamo dalla (4{6): poih�e nel moto iperbolio l'aelerazione �e 1=�, dovremosostituirvi g, mentre al posto di �� sriveremo h. Oorre in�ne un fattore 1=2per tornare alla unit�a onsuete, e si trova:�2 = �1 (1� gh=2): (4{14)4{10 E. Fabri: Relativit�a Generale { Ed. 2004



A onti fatti nel ampo della Terra si ha una variazione relativa di frequenzadi 10�16 per metro di dislivello.La (4{14) fu riavata da Einstein nel 1911, proprio seguendo lo shema diragionamento aennato sopra. Come gi�a detto nel Cap. 1, i primi esperimenti(Pound{Rebka{Snider) risalgono al 1960 e anni seguenti: il redshift fu rivelatodirettamente in un dislivello di 25m, usando una sorgente  e un rivelatore ae�etto M�ossbauer. In seguito Briatore{Leshiutta (1975) e altri hanno ompiutoesperimenti strettamente aderenti allo shema he i ha portato alla (4{5), on-frontando orologi atomii su dislivelli di migliaia di metri (montagne o aerei).L'esperimento a tutt'oggi pi�u preiso �e quello di Vessot e oll. (1976) he usandoun maser a idrogeno montato su un razzo hanno veri�ato la previsione teoriaon errore relativo 2 � 10�4.
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