
Cap. 10 { Le 
onseguenze degli assiomi;

simmetrie in una teoria se
ondo Wightman

De�nizione di simmetria

Riprenderemo in questo 
apitolo il 
on
etto di simmetria 
he abbiamo gi�a

introdotto nella prima parte (pag. 2{3).

Avevamo de�nito simmetria una 
orrispondenza tra stati 
he las
ia invariate

le probabilit�a di transizione. Grazie al teorema di Wigner (ed es
ludendo le

trasformazioni antiunitarie) avevamo visto 
he una simmetria �e realizzata da

un operatore unitario, e avevamo inoltre messo in rilievo 
he una simmetria �e

�si
amente de�nita solo quando �e assegnata la legge di trasformazione per le

osservabili della teoria.

Daremo ora una de�nizione di simmetria in una teoria assiomati
a di Wight-

man. Sia data una teoria, 
io�e uno spazio di Hilbert H, un vuoto 
, una

rappresentazione U del gruppo di Poin
ar�e e gli operatori di 
ampo A. Una

trasformazione T dei 
ampi A
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�e detta una simmetria se le funzioni di Wightman vengono las
iate invariate,
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Prima di dis
utere pi�u da vi
ino questa de�nizione, possiamo subito osser-

vare 
he essa �e nello spirito della de�nizione d'invarianza data nella prima parte:

qui, assegnando in primo luogo la trasformazione T dei 
ampi si spe
i�
a la

trasformazione delle osservabili, 
ome vedremo pi�u esattamente tra po
o; d'al-

tra parte poi
h�e, 
ome apparir�a evidente nel seguito, il vettore A
 si trasforma

sotto T in A

0


, si �ssa una trasformazione tra stati, e imponendo 
he le funzioni

di Wightman siano 
onservate si ri
hiede la 
onservazione dei prodotti s
alari.

Esaminiamo ora la nostra de�nizione d'invarianza. Ci si pone la domanda se

gli operatori A

0

, lo spazio di Hilbert H e il vuoto 
 danno luogo a una teoria alla

Wightman. La risposta viene dal teorema di ri
ostruzione; osserviamo infatti


he le funzioni
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essendo uguali alleW, 
he sono le funzioni di Wightman della teoria dalla quale

siamo partiti, soddisfano tutte le propriet�a di 
ui al Cap. 8, e quindi �e possibile

determinare una teoria 
he abbia le W

0


ome funzioni di Wightman.

Una teoria 
he soddisfa a questo requisito �e fornita dallo spazio di Hil-

bert H, dal vuoto 
 e dagli operatori di 
ampo A

0

. Un'altra teoria 
he ha

an
ora le W

0

= W 
ome funzioni di Wightman �e la teoria dalla quale siamo
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partiti, quella 
io�e data dallo spazio di Hilbert H, dal vuoto 
 e dagli opera-

tori di 
ampo A. Possiamo allora 
on
ludere 
he esiste ed �e uni
o l'operatore

unitario V 
he stabilis
e l'equivalenza tra le due teorie, e 
io�e

A

0

= VAV

+

(10{2)

V 
 = 
: (10{3)

Detta poi U la rappresentazione del gruppo di Poin
ar�e nella teoria in 
ui


ompaiono gli operatori A, 
io�e

A(�x+ a) = UA(x)U

+

la 
orrispondente rappresentazione nella teoria in 
ui 
ompaiono gli operato-

ri A

0

�e

U

0

= V UV

+

: (10{4)

Infatti
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+
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= V UV

+

.

Cir
a la trasformazione T dei 
ampi �e ne
essario mettere in rilievo 
he essa

dev'essere de�nita in modo da 
onservare le leggi di 
omposizione dell'algebra

degli operatori A (
io�e dev'essere un automor�smo):

(A+ B)

0

= A

0

+ B

0

(AB)

0

= A

0

B

0

:

Con questa pre
isazione rimangono giusti�
ate le a�ermazioni fatte pi�u sopra:

assegnare la legge di trasformazione per le A impli
a assegnare le leggi di trasfor-

mazione per le osservabili della teoria (
he si possono esprimere 
ome prodotti di

operatori di 
ampo); inoltre al vettore A
 
orrisponde, 
ome si era anti
ipato,

il vettore A

0


, poi
h�e A 7! A

0

= V AV

+

e 
 7! V 
 = 
.

Simmetrie 
he 
ommutano 
on le traslazioni temporali

Se oltre alla (10{1) imponiamo per la trasformazione T 
he

A(~x; t) = U(t)A(~x; 0)U(t)

+

impli
hi

A

0

(~x; t) = U(t)A

0

(~x; 0)U(t)

+

(10{1

0

)


io�e ri
hiediamo 
he la trasformazione \
ommuti" 
on le traslazioni temporali,

nel senso 
he il diagramma seguente visualizza:
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segue immediatamente

V U(t) = U(t)V: (10{5)

La relazione (10{5) tradu
e in forma algebri
a la (10{1

0

); va notato espres-

samente 
he 
i�o �e possibile in generale solamente quando si 
onos
a l'esistenza

dell'operatore V , 
he realizza la trasformazione T ; 
osa 
he nel 
aso in esame �e

garantita dalla (10{1). La (10{5) assi
ura in�ne 
he V , 
ommutando 
on U(t),

�e una 
ostante del moto.

Simmetrie non esatte nell'assiomati
a di Wightman

Esamineremo ora un esempio 
he mostra quanto siano restrittive le 
ondi-

zioni imposte dagli assiomi di Wightman nel 
aso di simmetrie non esatte.

Consideriamo in primo luogo una trasformazione delle osservabili del tipo:
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on

D
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(ortogonalit�a):

T �e dunque una trasformazione lo
ale 
he non riguarda le 
oordinate spazio-

temporali, ma le sole variabili interne. Tale trasformazione, indipendente dal

punto, 
ommuta 
on le traslazioni spaziali e temporali, nel senso espresso dai

diagrammi seguenti:
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(10{7)

Nel 
aso 
he la T las
i invariate le funzioni W, 
io�e sia una simmetria, essa

�e realizzata da un operatore unitario V 
he, 
ome abbiamo visto in pre
edenza,

�e 
ostante del moto. Per
i�o se la simmetria non �e esatta, 
i�o pu�o dipendere solo

dalla non 
onservazione delle funzioni di Wightman: 
io�e non esiste un operatore

unitario V : A

0

i

= V A

i

V

+


he 
ommuti 
on le traslazioni temporali U(t).

A questo punto vi sono due alternative: o esiste un operatore unitario 
he

realizza la trasformazione indotta da D

ij

e tale operatore non 
ommuta 
on le

traslazioni temporali, 
io�e dipende dal tempo; oppure un operatore unitario 
he

realizzi la trasformazione T non esiste.
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La possibilit�a 
he esista un operatore unitario dipendente dal tempo 
he

realizzi la trasformazione, suggerita dall'analogia 
on la me

ani
a quantisti
a

ordinaria, si pu�o giusti�
are 
onsiderando 
on un ragionamento euristi
o 
om-

mutatori del tipo \
anoni
o" a tempi uguali:

[A

i

(~x; 0); A

j

(~y; 0)℄ = iD

ij

G(~x�~y)

dove G �e una funzione singolare la 
ui forma espli
ita �e inessenziale per le nostre


onsiderazioni.

Se 
onsideriamo il 
orrispondente 
ommutatore

[A

0

i

(~x; 0); A

0

j

(~y; 0)℄

esso per l'ortogonalit�a delle matri
i D risulta uguale al 
ommutatore dei 
orri-

spondenti operatori non a

entati. Tale ragionamento pu�o essere ripetuto per

ogni istante t, e quindi 
i si attende 
he esista per ogni istante un operatore V (t)

unitario 
he 
onnetta gli A 
on gli A

0

.

L'operatore V (t) �e dato da

V (t) = U(t)V (0)U(t)

+


on

V (0)A

i

(~x; 0)V (0) = A

0

i

(~x; 0):

Dimostriamo ora 
he V (t), ammesso 
he esista, 
ommuta 
on le traslazioni

spaziali. Ci�o a

ade per
h�e la T 
ommuta 
on le traslazioni spaziali nel senso

del se
ondo diagramma (10{7); l'esistenza dell'operatore V (t) permette allora di

s
rivere

V (0) = U(~x)V (0)U(~x)

+

e quindi [V (t);

~

P ℄ = 0:

Dimostriamo in�ne 
he V (t), 
ommutando 
on l'impulso, las
ia invariato il

vuoto 
. Infatti:

~

PV (t)
 = V (t)

~

P 
 = 0 ) V (t)
 = 


(
fr. (8{2)).

Le funzioni di Wightman a tempi uguali sono dunque invarianti. A questo

punto si sfrutta il teorema (4.17) di [14℄ | 
he non dimostriamo in generale, ma

esamineremo tra po
o in un 
aso parti
olare: esso garantis
e 
he le funzioni di

Wightman 
he 
ontengono �no a quattro operatori di 
ampo sono univo
amente

determinate dai loro valori a un tempo �ssato. Segue 
os�� 
he sono invarianti le

funzioni di Wightman 
he 
ontengono �no a quattro operatori di 
ampo.

Ora, tralas
iando le funzioni a un 
ampo, 
he si possono ri
ondurre a delle


ostanti inessenziali, 
onsideriamo le funzioni di Wightman a due 
ampi: esse
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sono in relazione 
on lo spettro di massa della teoria; le funzioni a tre 
ampi

sono in relazione 
on le 
ostanti di a

oppiamento, quelle a quattro 
ampi 
on

le ampiezze di s
attering elasti
o.

Abbiamo 
os�� dimostrato 
he in una simmetria non esatta l'ipotesi dell'e-

sistenza di un operatore unitario dipendente dal tempo 
he realizzi istante per

istante la 
orrispondente trasformazione dei 
ampi ha 
ome 
onseguenza 
he la

rottura della simmetria non pu�o riguardare n�e le masse, n�e le 
ostanti di a

op-

piamento, n�e le ampiezze di s
attering elasti
o. [15℄

Si vede dunque 
he in una teoria alla Wightman, diversamente 
he nell'ordi-

naria me

ani
a quantisti
a, non �e in generale possibile des
rivere una simmetria

non esatta mediante un operatore V (t) an
he dipendente dal tempo. Analoghe e

pi�u forti restrizioni, 
he a prima vista non sembrerebbero ne
essarie, risulteranno

nel seguito.
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