
CAPITOLO 11Il gruppo SU(2)Abbiamo gi�a avuto oasione di aennare, nel ap. pre., he il \vero"gruppo delle rotazioni in meania quantistia non �e SO(3), ma SU(2). Questoapitolo �e dediato ad approfondire la questione. Converr�a iniziare la disussionestudiando il gruppo SU(2) in astratto; poi ne vedremo la relazione on SO(3)e i�o he ne segue per le r.Possiamo de�nire SU(2) ome il gruppo delle matrii 2� 2 unitarie e uni-modulari, ossia a determinante 1:MM+ = I; detM = 1:Poih�e ogni matrie unitaria si pu�o mettere nella forma M = eiA, on A hermi-tiana, e inoltre detM = exp(iTrA), abbiamo anheA = A+; TrA = 0:Ne segue he A deve essere una ombinazione lineare reale delle matrii di Pauli,he i onviene srivere nella formaA = 12'~n � ~� da ui M = exp� i2 '~n � ~�� (11{1)dove ~n �e un vettore unitario di IR3.L'utilit�a di questa rappresentazione �e la seguente: si veri�a failmente hegli autovalori di ~n � ~� sono �1 e di onseguenza quelli di M sono exp(�i'=2).In partiolare per ' = 0 si ottiene M = I e per ' = 2� si ottiene M = �I,qualunque sia ~n. Se poi '0 = 2� + ' e ~n0 = �~n, le due matrii he si ottengonoriesono identihe, il he dimostra he i si pu�o limitare per ' all'intervallo [0; 2�℄.Eslusi i asi ' = 0 e ' = 2�, per ~n diversi si ottengono matrii distinte.Dal fatto he gli autovalori di ~n � ~� sono �1 segue inoltre he (~n � ~�)2 = I,e i�o basta per dimostrare heM = I os('=2) + i~n � ~� sin('=2): (11{2)Dunque M �e ombinazione lineare delle 4 matriiI; i�1; i�2; i�3on i oeÆientix0 = os('=2); x1 = n1 sin('=2); x2 = n2 sin('=2); x3 = n3 sin('=2)11{1



e si vede he (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1: il punto (x0; x1; x2; x3) desrivela sfera unitaria S3 di IR4. In partiolare, per ' = 0 si trova il punto (1; 0; 0; 0)e per ' = 2� il punto diametralmente opposto (�1; 0; 0; 0). La orrispondenzafra le matrii di SU(2) e i punti della sfera �e biunivoa (e ontinua): in altreparole SU(2) �e omeomeorfo alla sfera S3. Ne segue immediatamente he SU(2)�e sempliemente onnesso: propriet�a he avr�a importanza nel seguito.Pu�o anhe riusire utile una diversa immagine di SU(2): se onsideriamoil vettore '~n di IR3, ogni elemento del gruppo orrisponde a un punto dellapalla di raggio 2�; l'unia eezione si ha per ' = 2�, in ui tutti i punti dellasuper�ie sferia orrispondono a uno stesso elemento di SU(2).Rappresentazione fondamentale e oniugataLe matrii M usate �nora danno la r. fondamentale di SU(2), he �e bidi-mensionale, omplessa e unitaria. �E anhe irriduibile, ome si vede al modoseguente. Se esistesse un s.s.i., neessariamente unidimensionale, ossia un auto-vettore omune a tutte le matrii del gruppo, anhe il s.s. ortogonale darebbeun altro autovettore. Allora tutte le matrii potrebbero essere diagonalizzatesulla stessa base, e dovrebbero ommutare. Ma �e evidente he SU(2) non �eommutativo.Consideriamo ora, aanto alla generia matrie M , la sua oniugata M�(formata dagli elementi oniugati, ma non trasposta: non si tratta quindidi M+). �E ovvio he anhe le M� formano una r. di SU(2): il problema �ese sia o no equivalente a quella fondamentale.La risposta �e a�ermativa (si noti he questa �e una partiolarit�a di SU(2), nonondivisa da SU(n) per n > 2). Per dimostrarlo, basta trovare una matrie Ehe soddis� E�iE�1 = ���i : infatti dalla (11{2) segue he alloraEME�1 = M�: (11{3)Dato he nella onsueta rappresentazione delle matrii di Pauli solo �2 �e imma-ginaria, si vede he basta prendere E multipla di �2. Ci onverr�a averla reale,e porremo peri�o E = i�2 = � 0 1�1 0�:Sar�a utile per il seguito tener presente he dalla (11{3) segue EM = M�E e poi,dato he M �e unitaria: MTEM = E: (11{4)Lo spazio supporto della r. fondamentale �e C2: il generio elemento sar�a� = � �1�2�11{2



su ui M agise os��: �0a = Mab �b. Se � e � sono due vettori di C2, �e faileveri�are he Eab �a�b = �1�2��2�1 �e invariante: infatti se �0 = M� e �0 = M�,si ha Eab �0a�0b = EabMaa0 �a0 M bb0 �b0 = (MT)a0aEabM bb0 �a0�b0= (MTEM)a0b0 �a0�b0 = Ea0b0 �a0�b0(nell'ultimo passaggio abbiamo usato la (11{4)).Relazione fra SU(2) e SO(3)Consideriamo lo spazio V delle matrii hermitiane 2 � 2 a traia nulla:si tratta di uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, in ui una possibile base�e data dalle matrii di Pauli. In altre parole, tutte le matrii di V si ottengonoin modo univoo da A = xi�i, on xi reali. Poih�e una trasformazione deltipo A0 = MAM�1 onserva la traia, e se M �e unitaria da una A hermitianasi ottiene una A0 anora hermitiana, abbiamo he V �e lasiato invariante dallematrii M 2 SU(2). �E anhe faile veri�are he la trasformazione sritta d�auna r. di SU(2) su V. Vogliamo ora studiare questa r.Per una generia M , avremoM�iM�1 = �i0 [D(M)℄i0i (11{5)e dobbiamo trovare le propriet�a delle matrii D. Partiamo dalla nota identit�a�i�j = Æij I + i "ijk �k:Appliando M � � �M�1 a entrambi i membri:M�i�jM�1 = Æij I + i "ijkM�kM�1Nota: Si tenga presente he gli indii i, j, k distinguono le diverse matrii diPauli: non sono gli indii delle righe e olonne. La selta di sriverli in alto o inbasso �e pi�u he altro di omodit�a gra�a.Usando la (11{5) a primo membro:M�i�jM�1 = M�iM�1M�jM�1 = �i0Di0i �j0Dj0j= (Æi0j0 I + i "i0j0k0 �k0)Di0iDj0j = I Di0iDi0j + i "i0j0k0 �k0 Di0iDj0j :A seondo membro invee si haÆij I + i "ijl �k0 Dk0le onfrontando: Di0iDi0j = Æij"i0j0k0 Di0iDj0j = "ijlDk0l: 11{3



La prima die he le D sono ortogonali ; la seonda invee deve essere ela-borata. Moltiplihiamola per Dk0k:"i0j0k0 Di0iDj0j Dk0k = "ijlDk0lDk0k = "ijk:Il primo membro non �e he "ijk detD (teorema di Laplae) e si arriva os��a detD = 1.Dunque D(M) 2 SO(3); resta da dimostrare he ogni matrie di SO(3)si pu�o ottenere per questa via. Un modo di desrivere una rotazione �e dare l'asse(orientato) ~n e l'angolo ' (fra 0 e �). Usiamo ~n e ' per ostruire una matrie Mome in (11{1): �e allora ovvio he~n�~� (he sta in V) ommuta onM , il he provahe l'asse della rotazione os�� ottenuta �e proprio ~n. Quanto all'angolo, �e failedimostrare he �e quello giusto per una rotazione attorno all'asse z, guardandoome si trasformano �1 e �2; e si pu�o apire he la dimostrazione si estende aun asse qualunque.Conlusione: la r. di SU(2) data dalla (11{5) oinide on la r. fondamentaledi SO(3). Esiste dunque un omomor�smo � di SU(2) su SO(3): il problema �e sesia un isomor�smo, e in aso ontrario quale sia il nuleo. La risposta �e faile:per la (11{5) ondizione ne. e su�. perh�e sia M 2 ker� �e he ommuti ontutte e tre le matrii di Pauli. Ora le sole matrii he hanno questa propriet�asono i multipli dell'identit�a, e in SU(2) e ne sono soltanto due: I e �I. Questo�e dunque il nuleo erato, he �e ovviamente s.g.i. di SU(2).Si pu�o dire la osa in un altro modo: qualunque sia M , le due matrii Me �M (e solo queste) generano la stessa rotazione di SO(3). Nella raÆgurazionedi SU(2) ome sfera S3, si tratta dei punti diametralmente opposti.Sottogruppi invarianti e rappresentazioni di SU(2)Un sottoprodotto della nostra analisi �e he SU(2) non �e semplie; non �eper�o evidente se abbia altri s.g.i. oltre quello trovato. La risposta �e negativa:il solo s.g.i. di SU(2) �e K = fI;�Ig.Dim: Premettiamo un'osservazione. Sia G un gruppo, G1 un suo s.g.i. Dato unomomor�smo ! : G ! G0, l'immagine di G1 �e s.g.i. di G0. (Lo si vede appliandole de�nizioni.)Sia ora G1 un s.g.i. di SU(2): poih�e SO(3) �e semplie, quanto all'immaginedi G1 per l'omomor�smo � sopra studiato possono darsi solo due asi: �(G1) = Ioppure �(G1) = SO(3). Nel primo aso G1 = fIg oppure G1 = ker� = K; restail seondo aso.Prendiamo in SO(3) una rotazione di �, per es. attorno all'asse z: deveesistere in G1 unaM la ui immagine �e tale rotazione. Ma sappiamo he in SU(2)i sono solo due tali matrii: �i�3. Almeno una delle due sta in G1 e lo stessovale per il suo quadrato, he �e �I. Abbiamo os�� dimostrato he per ogniM 2 G1anhe �M 2 G1. Ma allora G1 oinide on SU(2).11{4



Da questo risultato sui s.g.i. di SU(2) deriva una onseguenza per le sue r.Se esludiamo la r. banale, esse sono di due tipi:{ quelle fedeli{ quelle he hanno K ome nuleo.�E ovvio he le seonde sono anhe r. (neessariamente fedeli) di SO(3). Inveequelle del primo tipo non sono r. di SO(3), perh�e due matriiM e �M di SU(2),he hanno la stessa immagine in SO(3), hanno immagini diverse nella r. Si diespesso he si tratta di r. a due valori di SO(3): vedremo fra poo he osa questosigni�a.Possiamo anhe dire di pi�u. Se % �e una r. fedele di SU(2), �e anhe r. fedeledi K. Supponiamo he %, oltre a essere fedele, sia anhe irriduibile. Indihiamoper brevit�a on J 0 l'immagine di �I: allora J 0 6= I 0 (la matrie identit�a sullospazio supporto di %) perh�e % �e fedele. Per�o (�I)2 = I, da ui segue J 02 = I 0:dunque gli autovalori di J 0 sono �1. D'altra parte J 0 deve ommutare on tuttele %(M), in quanto �I ommuta on tutte le M : allora per il seondo lemma diShur sar�a J 0 = �I 0.Abbiamo os�� dimostrato he in una r.i. e fedele di SU(2) la matrie �I vain �I 0. Conseguenza: nelle r.i. a due valori di SO(3) i \due valori" di�erisonosolo per il segno.Rappresentazioni tensoriali di SU(2)Mediante un prodotto tensoriale C2 
 � � � 
 C2 si de�nisono dei tensori dirango qualsiasi T a1���an , he si trasformano seondo il prodotto direttoD
� � �
Ddella r. fondamentale D per se stessa n volte. Per�o questa r. �e riduibile, omesi vede sull'esempio n = 2: infatti Eab T ab �e invariante. Poih�e E �e una matrieantisimmetria, i�o equivale a dire he i tensori simmetrii di rango 2 formano uns.s.i., e he quelli antisimmetrii equivalgono a salari. Dall'espressione (11{2)della r. fondamentale si vede failmente he non i sono s.s.i. di dimensioneinferiore: la r. dei tensori simmetrii �e irriduibile.Questo risultato si generalizza senza diÆolt�a: tutti i tensori simmetrii,di qualsiasi rango, si trasformano seondo una r.i. di SU(2). �E anhe failealolarne la dimensione: poih�e i sono due valori possibili per gli indii, e iltensore �e simmetrio, il numero di omponenti indipendenti �e uguale al rangoaumentato di 1. Ne segue he per ogni intero positivo esiste una r.i. di SU(2)he ha quella dimensione. Si dimostra inoltre he tale r. �e unia (a meno diequivalenza).Tradizionalmente le r.i. di SU(2) si lassi�ano on un j he assume va-lori semiinteri: 0; 12 ; 1; 32 ; : : : La dimensione della r. Dj �e 2j + 1. Sempre dal-la (11{2) si vede he nella r. Dj gli autovalori di iasuna Dj(M) sono eim'(m = j; : : : ;�j). In partiolare per ' = 2� gli autovalori valgono tutti 1 o �1a seonda he j sia intero o semidispari. 11{5



Per quanto abbiamo detto sopra, se j �e intero la r. non �e fedele, quindi �eanhe r. vera di SO(3); se invee j �e semidispari la r. �e fedele per SU(2), ed �ea due valori per SO(3). Le prime hanno dimensione pari, le seonde dispari.�E hiaro he in questo modo si ottengono tutte le r.i. di SO(3): infatti ogni r.i.di SO(3) lo �e anhe (non fedele) di SU(2), e peri�o deve oinidere on una Dj(j intero).SU(2) ome rioprimento universale di SO(3)Abbiamo gi�a visto he la relazione fra SU(2) e SO(3) �e un omomor�smo �il ui nuleo onsiste delle matrii I e �I di SU(2) he si ottengono, nella para-metrizzazione (11{2), risp. ponendo ' = 0 e ' = 2�. Abbiamo anhe visto hepi�u in generale due punti diametralmente opposti della sfera S3 vanno in unostesso elemento di SO(3).Possiamo andare pi�u a fondo onsiderando ad es. l'insieme di elementidi SU(2) he si ottengono dalla (11{2) se si tiene �sso ~n e si fa variare onontinuit�a ' da 0 a 2�. Si ottiene in tal modo un aro di urva aperto, perh�egli estremi sono distinti: in S3 si perorre il \mezzo meridiano" da un poloall'altro.L'immagine di questo aro in SO(3) tramite � onsiste nelle rotazioni diangolo ' on asse ~n: al variare di ' da 0 a 2� si ottengono tutte tali rotazioni,e alla �ne si ritorna al punto di partenza (ruotare di 2� �e ome non ruotarea�atto). Dunque l'immagine �e una urva hiusa.Questa urva hiusa ha una partiolarit�a: non �e possibile, on una defor-mazione ontinua, ridurla a un punto. Lo si pu�o apire ad es. ragionando su S3.L'omomor�smo � onsiste nell'identi�are punti diametralmente opposti: l'arohe univa i due poli diventa hiuso, in quanto i due poli vengono visti omeuno stesso punto. Per�o una urva he ongiunge i due poli deve attraversare unnumero dispari di volte l'equatore, e nessuna deformazione ontinua pu�o ridurlaa una urva he non attraversa l'equatore, perh�e una deformazione ontinuaintrodurr�a o aneller�a sempre un numero pari d'intersezioni.Questo argomento, he pu�o essere reso rigoroso, dimostra he SO(3) �e on-nesso ma non sempliemente onnesso, mentre sappiamo he SU(2) �e sempl.onnesso. Si pu�o dimostrare di pi�u: i ammini hiusi di SO(3) adono in duesole lassi (di equivalenza): quelli riduibili a un punto, e quelli he non lo so-no. In partiolare �e riduibile a un punto il ammino hiuso he onsiste in unarotazione on ' he rese da 0 a 4�, ossia in due giri ompleti.Nota 1: In generale la situazione �e pi�u omplessa: ad es. per il gruppoU(1)� U(1), he �e omeomorfo a un toro, la lassi�azione �e assai pi�u ria,perh�e si pu�o girare attorno al toro in�nite volte.Senza dare ulteriori dettagli, e tralasiando alune ipotesi he sarebberoneessarie per essere rigorosi, ma he sono omunque soddisfatte nei asi hepossono interessari, i limitiamo qui ad asserire he11{6



{ Alle lassi di equivalenza dei ammini hiusi di un gruppo topologio onnes-so G si pu�o dare una struttura di gruppo, he si hiama gruppo fondamentaleo primo gruppo di omotopia �1(G) di G.{ �1(G) �e sempre ommutativo (nel aso di SO(3) questo �e banale, visto heontiene due soli elementi).{ Esiste uno e un solo gruppo topologio sempl. onnesso, ~G, loalmente iso-morfo a G, di ui �1(G) �e s.g.i. e tale he ~G=�1(G) �e isomorfo a G; ossiaesiste un omomor�smo ~G ! G il ui nuleo �e �1(G). ~G si hiama riopri-mento universale di G.Nota 2: Oorre hiarire il signi�ato di \loalmente isomorfo": vuol dire heesistono due intorni degli elementi neutri di ~G e di G e un'appliazione biunivoae biontinua (omeomor�smo) tra quegli intorni he onserva la legge di om-posizione. �E faile veri�are he questa �e la situazione fra SU(2) e SO(3), onl'appliazione � data dalla (11{5): sebbene sugli interi gruppi � sia un omomor-�smo, se i si restringe a ' < � la orrispondenza �e biunivoa.Nota 3: �E anhe hiaro he la relazione fra SU(2) e SO(3) �e proprio quelladesritta dalle proposizioni sritte sopra: SU(2) �e sempl. onnesso, SO(3) no;il gruppo fondamentale di SO(3) �e proprio il nuleo dell'omomor�smo � heesiste fra i due gruppi.Si apise ora he in un erto senso non �e vero he \ruotare di 2� �e ome nonruotare a�atto": una rotazione di 2�, intesa non ome singola trasformazione,ma ome urva ontinua, non pu�o essere modi�ata on ontinuit�a �no a ridurlaal non fare nessuna rotazione. Ci�o �e invee possibile se si fanno due giri. La osasi pu�o veri�are failmente on modelli geometrii.SU(2) e la �siaFino a questo punto abbiamo fatto solo matematia; dobbiamo ora apirehe osa ha a he vedere SU(2) on la �sia. Infatti l'argomento del par. pre-edente non sembra signi�ativo: se quello he onta �e lo stato a ui si arriva,lo stato he si ottiene dopo una rotazione di 2� �e lo stesso di quello iniziale,e i si aspetterebbe peri�o he il gruppo di simmetria rilevante sia SO(3) on lesue r.; non SU(2).Non bisogna per�o dimentiare quanto avevamo gi�a osservato parlando ditrasformazione degli stati per simmetria: gli stati non sono i vettori, ma i raggi,per ui le r. vanno intese ome r. proiettive, ossia a meno di un fattore di fase.Le r. a due valori di SO(3) sono proprio di questo tipo.Vediamo infatti la situazione: sia M 2 SU(2); R = �(M) la rotazionedi SO(3) ottenuta ol solito omomor�smo, e riordiamo he � �e un isomor�smoloale, il he vuol dire invertibile entro erti intorni. Sappiamo gi�a ome proede-re: se ~n e ' sono asse e angolo di rotazione di R, possiamo de�nire M = ��1(R)on la (11{1) (o on la (11{2)). Se ad es. abbiamo a he fare on gli stati j = 1=211{7



di un atomo, o on una partiella di spin 1/2, sar�a proprio M la legge di tra-sformazione degli stati, ossia la r. di SO(3) su quel partiolare s.s.Per�o non si tratta di una r. vera, ome si vede on un aso partiolare. Se larotazione R �e lungo l'asse z, di angolo 2�=3, la (11{2) i d�aM = ��1(R) = 12 (I + ip3�3):Consideriamo ora R2: se partiamo da ��1(R2) = M2 otteniamo12 (�I + ip3�3) (11{6)ma se invee leggiamo R2 ome una rotazione di 2�=3 in verso opposto, ossiaon opposto ~n, la stessa (11{2) i porta a12 (I � ip3�3): (11{7)Appliando la (11{6) o la (11{7) otterremo trasformazioni diverse del vettoredi stato, he di�erisono solo per il segno: lo stato �nale �e lo stesso, ed �e i�o heonta. Abbiamo dunque a he fare on una r. proiettiva, ome asserito.Non si deve per�o redere he la questione sia puramente matematia, ossiahe non vi sia alun modo per rionosere le r. a due valori da quelle vere. Unasituazione di partiolare evidenza si presenta negli esperimenti d'interferometriaon neutroni.Riduendo la desrizione sperimentale allo stretto indispensabile, si trattadi questo: mediante monoristalli di siliio �e possibile ostruire l'esatto analogo,per neutroni termii, di un interferometro di Mah{Zehnder. Il neutrone heattraversa l'interferometro pu�o perorrere due ammini separati spazialmente ehe vengono riombinati alla �ne, e si riese ad avere sovrapposizione oerente,quindi interferenza.Si pu�o alterare il ammino ottio su uno dei perorsi in vari modi (per es.faendoli svolgere a quote diverse, ma questo ora non interessa); �e anhe possibilealterare lo stato di spin del neutrone, mediante un ampo magnetio. Si sfrutta ilfatto he i neutroni non vengono deessi dal ampo, in quanto neutri, ma lo spin\preede" nel ampo, dato he il neutrone ha momento magnetio. Variandol'intensit�a del ampo si pu�o far ruotare lo spin quanto si vuole: in partiolarepotr�a fare uno o pi�u giri interi.Il risultato �e quello prevedibile: se lo spin ruota di un solo giro, lo stato tornalo stesso, ma il vettore di stato ambia segno. Poih�e i�o aade solo su uno deiperorsi, se in assenza di ampo l'interferenza era ostruttiva ora sar�a distruttiva,e il numero di neutroni rivelati adr�a a zero. Invee on ampo doppio (due giri)la fase torna quella giusta per avere interferenza di nuovo ostruttiva.11{8


