
55. Verso la me

ani
a statisti
aAbbiamo pi�u volte a

ennato 
he mentre la termodinami
a 
lassi
a �e nata
on lo s
opo di spiegare i fenomeni termi
i | o almeno di ri
ondurli a leggigenerali | senza presupporre un'interpretazione dettagliata del 
alore, nella se-
onda met�a dell'800 si �e sviluppata una teoria 
he aveva un obiettivo assai pi�uambizioso: quello di trovare il fondamento della termodinami
a nel 
omporta-mento della materia a livello mi
ros
opi
o. La teoria prese il nome di me

ani
astatisti
a, per ragioni 
he vedremo. Questo 
apitolo �e inteso a dare una primaintroduzione alle idee, ai risultati e an
he ad al
une diÆ
olt�a della me

ani
astatisti
a.La teoria 
ineti
a dei gasIl primo risultato positivo della me

ani
a statisti
a fu la spiegazione delleleggi dei gas sulla base di un modello mi
ros
opi
o. Ci limiteremo qui a pre
isarela struttura del modello, e a riportarne i risultati.Nel modello un gas �e 
ostituito di mole
ole, da assimilarsi a punti materiali.Le mole
ole hanno dimensioni tras
urabili e interagis
ono attraverso urti elasti
i.Negli urti sulle pareti del re
ipiente rimbalzano, 
edendo impulso alla parete;ne segue 
he se questa �e mobile, per essere mantenuta in posizione �ssa ri
hiedeuna forza esterna.Non o

orre fare ipotesi pre
ise sulle dimensioni e sulle masse delle mole-
ole; basta solo ammettere 
he siano molto pi

ole, e quindi molto numerose.Cos�� numerose 
he la su

essione dis
reta di urti sulla parete non sia per
epibi-le 
on strumenti ma
ros
opi
i, 
he possono misurare quindi solo la forza mediao

orrente a trattenere la parete.Questa forza media si 
al
ola dal numero di urti per unit�a di tempo 
hela parete subis
e, e dall'impulso s
ambiato in ogni urto. In realt�a, poi
h�e lemole
ole non avranno tutte la stessa velo
it�a, l'impulso s
ambiato sar�a diversoda 
aso a 
aso, ma quella 
he 
onta �e la media; le mole
ole pi�u velo
i danno
ontributo maggiore per due ragioni:{ per
h�e hanno impulso maggiore{ per
h�e la frequenza dei loro urti �e pi�u alta.Ne segue 
he la forza per unit�a di super�
ie �e proporzionale al quadrato della ve-lo
it�a, ed �e an
he ovviamente proporzionale alla densit�a numeri
a delle mole
ole(numero di mole
ole per unit�a di volume) e alla loro massa:P / �mhv2idove � �e la densit�a numeri
a, m la massa della singola mole
ola, hv2i la mediadel quadrato della velo
it�a. 55{1



Il 
al
olo dettagliato, 
he tralas
iamo per brevit�a, serve solo a determinareil fattore di proporzionalit�a: P = 13�mhv2i: (55{1)La (55{1) si 
hiama equazione di Joule{Kr�onig{Clausius, ed �e stata ri
avataattorno al 1856.Si pu�o trasformare la (55{1) s
rivendo � = N=V , se N �e il numero totale dimole
ole; si arriva 
os�� a PV = 13Nmhv2i
he possiamo 
onfrontare 
on l'equazione di statoPV = NkT:Risulta 13mhv2i = kT
he 
onviene ris
rivere 12mhv2i = 32kT:Dunque l'energia 
ineti
a media di una mole
ola �e proporzionale alla temperaturaassoluta, e pi�u esattamente vale 32kT .Abbiamo dedotto questo risultato usando l'equazione di stato dei gas perfet-ti (
he 
ome sappiamo ha base sperimentale) ma possiamo invertire il dis
orso:se intendiamo la temperatura assoluta 
ome una misura dell'energia 
ineti
amedia di una mole
ola, spieghiamo 
ompletamente le leggi dei gas.Ma si pu�o dire di pi�u: nel nostro modello l'energia 
ineti
a �e l'uni
a energiaposseduta dal gas, e per
i�o deve 
oin
idere 
on l'energia interna. DunqueE = 32NkT = 32nRT:Cos�� non solo si spiega 
ome mai l'energia interna dipenda soltanto dalla tem-peratura, ma si pu�o an
he 
al
olare il 
alore molare: per n = 1molCV = dEdT = 32R: (55{2)Confrontando la (55{2) 
oi dati sperimentali, 
he abbiamo riportato nel Cap. 48,si vede 
he l'a

ordo �e e

ellente per i gas monoatomi
i, 
he sono 
hiaramentequelli pi�u vi
ini alle ipotesi del modello.Con
ludiamo questo primo dis
orso osservando un aspetto 
aratteristi
odella teoria 
ineti
a (e di tutta la me

ani
a statisti
a): l'intervento di 
on
ettistatisti
i, 
he �nora si �e manifestato solo nell'idea di 
onsiderare l'e�etto mediodegli urti. Si suppone 
he questo e�etto medio sia stabile, ossia 
ostante neltempo, grazie al gran numero di mole
ole e al loro moto disordinato. Il risultato�e 
he una grandezza ma
ros
opi
a, la temperatura, �e stata 
orrelata all'energia55{2




ineti
a media delle mole
ole. Resta naturalmente s
onos
iuta (e per ora noninteressante) l'e�ettiva distribuzione delle velo
it�a delle mole
ole; si pu�o per�odare una stima di ordine di grandezza, e pi�u esattamente quella 
he si 
hiamavelo
it�a quadrati
a media�v def= phv2i =r3kTm =s3RT� :Per esempio, 
onsiderando elio oppure argon a T = 300K si trova rispettiva-mente �v = 1:37 � 103 e 4:3 � 102m=s.Il teorema di equipartizioneL'interpretazione mi
ros
opi
a della temperatura apre la strada alla riso-luzione di un altro problema: quello dell'equilibrio termi
o. Se due gas hannotemperature diverse, 
ome avviene 
he dopo un 
erto tempo si mettono in equi-librio? Possiamo 
omin
iare supponendo 
he i due gas vengano mes
olati nellostesso re
ipiente; allora si deve dimostrare 
he gli urti tendono a uguagliare leenergie 
ineti
he medie.Vedremo al Cap. 57 
he in realt�a questo programma ha aperto nuovi graviproblemi; ma �e relativamente sempli
e dimostrare 
he l'equipartizione delle ener-gie 
ineti
he �e 
ondizione ne
essaria per l'equilibrio, ossia 
he solo se le energie
ineti
he medie sono uguali la situazione si mantiene stabile.Si suppone 
he gli urti siano elasti
i, 
ome gi�a detto, e 
he le mole
oleabbiano simmetria sferi
a. Si deve poi supporre 
he le distribuzioni delle velo
it�aprima dell'urto siano 
asuali (questo �e il punto pi�u deli
ato: o

orrerebbe unlungo ragionamento solo per spiegare l'esatto signi�
ato di questa ipotesi). Dopodi 
i�o, non 
'�e 
he fare al
uni passaggi per ottenere il risultato 
er
ato. Pernon interrompere il �lo del dis
orso, rimandiamo la dimostrazione al prossimo
apitolo.In realt�a parte delle ipotesi 
he abbiamo fatto servono solo a rendere ilragionamento quanto pi�u elementare possibile: dopo la prima dimostrazione diMaxwell nel 1859, a partire dal 1868 Boltzmann fu in grado di provare il teoremadi equipartizione sotto ipotesi molto pi�u larghe. Restava 
omunque essenzialel'ipotesi 
he fu denominata \del 
aos mole
olare," sulla quale torneremo nelCap. 57. La dimostrazione di Boltzmann ri
hiede strumenti a noi non a

essibili,e non possiamo neppure indi
arne la linea. La tesi tuttavia �e la seguente:In 
ondizioni di equilibrio statisti
o, quali 
he siano la struttura dellemole
ole e le loro interazioni, l'energia 
ineti
a media vale 12kT perogni grado di libert�a (me

ani
o) della mole
ola.I punti importanti da notare sono due:{ Non �e pi�u ne
essario 
he le mole
ole siano punti materiali; possiamo ad es.pensare a mole
ole biatomi
he, i 
ui atomi possono ruotare e os
illare.55{3



{ Non o

orre 
he sia presente solo energia 
ineti
a; ma si osservi bene 
he ilteorema di equipartizione stabilis
e il valor medio della sola energia 
ineti
a,an
he se esiste un'energia potenziale.Confronto 
on i dati sperimentaliVediamo subito l'appli
azione del teorema di equipartizione a qual
he 
asosempli
e. Comin
iamo 
on una mole
ola biatomi
a, 
he supponiamo formata dadue atomi legati rigidamente (
io�e a distanza �ssa tra loro). Questa mole
olaha 5 gradi di libert�a, e per
i�o la sua energia 
ineti
a media sar�a 52kT . Ne se-gue, ragionando 
ome abbiamo fatto prima, CV = 52R. L'a

ordo 
on i datisperimentali di 
erti gas biatomi
i (N2, O2, CO) �e e

ellente.Se inve
e supponiamo 
he i due atomi possano os
illare attorno a una po-sizione di equilibrio (
on moto approssimativamente armoni
o) avremo 6 gradidi libert�a, e quindi un'energia 
ineti
a media pari a 3kT ; inoltre per il motoradiale sar�a an
he presente un'energia potenziale, 
he nell'os
illatore armoni
oha lo stesso valore, in media nel tempo, di quella 
ineti
a. Dunque l'energiatotale della mole
ola non sar�a 52kT ma 72kT , e ne seguir�a E = 72RT , CV = 72R.Questo sembrerebbe pi�u o meno il 
aso del 
loro, ma : : :Prima di a

ennare alle diÆ
olt�a, esaminiamo un altro 
aso: una mole
olapoliatomi
a. Se supponiamo di nuovo �ssate le distanze fra gli atomi, avremoun 
orpo rigido, 
on 6 gradi di libert�a: allora E = 3RT e CV = 3R. Stavoltai dati sperimentali non vanno troppo bene; si vede 
he non possiamo trattarele mole
ole 
ome rigide: : :�E senza dubbio assai soddisfa
ente 
he la me

ani
a statisti
a sia in grado difornire una previsione dei 
alori spe
i�
i, e 
he questa sia in molti 
asi in a

ordo
oi fatti; in parti
olare �e molto signi�
ativo 
he la teoria sia 
apa
e di ri
avare daun lato l'equazione di stato dei gas, e dall'altro l'espressione dell'energia interna.Infatti noi sappiamo 
he queste sono legate grazie al se
ondo prin
ipio, e dunque
omin
iamo a intravedere la possibilit�a di una spiegazione statisti
a del se
ondoprin
ipio. Tuttavia esistono dei gravi problemi:{ Se
ondo questa teoria, tutti i gas biatomi
i debbono avere esattamentelo stesso CV : la massa degli atomi o la forza della loro interazione nonhanno al
una importanza.{ In parti
olare, non �e possibile pensare al legame rigido 
ome 
aso limitedi una \molla" molto dura: se il legame �e rigido i gradi di libert�a sono 5,ma se 
'�e una molla, per quanto dura, sono sempre 6.{ Per un dato gas, ossia per mole
ole fatte in un 
erto modo, CV dev'essererigorosamente 
ostante, mentre i fatti di
ono 
he per tutti i gas 
i sonovariazioni an
he grandi 
on la temperatura.55{4



Il \
ongelamento" dei gradi di libert�aQueste diÆ
olt�a erano ben note �n dagli inizi della me

ani
a statisti
a, allostesso Maxwell; ma sarebbero state risolte gradualmente solo nel nostro se
olo,
on lo sviluppo della me

ani
a statisti
a quantisti
a. In sostanza, si ridu
onotutte a un solo problema: sembra 
he al
uni gradi di libert�a delle mole
olesiano pi�u o meno \attivi," per quanto riguarda il 
ontributo all'energia interna,a se
onda di 
ondizioni al momento non troppo 
hiare.Notiamo 
he in realt�a il problema esiste an
he per i gas monoatomi
i, peri quali abbiamo pensato 
he tutto tornasse bene. Infatti an
he un atomo di elioo di argon non �e un punto materiale: ha una struttura 
ompli
ata, essendo fattodi un nu
leo e di un 
erto numero di elettroni. Supponiamo pure di poter trattareil nu
leo 
ome un punto materiale: un atomo di He dovrebbe avere ben 9 gradidi libert�a, e uno di Ar addirittura 57. Come mai tutti questi gradi di libert�a non
ontano?Ammesso (
osa 
he qui dobbiamo a

ettare senza dis
ussione) 
he il teore-ma di equipartizione sia ine

epibile, la spiegazione va 
er
ata altrove. Il pro-blema, 
he alla �ne del se
olo s
orso divenne noto 
ome \
ongelamento deigradi di libert�a," si risolve solo tenendo 
onto degli e�etti quantisti
i.Ri
ordiamo la dis
ussione fatta nel Cap. 23, a proposito della quantizzazio-ne dei livelli energeti
i. Abbiamo osservato allora 
he i livelli degli atomi distanodell'ordine di uno o pi�u eV, e 
he quelli relativi alla vibrazione della mole
ola N2hanno distanze di 0:5 �10�19 J, pari a 
ir
a 0:3 eV. Se 
al
oliamo ora la grandez-za kT , 
he in base al teorema di equipartizione �e 
aratteristi
a delle energie diagitazione termi
a, a temperatura ambiente troviamo 0:025 eV, ossia un valorenettamente inferiore alle distanze dei livelli.Il risultato �e il seguente: a temperatura ambiente due mole
ole 
he si urtanohanno energie 
ineti
he 
he sono generalmente pi

ole rispetto alle distanze deilivelli; stando 
os�� le 
ose, l'urto non potr�a e

itare una loro vibrazione, e per
i�oil 
orrispondente grado di libert�a apparir�a \
ongelato" agli e�etti dell'energiainterna.Se poi in luogo di N2 prendiamo una mole
ola formata da atomi di massamaggiore (es. Cl2) troveremo frequenze di vibrazione pi�u basse, quindi livelli pi�uvi
ini, quindi maggiore probabilit�a di e

itazione per agitazione termi
a. Questospiega per
h�e il 
loro abbia un 
alore spe
i�
o pi�u vi
ino a quello previsto dallateoria.Inoltre, per una data mole
ola, l'e

itazione delle vibrazioni sar�a tanto pi�uprobabile quanto pi�u si sale 
on la temperatura; 
i dobbiamo quindi aspettare
he l'energia interna 
res
a pi�u 
he proporzionalmente a T , e 
he parallelamen-te CV non sia 
ostante, ma aumenti: il 
he �e proprio quanto a

ade in realt�a.Per la stessa ragione, al diminuire della temperatura tutti i gradi di libert�a �-55{5



niranno progressivamente per 
ongelarsi, e quindi 
'�e da aspettarsi 
he tutti i
alori spe
i�
i tendano a zero 
on T .Per le mole
ole monoatomi
he non 
i sono vibrazioni, ma solo i moti deglielettroni atomi
i, e questi hanno livelli sensibilmente pi�u distanti: e

o per
h�ela teoria 
lassi
a, 
he tratta gli atomi 
ome punti materiali, senza gradi di libert�ainterni, ha su

esso 
on i gas monoatomi
i.S'intende 
he la me

ani
a statisti
a quantisti
a non si ridu
e a questi di-s
orsi semiqualitativi, ma �e in grado di spiegare perfettamente tutti i fatti os-servati.La distribuzione delle velo
it�a mole
olariTorniamo ora alla me

ani
a statisti
a 
lassi
a, per ri
ordare un altro ri-sultato 
entrale della teoria: la determinazione della legge di distribuzione dellevelo
it�a mole
olari. Il problema �e il seguente: per ora sappiamo 
he a una datatemperatura l'energia 
ineti
a media deve valere 32kT (per un gas monoatomi
o).Ma questa media si pu�o ovviamente ottenere in moltissimi modi, e 
i si 
hiedese si possa dire qual
osa di 
ome saranno distribuite le velo
it�a delle mole
oleattorno a questa media. In termini sempli
i: 
he frazione delle mole
ole del gasha velo
it�a superiore al doppio di �v? o inferiore alla met�a? e

. e

.Si pu�o arrivare alla risposta in molti modi, ma uno sempli
e ed espressi-vo �e il seguente. Riprendiamo l'osservazione fatta al Cap. 42, e riassunta nel-la (42{12): in un'atmosfera isoterma la densit�a de
res
e esponenzialmente 
onla quota % = %0 exp��mgzkT �: (55{3)Noi siamo arrivati a questo risultato usando le leggi della stati
a dei 
uidi e l'e-quazione di stato (ma
ros
opi
a) dei gas perfetti, ma possiamo darne un'inter-pretazione mi
ros
opi
a: per
h�e 
i sono meno mole
ole in alto 
he in basso?Per
h�e solo quelle pi�u velo
i ries
ono ad arrivare in alto, pur essendo rallentatedalla gravit�a.Dunque 
i dev'essere una relazione fra la diminuzione della densit�a 
on laquota e la distribuzione delle velo
it�a a una quota �ssata. Il ragionamento pu�oessere portato avanti senza diÆ
olt�a, ma qui non lo faremo. Vogliamo solonotare 
he l'atmosfera �e isoterma, per 
ui sarebbe sbagliato 
redere 
he nellaparte alta le mole
ole abbiano in media velo
it�a minori 
he in basso: �e vero
he 
ias
una mole
ola rallenta quando sale, ma quelle troppo lente non arrivanoa�atto. Di 
onseguenza la distribuzione delle velo
it�a �e la stessa a tutte lequote.A 
onti fatti, il risultato �e il seguente: si pu�o des
rivere la distribuzionedelle velo
it�a 
on una misura nello spazio V3 dei vettori velo
it�a, e la sua densit�a55{6



rispetto alla misura eu
lidea (volume) �ef = A exp��mv22kT �: (55{4)dove A �e una 
ostante di 
ui non o

orre pre
isare il valore. Detto in altreparole: �ssati degli assi 
artesiani, s
egliamo tre intervalli per le 
omponentidella velo
it�a di una mole
ola:[vx; vx +�vx℄; [vy; vy +�vy℄; [vz; vz +�vz℄:Allora se 
ontiamo quante mole
ole hanno le 
omponenti della velo
it�a 
ompresein quegli intervalli, troveremo (a meno d'in�nitesimi di ordine superiore) unnumero proporzionale a e�mv2=2kT �vx�vy �vz:La (55{4) �e universalmente nota 
ome distribuzione di Maxwell.Come abbiamo gi�a ri
ordato, ai tempi di Maxwell non esistevano prove spe-rimentali dirette dell'esistenza delle mole
ole, e per
i�o tanto meno 
e ne potevanoessere sulla 
orrettezza della distribuzione di velo
it�a da lui prevista. In questose
olo le 
ose sono progressivamente 
ambiate: negli anni '20 i primi esperimentidi Stern 
oi fas
i atomi
i fornivano la veri�
a 
er
ata, e oggi le numerose appli-
azioni dei fas
i atomi
i, spe
ialmente a

oppiate alla spettros
opia laser, nonlas
iano dubbi sulla validit�a della teoria.La distribuzione di BoltzmannSi noter�a la somiglianza fra la (55{3) e la (55{4): l'uni
a di�erenza �e 
henella (55{4) troviamo l'energia 
ineti
a delle mole
ole al posto dell'energia po-tenziale 
he appare nella (55{3). Questa somiglianza da un lato deriva dal modo
ome abbiamo ri
avato la (55{4) (per studiare il 
omportamento del gas nel
ampo della gravit�a abbiamo usato la 
onservazione dell'energia); ma 
i�o 
hepi�u 
onta �e 
he in realt�a (55{3) e (55{4) sono 
asi parti
olari | 
ome dimo-str�o in seguito Boltzmann | di un'uni
a legge generale, valida per mole
ole
omunque fatte, e in presenza di forze esterne qualsiasi (pur
h�e 
onservative):la densit�a della distribuzione nello spazio delle fasi �ef = A exp�� EkT �; (55{5)dove ora E indi
a l'energia della singola mole
ola (
ineti
a pi�u potenziale, 
on-tando tanto le forze esterne quanto quelle interne). La (55{5) si 
hiama distri-buzione di Boltzmann. 55{7



�E utile tener presente 
he sebbene Boltzmann non potesse immaginarela me

ani
a quantisti
a, la (55{5) 
onserva intatta la sua validit�a an
he inambito quantisti
o: basta sostituire all'espressione \densit�a della distribuzionenello spazio delle fasi" l'altra: \probabilit�a di o

upazione dei diversi stati quan-ti
i." Questo 
i permette di tradurre in termini quantitativi le 
onsiderazionifatte sopra 
ir
a la \probabilit�a di e

itazione dei livelli." Ad esempio, per lamole
ola di azoto a temperatura ambiente si trova 
he il rapporto delle proba-bilit�a di trovare la mole
ola nel primo livello e

itato E1 di vibrazione a quelladello stato fondamentale E0 �eexp��E1 � E0kT � = 6 � 10�6:E

o 
he 
osa vuol dire \grado di libert�a 
ongelato": neppure una mole
olasu 100 000 a temperatura ambiente si trova nel primo stato e

itato, e propor-zionalmente meno se ne trovano negli stati di energia superiore!Appli
azione agli spettri stellariLa potenza espli
ativa di queste po
he idee �e molto alta: a titolo di esempio,vogliamo a

ennare qui alla spiegazione di un fatto noto da tempo relativamenteagli spettri stellari.Sebbene l'idrogeno sia l'elemento dominante in tutte le stelle \ordinarie,"le righe di assorbimento dell'idrogeno non sono presenti nella lu
e emessa datutte le stelle: in parti
olare n�e nelle stelle molto 
alde (
lassi O, B) n�e in quelle\molto" (si fa per dire) fredde (
lassi K, M). Tali righe sono inve
e assai intensenelle 
lassi intermedie (A, F). Il Sole, di 
lasse G, si trova a met�a strada.Per spiegare questo fatto basta guardare la disposizione dei livelli energeti
idell'atomo d'idrogeno (�g. 55{1): la distanza dal fondamentale al primo e

itato�e 
ir
a 10 eV, e fa
endo i 
al
oli si vede 
he la lu
e assorbita in quella transizionesta nel lontano ultravioletto (� = 122 nm). Ne segue 
he se gli atomi d'idrogenopresenti nello strato esterno della stella (l'atmosfera) si trovano nello stato fon-damentale, essi non potranno assorbire la radiazione 
he proviene dall'internodella stella nell'intervallo di lunghezze d'onda visibile ai nostri o

hi, e la stellanon mostrer�a righe d'assorbimento dell'idrogeno nel visibile.Inve
e la distanza fra il primo e il se
ondo livello e

itato �e molto minore,e 
orrisponde a una lunghezza d'onda (� = 656 nm) 
he si trova nella zonarossa della lu
e visibile. Dunque se nell'atmosfera della stella 
i sono atominel primo livello e

itato, questi produrranno una riga d'assorbimento nel rosso(la 
osiddetta riga H�) e altre | di lunghezza d'onda pi�u 
orta ma sempre nelvisibile | passando agli stati e

itati su

essivi al se
ondo.Questo per�o a

ade solo se la temperatura dell'atmosfera stellare �e suÆ
ien-temente alta, ma non troppo. Infatti a temperatura molto alta gran parte degli55{8



atomi si trovano nei livelli superiori, o sono addirittura ionizzati; in entrambi i
asi non sono pi�u in grado di assorbire lu
e visibile.Dunque per
h�e nello spettro della stella siano ben visibili le righe di as-sorbimento dell'idrogeno o

orre 
he la temperatura dell'atmosfera stellare siaabbastanza alta (in modo 
he vi siano molti atomi nel primo livello e

itato) manon 
os�� alta 
he gran parte degli atomi siano �niti ai livelli superiori, o sianostati addirittura ionizzati. La teoria 
ompleta mostra 
he la temperatura pi�ufavorevole �e intorno a 104K: si tratta delle stelle di 
lasse A, 
ome Sirio.Il \quantum ladder"Gli aspetti quantisti
i 
he abbiamo esaminato hanno paradossalmente gran-de importanza per il fondamento stesso della me

ani
a statisti
a 
lassi
a. Ab-biamo gi�a visto 
he ai �ni dei 
alori spe
i�
i una mole
ola monoatomi
a pu�oessere trattata 
ome un punto materiale: 
i�o a

ade solo per
h�e i suoi livellipi�u alti sono 
os�� lontani dal fondamentale 
he la loro e

itazione �e altamenteimprobabile (alle temperature ordinarie, ma non all'interno di una stella!)Ma an
he nei 
asi in 
ui o

orre tener 
onto della struttura interna di unatomo (
ome appunto in una stella) potremo an
ora trattare il nu
leo 
omeprivo di gradi di libert�a interni: questo per
h�e le energie di e

itazione dei livellinu
leari sono dell'ordine di 106 volte quelle dei livelli atomi
i. Ne segue 
he soloin 
ondizioni estreme (per es. la parte 
entrale di una stella, dove la temperaturaraggiunge e supera 107K) dovremo preo

upar
i della possibilit�a di reazioninu
leari, 
he an
he in quelle 
ondizioni sono eventi po
o frequenti, salvo il 
asodi pro
essi esplosivi (supernov�).Proseguendo: le parti
elle 
he 
ostituis
ono i nu
lei (nu
leoni) possono esse-re trattate 
ome elementari, �n
h�e non si sale an
ora qual
he ordine di grandezzanelle temperature: 
osa 
he nell'Universo attuale non a

ade mai, e pu�o esserea

aduta solo durante il \big bang."Questa gerar
hia di 
omplessit�a delle strutture mi
ros
opi
he, 
he si pre-sentano ben separate l'una dall'altra, dipende da una 
ir
ostanza fortunata:la grande di�erenza fra i diversi ordini di grandezza delle distanze dei livelli,a se
onda delle dimensioni della struttura. Per questa situazione �e stato 
oniatoil termine di \quantum ladder" (s
ala quanti
a), 
he sta a indi
are 
he in ognis
alino possiamo disinteressar
i dello s
alino superiore. La s
ala quanti
a �e 
on-seguenza delle leggi fondamentali della me

ani
a quantisti
a, e d'altra parte �egrazie ad essa 
he possiamo pensare agli atomi 
ome punti materiali nella teoria
ineti
a, e

.: dunque vediamo 
he uno dei pi�u grandi su

essi della �si
a 
las-si
a (l'interpretazione mi
ros
opi
a dei fenomeni termodinami
i) si regge su diun fatto essenzialmente quantisti
o.
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56. Il teorema di equipartizioneQuesto 
apitolo �e dedi
ato a una dimostrazione elementare del teoremadi equipartizione. Rivediamo le ipotesi: supponiamo di avere, in uno stessore
ipiente, due gas diversi, 
omposti di mole
ole rispettivamente di masse m1e m2, 
he s
hematizziamo 
ome punti materiali. Sappiamo 
he fra i due gas siraggiunge l'equilibrio termi
o, 
he riteniamo dovuto ai 
ontinui urti fra le duespe
ie di mole
ole: vogliamo dimostrare 
he in tali 
ondizioni ne
essariamentele energie 
ineti
he medie dei due gas sono uguali, nonostante le diverse masse.Relazioni fra gli impulsiConsideriamo l'urto (elasti
o) di due mole
ole m1 e m2: ~p1, ~p2 siano gliimpulsi prima dell'urto, ~q1, ~q2 quelli dopo l'urto. Indi
hiamo poi 
on ~P l'im-pulso totale (
he non 
ambia nell'urto), 
on ~p0 l'impulso della mole
ola 1 nelriferimento K0 del 
entro di massa prima dell'urto, 
on ~q0 quello dopo l'urto.Avremo ~P =~p1 +~p2 =~q1 +~q2~p0 = m2~p1 �m1~p2m1 +m2~q0 = m2~q1 �m1~q2m1 +m2 :Conviene esprimere ~p1 in funzione di ~P , ~p0, e lo stesso per ~p2:~p1 = m1m1 +m2 ~P +~p0; ~p2 = m2m1 +m2 ~P �~p0; (56{1)analogamente per le grandezze dopo l'urto:~q1 = m1m1 +m2 ~P +~q0; ~q2 = m2m1 +m2 ~P �~q0: (56{2)La 
onservazione dell'energia, s
ritta in K0, ri
hiede j~q0j = j~p0j; inve
e non sap-piamo niente della direzione di ~q0.La 
ondizione di equilibrioIl teorema 
he vogliamo dimostrare parla di una 
ondizione 
he deve valerequando fra i due gas si �e raggiunto l'equilibrio termi
o. In questo stato nel siste-ma non avvengono pi�u trasformazioni, e quindi in parti
olare non 
ambia pi�u ladistribuzione delle velo
it�a. An
ora pi�u in parti
olare, ne segue 
he i valori medi,
al
olati su tutte le mole
ole, di una qualsiasi grandezza non 
ambiano per e�ettodegli urti. Appli
ando tale 
ondizione al quadrato del modulo dell'impulso:hj~p1j2i = hj~q1j2i (56{3)(analoga per il se
ondo gas). Questo sar�a il nostro punto di partenza. 56{1



Usando le (56{1), (56{2) la (56{3) si trasforma in� m1m1 +m2�2hP 2i+ 2m1m1 +m2 h~P �~p0i+ hp02i =� m1m1 +m2�2hP 2i+ 2m1m1 +m2 h~P �~q0i+ hq02ie ri
ordando 
he q0 = p0 questa si sempli�
a:h~P �~p0i = h~P �~q0i: (56{4)S
egliamo un SC 
on l'asse z nella direzione e verso di ~p0, l'asse x positivonel semipiano 
he 
ontiene ~P , e l'asse y di 
onseguenza. Allora la (56{4) diventahPzp0i = hPxq0xi+ hPzq0zi:Osserviamo ora 
he il primo termine a se
ondo membro �e zero, per
h�e su moltiurti valori positivi e negativi di q0x sono ugualmente probabili; dunquehPzp0i = hPzq0zi: (56{5)Ma se le mole
ole si urtano, ~p0 e ~q0 (
he hanno per forza lo stesso modulo)avranno direzioni di�erenti, per 
ui sar�a di 
erto q0z < p0. Sembra quindi impos-sibile soddisfare la (56{5), ma non �e 
os��. Per 
apirlo, dobbiamo per�o a�rontareun altro aspetto del problema.Il 
aos mole
olare: prima parteIndi
hiamo 
on # l'angolo fra ~P e~p0, 
on #0 quello fra~p0 e~q0. Allora la (56{5)si pu�o s
rivere: hPp0 
os#i = hP 
os# q0 
os#0io an
he hPp0 
os# (1� 
os#0)i = 0 (56{6)(ri
ordiamo 
he q0 = p0).L'espressione di 
ui va fatto il valor medio �e il prodotto di due fattori:Pp0 
os# e 1 � 
os#0, 
he hanno signi�
ato molto diverso. Il primo fattoreriguarda gli impulsi delle due mole
ole prima dell'urto, mentre il se
ondo dipendedalle modalit�a dell'urto, per
h�e #0 �e l'angolo tra gli impulsi prima e dopo l'urtonel riferimento del 
entro di massa.Possiamo supporre 
he le modalit�a dell'urto (
he dipendono dalle forze 
heagis
ono tra le mole
ole e dalle loro traiettorie iniziali) varino da un urto all'altroin modo 
asuale, e in modo del tutto indipendente dall'impulso totale del sistema.56{2



In altre parole: se prendiamo molte 
oppie di mole
ole, tutte 
on gli stessi ~P , ~p0,gli urti avvengono in modo 
asuale, senza relazione 
on l'angolo fra ~P e ~p0. Delresto questa �e un'appli
azione del prin
ipio di relativit�a: l'urto nel riferimentodel 
entro di massa non dipende da 
ome si muove il 
entro di massa.Ci�o equivale a dire 
he i due fattori sono variabili 
asuali indipendenti, per
ui il valor medio del loro prodotto �e uguale al prodotto dei valori medi. Questaprima espressione dell'ipotesi del 
aos mole
olare 
i porta dunque a s
riverela (56{6) 
os��: hPp0 
os#ih1� 
os#0i = 0:Ma il se
ondo fattore non pu�o essere zero, per
h�e #0 nell'urto sar�a pi�u omeno grande, ma non nullo, e quindihPp0 
os#i = 0
he possiamo ris
rivere h~P �~p0i = 0:Sostituendo in questa le espressioni di ~P , ~p0 date all'inizio, troviamom2 hp21i �m1 hp22i+ (m2 �m1) h~p1 �~p2i = 0:Il 
aos mole
olare: se
onda parteL'ipotesi 
he l'insieme dei moti delle mole
ole sia disordinato 
i porta adassumere 
he le direzioni delle mole
ole 
he si urtano sono disposte a 
aso: allorah~p1 �~p2i = 0 e si arriva a m2 hp21i �m1 hp22i = 0
he possiamo ris
rivere dividendola per 2m1m2:hp21i2m1 = hp22i2m2 :La (56{7) esprime proprio la tesi del teorema: le energie 
ineti
he mediedelle mole
ole dei due gas debbono essere uguali.
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57. Il problema dell'irreversibilit�aNel Cap. 55 abbiamo las
iato in sospeso un problema: 
ome si spiega latendenza verso l'equilibrio? Sebbene l'equilibrio termi
o sia forse il 
aso pi�uevidente, non �e il pi�u sempli
e da studiare; noi qui 
i o

uperemo quindi di unasituazione diversa, 
he presenta al fondo gli stessi problemi, ma �e molto pi�u fa
ilevisualizzare e s
hematizzare.L'espansione di un gas nel vuotoRiprendiamo in 
onsiderazione un esempio gi�a in
ontrato pi�u volte: il re
i-piente 
onsistente di due parti di ugual volume, 
he 
omuni
ano attraverso unrubinetto (�g. 57{1). Inizialmente la parte A 
ontiene un gas, mentre la parte B�e vuota. Si apre il rubinetto, e si vede 
he il gas passa da A a B, �n
h�e lapressione non �e la stessa.Abbiamo a 
he fare 
on una tipi
a trasformazione irreversibile, in 
ui il si-stema tende verso l'equilibrio; e si noti 
he a di�erenza di un sistema me

ani
o(
ome un pendolo) in questi 
asi non si hanno mai os
illazioni. Pensando algas 
ome 
ostituito da una miriade di mole
ole in 
ontinuo movimento, �e ovvioil per
h�e della di�usione, 
io�e del fatto 
he quando si apre la 
omuni
azionefra A e B il gas passa dalla parte piena a quella vuota: le mole
ole si muovonoin tutte le direzioni, e per
i�o 
e ne saranno sempre un 
erto numero 
he \tro-vano la strada" del foro di 
omuni
azione, l'attraversano, e passano nello spaziodi destra.Si pu�o an
he 
apire per
h�e si arriva a un equilibrio: �n
h�e in A 
i sono pi�umole
ole 
he in B, il numero di mole
ole 
he passano in un dato tempo da Aa B sar�a maggiore del numero di quelle 
he fanno il per
orso inverso: quindiil numero di mole
ole in A dovr�a diminuire, e aumenter�a inve
e quello in B.Quando i numeri saranno divenuti uguali, saranno an
he uguali i numeri dellemole
ole 
he transitano per il foro nei due sensi, e per
i�o non si avranno pi�u
ambiamenti nel numero totale in 
ias
un volume.Queste 
onsiderazioni intuitive dovrebbero ora essere rese pi�u rigorose, 
onun'analisi a

urata del 
omportamento del nostro modello di gas. Dovremmo
onsiderare tutte le mole
ole 
he 
ostituis
ono il gas, �ssarne le posizioni e levelo
it�a iniziali, e poi seguirne il moto: 
i aspettiamo di ritrovare, in forma pi�upre
isa, i risultati 
he abbiamo prima enun
iato in modo un po' vago. Il proble-ma non pu�o essere a�rontato in un 
aso realisti
o, a 
ausa dell'enorme numerodi mole
ole; ma non �e troppo diÆ
ile tentare una \simulazione" 
on un \gas"ultrasempli�
ato, 
omposto | poniamo | di sole 10 o 100 mole
ole.Se si esegue il 
al
olo, si pu�o rappresentare il risultato in un gra�
o, 
hemostri a intervalli di tempo �ssati quante mole
ole 
i sono in 
ias
una parte delre
ipiente: si otterr�a qual
osa del genere di �g. 57{2. Detto N il numero totale di57{1



mole
ole, NA il numero di quelle presenti in A a un 
erto istante, NB = N �NAil numero di quelle presenti in B, nel gra�
o si distinguono 
hiaramente due fasi:a) una fase iniziale in 
ui NA diminuis
e (e ovviamente NB aumenta)b) una fase su

essiva, in 
ui NA e NB 
uttuano attorno al valore di equilibriosenza mostrare al
una tendenza de�nita.L'esistenza di queste 
uttuazioni attorno all'equilibrio �e un fenomeno inatteso,e 
he sembra non 
orrispondere al 
omportamento reale di un gas: forse il nostromodello �e inadeguato?Un modello probabilisti
oTornando alla fase a), possiamo intanto 
hieder
i se si pu�o dare una spiega-zione sempli
e di quello 
he si vede, 
io�e se si pu�o 
al
olare di quanto dovrebbe
ambiare NA da un istante al su

essivo. La risposta �e s��, se supponiamo 
hein sostanza il 
omportamento delle mole
ole sia 
asuale, ossia 
he 
ias
una mole-
ola abbia una determinata probabilit�a, indipendentemente dalle altre, di passareda A a B o vi
eversa in un dato intervallo di tempo.E

o 
ome si pro
ede. Supponiamo di \fotografare" il gas a uguali in-tervalli di tempo, e indi
hiamo 
on NAk il valore di NA al passo k (quindiNBk = N �NAk). Se p �e la probabilit�a 
he una mole
ola attraversi il foro di
omuni
azione, il numero delle mole
ole 
he passano da A a B nell'intervallo su
-
essivo sar�a NAk p e quello delle mole
ole 
he fanno il passaggio inverso NBk p.Dopo il passo k + 1 avremo dunque:NA;k+1 = NAk �NAk p+NBk p:Conviene studiare, anzi
h�e NA, il suo s
ostamento n dal valore di equilibrio, 
he�e N=2: n = NA � 12N:Si 
al
ola allora fa
ilmente: nk+1 = nk (1� 2p): (57{1)Un'avvertenza va fatta a questo punto: tutte queste formule, per 
ome sonostate ri
avate, si riferis
ono solo a valori medi. Infatti il numero di mole
ole 
hepassano da A a B non sar�a mai esattamente NAk p, ma potr�a 
uttuare attornoa questo valore, e 
os�� per tutto il resto del 
al
olo. Ris
riveremo per
i�o la (57{1)
on un soprasegno alle n, per ri
ordare 
he si tratta di valori medi di variabili
asuali: �nk+1 = �nk (1� 2p): (57{2)Dalla (57{2) si vede 
he la su

essione f�nkg �e una progressione geometri
a(de
res
ente) di ragione 1� 2p : possiamo per
i�o s
rivere senz'altro:�nk = �n0 (1� 2p)k; �n0 = 12N:57{2



Dunque NA tende al valore di equilibrio in modo esponenziale: possiamoallora de�nire il tempo di rilassamento � 
ome il tempo dopo il quale lo s
osta-mento dall'equilibrio si �e ridotto di un fattore e.Passiamo ora a dis
utere la fase b) della nostra simulazione. La 
osa pi�uinteressante �e di esaminare in dettaglio le 
uttuazioni 
he la 
aratterizzano.Conviene misurare le 
uttuazioni mediante lo s
arto quadrati
o medio; a titolodi esempio, una simulazione a 
al
olatore, 
on N = 100, p = 0:1 ha fornitoi seguenti risultati: NAeq = 49:556 � = 4:986
io�e una 
uttuazione vi
ina al 10% del valore di equilibrio.An
he qui possiamo ritrovare gli stessi risultati per via teori
a. �E 
hiaro inprimo luogo 
he il valore teori
o di NAeq �e N=2, 
io�e 50. Quanto a �, pro
ediamo
os��: all'equilibrio ogni mole
ola ha la stessa probabilit�a (1=2) di essere in Aoppure in B, e le posizioni delle singole mole
ole sono indipendenti. Per
i�o NAha una distribuzione binomiale, e la probabilit�a di NA = N=2 valeP�NA = 12N� = � NN=2� 2�N :Lo s.q.m. teori
o �e � =rN � 12 � 12 = 12pN
io�e nel nostro 
aso esattamente 5.Se a

ettiamo per il momento l'ipotesi 
he il modello sia adeguato al feno-meno 
he 
'interessa (fra po
o dis
uteremo questo punto) siamo 
ostretti ad am-mettere 
he non si pu�o parlare di uno stato di equilibrio ben de�nito in sensomi
ros
opi
o: sono ugualmente buoni, 
ome stati di equilibrio, tutti gli statimi
ros
opi
i 
he stanno dentro le 
uttuazioni. Dunque lo stato di equilibrio�e de�nito soltanto in senso ma
ros
opi
o, e ad esso 
orrisponde un insieme distati mi
ros
opi
i.Realt�a delle 
uttuazioniA�rontiamo ora il problema dell'adeguatezza del modello. Poi
h�e esso pre-vede delle 
uttuazioni 
he non 
i aspettavamo, e 
he nei 
asi 
on
reti non sivedono mai, dobbiamo 
hieder
i: in 
he 
osa gli esempi reali di�eris
ono dalmodello? in quali 
ondizioni sperimentali potremmo aspettar
i 
uttuazioni os-servabili? La di�erenza pi�u evidente fra il modello e un 
aso reale sta nel valoredi N : vediamo dunque 
ome le 
uttuazioni dipendono da N .Dalla teoria si �e visto 
he � �e proporzionale a pN , per 
ui l'importanzarelativa delle 
uttuazioni, data da �=NAeq, va 
ome 1=pN . �E questo rapporto
he 
'interessa, per
h�e nel 
aso del gas non possiamo 
ontare le mole
ole, masolo vedere variazioni di densit�a o di pressione fra le due parti del re
ipiente;57{3



e 
hiaramente la variazione relativa di entrambe le grandezze �e uguale alla varia-zione relativa del numero di mole
ole. Dunque 
on 104 mole
ole gi�a dobbiamoaspettar
i 
uttuazioni 10 volte pi�u pi

ole (in senso relativo), 
io�e solo dell'1%.Ma 104 �e an
ora un numero molto pi

olo per le mole
ole di un gas: se pren-diamo un valore pi�u ragionevole, ad es. 1020, otteniamo �=NAeq = 10�10. Pervedere le 
uttuazioni bisogna rius
ire a rivelare di�erenze di pressione dell'or-dine di 10�10, 
he �e una sensibilit�a estremamente elevata e non realizzabile inprati
a.Possiamo 
os�� 
on
ludere 
he non 
'�e disa

ordo fra il modello e il 
om-portamento dei sistemi reali, per
h�e le 
uttuazioni 
he il modello probabilisti
oprevede sono al di fuori della portata delle osservazioni sui sistemi reali.�E per�o naturale 
hiedersi se non si possa proprio dire di pi�u: non 
i sar�aqual
he situazione parti
olare in 
ui le 
uttuazioni sono insolitamente grandi, oi metodi di misura molto sensibili, 
os�� da permettere di rivelarle?In realt�a 
i�o �e possibile in al
uni 
asi; tuttavia per 
omprendere gli esempi
he faremo o

orre una premessa. La nostra dis
ussione �e stata 
entrata sul
aso dell'espansione di un gas per
h�e �e il pi�u sempli
e, ma i risultati 
he ab-biamo mostrato sono assai pi�u generali: qualunque equilibrio termodinami
o hasigni�
ato statisti
o, ed �e soggetto a 
uttuazioni. Possiamo quindi ri
orrere aqualsiasi esempio di equilibrio per illustrare il punto, e per 
er
are 
uttuazioniosservabili.Esempio 1: Riprendiamo in esame il pendolo di 
ui si �e detto pi�u volte. An
hequi abbiamo a 
he fare 
on una tendenza all'equilibrio: l'energia (
ineti
a pi�upotenziale) del pendolo si trasferis
e all'aria 
ir
ostante, e va ad aumentarnel'energia interna. �E fa
ile vedere 
he l'entropia del sistema (pendolo + aria)aumenta. Se le 
onsiderazioni 
he abbiamo fatto sono giuste, un pendolo nondovrebbe mai fermarsi del tutto, ma dovrebbe 
ontinuare a os
illare irregolar-mente e 
on ampiezza pi

olissima attorno alla posizione di equilibrio stabile.Questo non si ries
e a vederlo in un pendolo vero e proprio, ma �e osservabi-le e misurabile su sistemi os
illanti suÆ
ientemente deli
ati, 
ome le bilan
e ditorsione, i galvanometri, e

.�E da notare 
he le 
uttuazioni nella posizione di un sistema os
illante posso-no essere interpretate direttamente 
ome l'e�etto dell'urto irregolare delle moltemole
ole del gas in 
ui il sistema �e sospeso: in questo senso il fenomeno �e stretta-mente imparentato 
ol moto browniano. Non solo: possiamo an
he vederle 
omeun esempio del teorema di equipartizione: il pendolo �e una \mole
ola gigante"all'interno del gas, e an
he ad essa spetta una quota di energia 
ineti
a, pariin media a 12kT . Da qui �e fa
ile stimare l'ampiezza (quadrati
a media) delleos
illazioni.Esempio 2: Pensiamo ora a un 
ondensatore 
he si s
ari
a su di un resistore. An-
he qui dovremo aspettar
i delle 
uttuazioni, e la d.d.p. ai 
api del 
ondensatore(e an
he del resistore) non dovrebbe andare esattamente a zero, ma mantenere57{4



pi

ole variazioni intorno a tale valore. A 
ausa dell'irregolarit�a e della pi

olez-za delle 
uttuazioni, non possiamo sperare di rivelarle 
on un 
omune voltmetro:o

orrer�a un ampli�
atore a basso rumore (
io�e 
he non introdu
a per suo 
onto
uttuazioni notevoli di altra origine). Non 
i sono diÆ
olt�a parti
olari 
on late
ni
a odierna.An
he in questo 
aso il teorema di equipartizione 
i permette una stimadell'e�etto: o

orre solo sapere 
he il 
ondensatore equivale per questo problemaa un sistema me

ani
o 
on un grado di libert�a, e la sua energia equivale a energia
ineti
a. La 
osa si pu�o 
apire osservando 
he la presenza della resistenza �eun e�etto dissipativo analogo alla resistenza del mezzo nel moto di un puntomateriale; e l'analogia si spinge �no all'identit�a delle equazioni. Infatti per las
ari
a del 
ondensatore possiamo s
rivereC dVdt = � VR ;
he ha la stessa forma di m dvdt = �kv:L'energia di un 
ondensatore 
ari
o �e 12CV 2, del tutto analoga a 12mv2: egua-gliando il suo valor medio a 12kT si ottiene�V =rkTC :Diamo un'idea delle grandezze in gio
o: per un 
ondensatore di 100 pF atemperatura ambiente la d.d.p. da rivelare ha un valore eÆ
a
e di 6�V.Se si manda l'us
ita dell'ampli�
atore a un altoparlante si sente un frus
io
aratteristi
o, 
he si 
hiama \rumore termi
o" per
h�e la sua origine sta nell'a-gitazione termi
a. Per estensione, �e invalso l'uso di 
hiamare \rumore" tuttele 
uttuazioni, an
he in 
asi in 
ui non si sente niente per
h�e non 
i sono alto-parlanti. Il rumore termi
o �e il limite ultimo alla rivelazione di segnali deboli,e 
ostituis
e ad es. la diÆ
olt�a te
ni
a prin
ipale nella radioastronomia.Fluttuazioni e tendenza all'equilibrioOra 
he abbiamo visto la realt�a delle 
uttuazioni, possiamo 
hieder
i senon potrebbe qual
he volta a

adere 
he una 
uttuazione pi�u grande delle altreriporti il sistema nello stato di non equilibrio da 
ui �e partito. Cos�� nel nostromodello di gas 
on 100 mole
ole, queste non potrebbero tornare tutte in A?�E fa
ile 
al
olare la probabilit�a di un simile evento: si trova 2�100 
he �e menodi 10�30: Supponiamo di 
ondurre la simulazione su di un 
al
olatore ultravelo
e,
apa
e di 
al
olare un passo in un nanose
ondo: dovremmo sempre aspettarequal
osa 
ome 1021 se
ondi per avere una probabilit�a notevole di vedere tutte57{5



le mole
ole da una stessa parte. Ma 1021 se
ondi sono pi�u di 1013 anni, mentrel'et�a dell'Universo �e stimata intorno a 1010 anni: dunque si tratta di un eventoirrealizzabile. E questo 
on sole 100 mole
ole!Si 
on
lude 
he le 
uttuazioni non possono portare il sistema fuori dellostato di equilibrio, e per
i�o non mettono in 
risi la tendenza all'equilibrio. Essehanno per 
onseguenza soltanto 
he l'equilibrio non dev'essere pensato 
omestati
o, ma a�etto da 
ontinui, pi

oli e rapidi 
ambiamenti. Questo dis
orso
i porta per�o a un altro problema: se �e vero 
he le 
uttuazioni non alteranola tendenza all'equilibrio, neppure la spiegano. Dunque da dove viene questatendenza generale?Per 
apire meglio il problema torniamo alla �g. 57{2, 
he mostrava sia l'an-damento del sistema verso l'equilibrio, sia le 
uttuazioni. La �g. 57{3 
onsistedi due parti: quella di sopra �e sempli
emente il seguito della �g. 57{2, e non pre-senta niente di strano: si vedono le solite 
uttuazioni 
he abbiamo gi�a dis
usse.La parte inferiore sembra del tutto simile, e potrebbe essere la 
ontinuazione diquella superiore; ma se la si guarda 
on attenzione, si pu�o veri�
are 
he si trattadello stesso gra�
o di sopra, disegnato 
on l'asse delle as
isse invertito. Nono-stante questa inversione, esso appare del tutto verosimile: 
i�o esprime il fatto
he nello stato di equilibrio non si pu�o distinguere il passato dal futuro. Natural-mente se immaginiamo d'invertire la �g. 57{2 otterremo inve
e qual
osa di bendiverso, 
he an
he a o

hio nudo giudi
heremmo 
ontrario all'esperienza: il gas
he piano piano, spontaneamente, se ne torna nel volume A!Tuttavia le 
ose sono an
ora pi�u 
ompli
ate: la simmetria delle 
uttuazioniall'equilibrio, e l'irreversibilit�a della tendenza all'equilibrio, sono intre

iate pi�uintimamente di quanto non sia apparso �nora. Per veri�
arlo, poniamo
i unadomanda: se a un 
erto istante il nostro sistema ha un NA diverso dal valo-re di equilibrio, 
io�e un n 6= 0, 
he 
osa si pu�o dire del valore di n al passosu

essivo?Possiamo 
er
are la risposta in una simulazione pi�u lunga, 
he 
ontengaad es. 5000 passi. S
egliamo n = 4, prendiamo tutti i punti 
he hanno datoquesto valore, e andiamo a 
al
olare la media dei valori 
he si ottengono per
ias
un 
aso al passo su

essivo: si trova 3.3. Ripetiamo il pro
edimento 
onaltri valori di n, e riportiamo tutti i risultati 
os�� ottenuti in un gra�
o, 
on nin as
issa e in ordinata la media degli n al passo su

essivo (
he 
hiameremo �n0).Il gra�
o in �g. 57{4 mostra �n0 in funzione di n.Si vede 
he i punti ottenuti si dispongono all'in
ir
a su di una retta, e 
hela pendenza della retta �e nettamente minore di 1. Questo signi�
a 
he n0 �e inmedia minore di n, 
io�e 
he una 
uttuazione presente a un dato passo tende inmedia a ridursi al passo su

essivo. Non si dovrebbe dire 
he questa �e una provad'irreversibilit�a, 
he permette di distinguere il verso positivo del tempo da quellonegativo?57{6



Fa

iamo allora la 
ontroprova. S
egliamo an
ora un valore di n (
he per�o
hiameremo n0, per motivi 
he vedremo fra po
o) e andiamo a vedere il valoredella 
uttuazione al passo pre
edente; 
al
oliamone la media �n e fa

iamoneil gra�
o in funzione di n0: si ottiene la �g. 57{5, 
he non potremmo distingueredalla �g. 57{4. La �g. 57{5 s'interpreta di
endo 
he una 
uttuazione presente aun dato passo \tende a ridursi al passo pre
edente," oppure | per esprimersi inmodo pi�u naturale | 
he essa proviene in media da una 
uttuazione di minoreampiezza.Per quanto paradossale possa sembrare, questo risultato non ha niente diassurdo. Notiamo intanto 
he i due gra�
i non si ottengono l'uno dall'altros
ambiando gli assi, per
h�e rappresentano relazioni diverse: il primo d�a la mediadi n0 in funzione di n, il se
ondo la media di n in funzione di n0. In sostanza,quello 
he i due gra�
i 
i di
ono �e 
he se si �ssa un 
erto n, troveremo in media
he tanto il valore al passo pre
edente quanto quello al passo su

essivo sonominori di n. Sempli�
ando un po', potremmo dire 
he tutto dipende dal fatto
he le 
uttuazioni pi�u grandi sono meno frequenti di quelle pi�u pi

ole.La �g. 57{4 e la �g. 57{5 
'insegnano dunque 
he il 
omportamento statisti
odelle 
uttuazioni non �e asimmetri
o nel tempo, e 
he questo non �e in 
ontraddi-zione 
ol fatto 
he una volta 
he il sistema sia stato portato lontano dall'equi-librio, tende a tornarvi. Ma 
'insegnano an
he 
he dire \un sistema tende allostato di equilibrio per
h�e questo �e lo stato pi�u probabile" �e una sempli�
azioneun po' troppo grossolana.Modello probabilisti
o e modello me

ani
oRiassumiamo quanto abbiamo visto �nora.1. L'equilibrio ma
ros
opi
o �e una 
ontinua 
uttuazione fra stati mi
ros
opi
i:per
i�o lo stato (ma
ros
opi
o) di equilibrio va de�nito 
ome un insieme dimolti stati mi
ros
opi
i tra loro indistinguibili.2. Uno stato non di equilibrio �e molto fuori delle 
uttuazioni, 
io�e la probabilit�a
he lo si possa raggiungere in seguito a una 
uttuazione �e tras
urabile.3. Se uno stato �e abbastanza lontano dall'equilibrio, �e prati
amente 
erto 
henell'evoluzione su

essiva 
i si avvi
iner�a; ma questo non impli
a, 
omepotrebbe sembrare, una dissimmetria nel verso del tempo.4. La grandezza delle 
uttuazioni si ridu
e al 
res
ere del numero di parti-
elle 
ostituenti il sistema: per sistemi ma
ros
opi
i solo in 
asi spe
iali �epossibile rivelarle.Se dimenti
hiamo il programma 
on 
ui siamo partiti, possiamo ritener
isoddisfatti: abbiamo a
quisito una ragionevole 
omprensione del signi�
ato dellostato di equilibrio, e del per
h�e un sistema tenda spontaneamente a tale stato.Tuttavia per arrivare a questo punto abbiamo abbandonato a un 
erto puntoil nostro progetto originario, 
he era quello di dare una spiegazione me

ani
adella tendenza all'equilibrio. 57{7



I nostri ragionamenti sono stati basati su di un modello probabilisti
o:il punto di svolta �e stato quando abbiamo detto: \supponiamo 
he in sostanzail 
omportamento delle mole
ole sia 
asuale." Da un punto di vista prati
o, sipu�o giusti�
are questo passaggio al modello probabilisti
o 
on la diÆ
olt�a diun'analisi me

ani
a a

urata, e 
ol fatto 
he a noi interessano le propriet�a d'in-sieme del sistema, e non le vi
issitudini delle singole parti
elle. Ma da un puntodi vista di prin
ipio le 
ose stanno diversamente: abbiamo l'obbligo di provare
he un modello me

ani
o (per es. un'a

urata simulazione numeri
a di tutti gliurti 
he avvengono nel gas) porta di fatto a propriet�a d'insieme uguali a quelle
he si ottengono parlando solo di probabilit�a. Meglio an
ora, dovremmo di-mostrare 
he esistono ragioni generali per questo 
omportamento: dovremmoinsomma dimostrare un teorema in proposito.Il teorema H e il paradosso della reversibilit�aQuesto fu l'obbiettivo 
entrale della ri
er
a di Boltzmann nella se
ondamet�a del se
olo s
orso, e 
ulmin�o nella dimostrazione, trovata e perfezionata inpi�u tempi, del famoso teorema H, il 
ui 
ontenuto, a parte la pre
isa espressionete
ni
a, �e proprio quello 
he abbiamo detto: sotto ragionevoli ipotesi, le leggidella me

ani
a impli
ano 
he un sistema di mole
ole evolve verso uno statodi equilibrio, in 
ui la distribuzione delle energie �e quella data dalla (55{4).Fu subito vista per�o una grave obiezione, nota 
ome paradosso della rever-sibilit�a, 
he spiegheremo sul nostro esempio dell'espansione di un gas nel vuoto.Se il teorema di Boltzmann �e vero, possiamo dire 
he 
omunque s
elte le 
ondi-zioni iniziali, alla �ne dovremo trovare il gas ugualmente distribuito fra A e B.Per di pi�u tale 
ondizione, essendo di equilibrio, dovr�a 
onservarsi nel tempo.Immaginiamo ora di \fotografare" il gas in un istante qualunque in 
ui ha rag-giunto l'equilibrio (ossia di determinare posizione e velo
it�a di tutte le mole
ole).Ci�o fatto, prendiamo 
ome 
ondizioni iniziali le posizioni misurate, ma 
on le ve-lo
it�a opposte: 
he 
osa a

adr�a? Dato 
he le leggi della me

ani
a newtonianasono reversibili se le forze sono 
onservative, il gas riper
orrer�a all'indietro tuttala storia passata, e quindi �nir�a per tornare tutto nel re
ipiente A. Abbiamo 
os��dimostrato 
he esistono 
ondizioni iniziali dalle quali il sistema non solo non vaverso l'equilibrio, ma addirittura se ne allontana in modo ma
ros
opi
o. Dunqueil teorema H �e falso?La risposta �e 
he nella dimostrazione del teorema o

orre far uso dell'ipotesidel 
aos mole
olare, di 
ui abbiamo gi�a parlato: ossia si deve ammettere 
he le
ondizioni iniziali siano ragionevolmente disordinate (e qui non possiamo esserepi�u pre
isi). �E 
hiaro 
he lo stato 
he abbiamo 
ostruito invertendo le velo
it�anon �e a�atto disordinato, in quanto �e stato 
ostruito \su misura," mentre nonsarebbe 
erto possibile realizzarlo in prati
a, e nemmeno de�nirlo esattamen-te. Dunque il teorema H funziona, ma nel senso 
he le ipotesi ri
hieste sonosoddisfatte prati
amente sempre. Si vede per�o 
he i 
on
etti probabilisti
i, 
hepensavamo di aver 
a

iato dalla porta, rientrano dalla �nestra.57{8



A 
he punto siamo?Si pu�o dire 
he la dis
ussione su questi problemi non si sia mai spenta, ed �eviva an
or oggi. Vi sono stati tentativi e proposte di varia natura:{ attribuire l'irreversibilit�a a una 
ausa 
osmologi
a (l'espansione dell'Univer-so){ 
er
arne la spiegazione a livello quantisti
o{ ammettere 
he vi sia un'irreversibilit�a di fondo nelle leggi della �si
a, di 
uila me

ani
a newtoniana darebbe solo un'approssimazione{ : : :Non �e 
erto possibile vagliare qui pro e i 
ontro dei diversi punti di vista, masi pu�o forse suggerire una via d'us
ita relativamente sempli
e, 
he ha an
heautorevoli sostenitori.Restando sempre al nostro esempio del gas 
he si espande, 
i sono tre s
aledi tempo da prendere in 
onsiderazione:{ Il tempo di rilassamento verso l'equilibrio, 
he ovviamente dipende da al
uniparametri del sistema (ad es. dal diametro del foro) ma �e piuttosto breve.{ Il tempo medio 
he il sistema tras
orre indisturbato (�n
h�e non si 
ambiail volume, si apre il rubinetto, e

.){ Il tempo medio inter
orrente fra due 
uttuazioni ma
ros
opi
amente osser-vabili: sappiamo 
he questo �e spaventosamente lungo, 
erto molto pi�u lungodell'et�a dell'Universo.Se indi
hiamo i tre tempi 
on T1, T2, T3, possiamo dire 
he in genere, per i sistemitermodinami
i, T1 � T2 � T3:Ne segue 
he dopo ogni perturbazione esterna importante, 
he lo porta fuoridall'equilibrio, il sistema 
i torner�a in un tempo piuttosto breve, e poi rester�ain equilibrio; ma sar�a prati
amente impossibile 
he una 
uttuazione spontanealo allontani dall'equilibrio, per
h�e questo a

ade solo dopo tempi assai lunghi.Dunque �e vero 
he sulla s
ala di tempo T2 il sistema tende all'equilibrio, ma soloper
h�e esso non resta indisturbato abbastanza a lungo per mostrare il suo 
om-portamento reversibile, 
he 
onsente an
he 
uttuazioni 
he andrebbero 
ontroil se
ondo prin
ipio della termodinami
a.Possiamo an
he 
hieder
i se esistono sistemi per i qualiT2 � T1 � T3;e la risposta �e a�ermativa: sono sistemi 
he non raggiungono mai l'equilibrio,per
h�e vengono disturbati troppo di frequente. L'esempio pi�u interessante sonogli organismi viventi: essi non sono 
erto sistemi isolati, anzi sono sistemi aperti,e per
i�o sono sempre fuori equilibrio. L'equilibrio termodinami
o di un organi-smo vivente si 
hiama \morte." Si noti 
he 
on questo non stiamo di
endo 
he gli57{9



organismi viventi non seguono le leggi della termodinami
a: o

orre per�o usarela termodinami
a dei sistemi aperti, oppure ri
orrere all'arti�
io a

ennato nelCap. 47, 
he permette di ri
ondurre un sistema aperto a uno 
hiuso.Per esempio, una pianta ha bisogno della lu
e del Sole, dell'anidride 
arbo-ni
a dall'aria, dell'a
qua dal terreno: se vogliamo veri�
are 
he essa obbedis
eal se
ondo prin
ipio, dovremo in
ludere nel sistema an
he l'atmosfera e il terre-no, e tener presente l'energia ri
evuta dal Sole e quella restituita in altre forme.Cos�� fa
endo, tutto torna.Questo 
enno a uno dei pi�u grandi problemi della �si
a �e stato 
erto trop-po breve, ma per approfondire l'argomento dovremmo essere all'inizio del 
or-so, e non alla �ne. A

ontentiamo
i di aver mostrato 
he non �e ne
essarioandare nelle regioni 
he 
erta divulgazione 
hiama dell'\in�nitamente grande"o dell'\in�nitamente pi

olo" per trovare problemi a�as
inanti, profondi, e nonan
ora risolti.
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