
33a. Forme di�erenzialiSembra opportuna a questo punto una riessione matematia, per hiarireerti onetti e erte notazioni, e per introdurre un argomento he verr�a ap-profondito pi�u avanti, quando ne avremo veramente bisogno. Ci riferiamo almodo in ui sono state usate, a partire dal Cap. 26 (oltre a un solo esempio nelCap. 25), le espressioni di�erenziali.Uno sguardo indietroIl di�erenziale �e stato de�nito nel Cap. 10, per funzioni di una o pi�u varia-bili, ome approssimazione lineare alla funzione; alla �ne del apitolo abbiamoanhe avvertito he ne avremmo fatto un uso intuitivo, anzi \disinvolto." En-trando nello studio della meania, e quindi delle equazioni di�erenziali, �e per�oaaduto qualosa di nuovo, he abbiamo volutamente evitato di sottolineare pernon aggiungere ompliazioni.Vediamo di he si tratta, tornando alla (26{7) ome esempio aratteristio.Ripetiamo qui di seguito i passaggi, per poi ommentarli:dT = 12md(~v �~v) = m~v � d~v = m~v �~a dt = (m~a) � (~v dt) = ~F � d~r:Lo sopo del alolo �e di studiare ome varia l'energia inetia del nostropunto materiale nel orso del moto. I primi due passaggi fanno uso rispettiva-mente:{ della de�nizione di energia inetia, e della linearit�a del di�erenziale, nelsenso he d(f) =  df{ della regola per il di�erenziale di un prodotto (he �e uguale a quella per laderivata).Del tutto diverso, anhe se apparentemente innouo, �e il terzo passaggio.Qui si �e usata la relazione fra di�erenziale e derivata: d~v = ~a dt perh�e ~a �e laderivata di ~v rispetto al tempo. Per�o mentre �no a questo punto T era stataintesa ome funzione delle omponenti della veloit�a, ora diventa una funzionedel tempo, perh�e stiamo onsiderando un moto ben preiso, on una data urvaoraria ~r(t), in ui quindi anhe la veloit�a �e funzione del tempo. Ne segueuna erta ambiguit�a della notazione: ome dobbiamo intendere dT? Sar�a ertoun di�erenziale, ma di quale funzione? Della T funzione della veloit�a (perde�nizione) o della T funzione del tempo (seguendo un determinato moto)?I due passaggi suessivi non aggiungono niente di nuovo: il quarto fa usodella linearit�a e ommutativit�a del prodotto salare, il quinto del fatto he ~r(t)soddisfa alla seonda legge della dinamia (equazione di�erenziale). Alla �neper�o il tempo sembra sparito, e dT sembra espresso in termini di d~r (un altrodi�erenziale? delle oordinate?) e della forza, he �e funzione solo della posizione.33a{1



Un'espressione ome ~F �d~r prende il nome di forma di�erenziale: dunque il nostrorisultato �nale (il teorema delle forze vive)dT = ~F � d~r (33a{1)sembra \identi�are" il di�erenziale della funzione energia inetia on la formadi�erenziale lavoro della forza.L'imbroglio sta nell'\identi�are": non �e vero he le due ose siano identihe,ma solo he lo sono se le aloliamo entrambe seguendo il moto del nostro puntomateriale. Dunque la notazione ambigua nasonde una di�erenza sostanzialesotto un segno di uguaglianza, he �e | per os�� dire | solo un'uguaglianza\ondizionata."La situazione si vede meglio andando avanti: infatti introduendo l'energiapotenziale sriviamo dV = �~F � d~r = �Fx dx� Fy dy: (33a{2)Ora questa relazione, se l'energia potenziale esiste, �e una vera uguaglianza: a�er-ma he il di�erenziale della funzione V (x; y) �e inondizionatamente uguale allaforma di�erenziale lavoro, ambiata di segno. Dunque la di�erenza fra la (33a{1)e la (33a{2) �e assai grande, e non �e a�atto rappresentata nella notazione usata.Di�erenziali e ostanti del motoLo stesso gioo �e stato ripetuto altre volte: nel Cap. 32, parlando di ener-gia; nel Cap. 33, anora a proposito del teorema delle forze vive (equazioni(33{9) e (33{10)). Anzi nel Cap. 32 '�e qualosa di pi�u: abbiamo sritto heposto E = T + V si trova dE = 0, \ossia he E �e una ostante del moto."Siamo di nuovo in presenza di una notazione omoda, sintetia, ma anheperiolosa se non se ne apise il signi�ato. Essendo E = T + V , alla �ne Erisulta funzione di tutte le oordinate e di tutte le omponenti delle veloit�a deipunti del sistema: nel aso in questione (problema dei due orpi) avremo in tutto12 variabili dalle quali l'energia dipende. Che osa vuol dire allora dE = 0? Forsehe approssimando l'energia on una funzione lineare di tutte queste variabili,si trova he essa �e ostante? Ci�o �e manifestamente assurdo, dato he l'energiaambia sia al ambiare della veloit�a anhe di uno solo dei punti, sia al ambiaredella posizione (a ausa dell'energia potenziale).�E intuitivo he s'intende un'altra osa: se studiamo la variazione dell'ener-gia seguendo l'evoluzione del sistema nel tempo, troviamo he essa non ambia.Si tratta quindi anora di una variazione \ondizionata": non per variazioni ar-bitrarie delle variabili indipendenti, ma solo per quelle variazioni ompatibili olmoto reale del sistema, ossia on le equazioni di�erenziali fornite dal seondoprinipio della dinamia.33a{2



Conlusione provvisoriaTutti questi disorsi servivano solo a mettere sull'avviso, senza proporrenessuna alternativa. Dovrebbero almeno aver prodotto due e�etti:{ mostrare ome la notazione matematia (e in realt�a anhe i onetti he essarappresenta) possa risultare pi�u o meno adeguata a seonda dell'ambito diappliazione{ motivare quindi la riera di un modo diverso di rappresentare i onettihe stanno sotto a erte formule.Per ora non andremo oltre. Riprenderemo il problema quando | trattando ditermodinamia | non potremo pi�u eluderlo senza gravi diÆolt�a e grossi rishidi equivoi e fraintendimenti.

33a{3



34. Sistemi ontinui, misure, integraliFino a questo momento abbiamo sempre avuto a he fare on sistemi ma-teriali shematizzati ome uno o pi�u punti materiali. Aade per�o spesso hequesta shematizzazione non sia la pi�u adeguata, o la pi�u semplie, e onvengausare un altro tipo di shema: quello di sistema ontinuo.Dal punto di vista matematio, lo shema del sistema ontinuo porta on s�eil onetto di integrale: questo apitolo �e dediato a una disussione di entrambii temi.Dall'insieme di punti al sistema ontinuoSupponiamo di aver a he fare on un insieme di punti materiali, di mas-se mi (i = 1; : : : ; n). Abbiamo visto, e vedremo anora, he riesono spesso utiliespressioni ome:M =Xi mi ~rG = 1MXi mi~ri I =Xi mi Æ2i (34{1)(avendo sottinteso in tutti i asi he la somma va da 1 a n). Queste espressionirappresentano rispettivamente la massa totale, la posizione del entro di massa,il momento d'inerzia del sistema rispetto a una data retta (Æi �e la distanzadell'i-mo punto da quella retta).L'insieme di ui sopra potrebbe essere:{ il sistema solare (i punti sono i pianeti){ un ammasso o una galassia (i punti sono le stelle){ un gas (i punti sono le moleole){ un solido metallio (i punti sono gli atomi).Nel primo aso �e importante l'individualit�a dei punti, negli ultimi spesso no.Esempio 1: Uno dei parametri fondamentali nella struttura di una stella �e lafunzione M(r), he d�a la massa totale in una sfera di raggio r (nell'ipotesi disimmetria sferia).Altri esempi: Consideriamo le espressioniQ =Xi qi ~D =Xi qi~ri;he rappresentano la aria totale e il momento di dipolo elettrio di un sistemadi arihe puntiformi. Le arihe sostituisono in questo esempio le masse: ilsistema potrebbe essere un atomo o un plasma, e di nuovo potrebbero interessarile individualit�a delle singole arihe, oppure no (osa probabile nel aso di unplasma). 34{1



Si sostituise allora lo shema \insieme di punti materiali" (o di arihe) onquello \sistema ontinuo," in ui interessa solo quanta massa o quanta aria '�ein ogni regione di spazio. Le propriet�a fondamentali di queste funzioni \massa"e \aria" sono le seguenti:{ se la regione di spazio he si onsidera �e vuota, la massa/aria orrispon-dente �e nulla{ se due regioni non hanno punti omuni, la massa/aria dell'unione delledue regioni �e la somma delle masse/arihe (additivit�a).Nota storia: Nella storia della �sia la distinzione fra insieme di punti materialie sistema ontinuo �e ben altro he una questione di onvenienza pratia: nelladisussione ira \l'intima ostituzione della materia" le due soluzioni si sonointreiate e alternate �n dall'antihit�a (le \essenze" e gli \atomi" delle �loso�agrea, i \uidi" e i \orpusoli" del '600 e '700, la disputa sulla realt�a degli atomi�no ai primi anni di questo seolo). Oggi per�o adottiamo l'uno o l'altro she-ma, per es. nella nostra trattazione della meania, senza on i�o sottintenderenessuna opzione sulla realt�a.De�nizione di misuraPossiamo utilizzare le propriet�a sopra indiate per aratterizzare assioma-tiamente gli oggetti matematii he traduono l'idea �sia di \massa/ariaassoiata a una regione." Supponiamo assegnata una funzione a valori reali suisottoinsiemi di E3: � : P(E3)! R;tale he1. �(;) = 02. A \B = ; ) �(A [ B) = �(A) + �(B):Una funzione os�� fatta prende il nome di misura su E3.Avvertenza: Come in altri asi, la de�nizione he abbiamo data �e tutt'altro herigorosa, per pi�u ragioni:{ non �e neessario (anzi non onviene) he una misura sia de�nita su tuttii sottoinsiemi di E3{ la seonda propriet�a di una misura va formulata in modo pi�u restrittivo(additivit�a numerabile){ �e opportuno ammettere anhe insiemi di misura in�nita{ spesso onviene restringere i valori possibili di una misura a R+ (misurapositiva): la massa, a di�erenza della aria, �e un esempio di misura positiva.Esempi: Un'altra misura de�nita in E3 �e il volume. In una e due dimensioni side�nisono in modo orrispondente la lunghezza e l'area.34{2



L'integraleLo shema di sistema ontinuo porta a tradurre le somme viste sopra inintegrali. Ad es. se � �e la misura di massa, in luogo delle (34{1) sriveremoM =ZA d� ~rG = 1MZA~r d� I =ZA Æ2d� (34{2)dove A �e la regione di spazio oupata dal sistema �sio di ui vogliamo alolarela massa, il entro di massa, il momento d'inerzia.Osserviamo per�o he la de�nizione di misura he abbiamo data inlude siail aso ontinuo sia quello disreto: per es. la massa di un insieme �nito dipunti materiali �e una misura de�nita su qualunque insieme A � E3, nel sensohe la sua massa �e la somma delle masse dei punti he si trovano in A. Sevieversa �(A) = 0 tutte le volte he A si ridue a un punto, diremo he lamisura �e ontinua.Nella notazione R : : : d� il simbolo R �e una \S" deformata, e sta a riordarehe l'integrale �e una somma generalizzata; il d� india he all'integrale si arrivaon un proesso di limite da P : : : �. Vediamo meglio ome vanno le ose,limitandoi per sempliit�a a supporre he � sia una misura (positiva) ontinua,he A sia ompatto (hiuso e limitato) e he anhe f sia ontinua. In questeipotesi i sono due modi per dare signi�ato a RAf d� :1. Si deompone A in \pezzi abbastanza pioli" B1 : : :Bn (�g. 34{1); perogni Bk si alolanXk=1�(Bk) infP2Bk f(P) e nXk=1�(Bk) supP2Bk f(P):Si dimostra he le due espressioni hanno lo stesso limite quando i pezzi Bk\diventano sempre pi�u pioli," e si prende tale limite ome de�nizionedell'integrale. Questa �e la de�nizione di Riemann (detta molto alla buonae tralasiando un erto numero di preisazioni).2. Si prende l'intervallo (min f; max f) e lo si deompone in sottointervalli,segliendo i punti (a0; a1; : : : ; am), dove a0 = min f e am = max f . Side�nisono Ck = fP j ak�1 � f(P) < akg(�g. 34{2) e si alolanomXk=1 ak�1 �(Ck); mXk=1 ak �(Ck): 34{3



Si dimostra he queste espressioni hanno lo stesso limite al resere dellesuddivisione in sottointervalli. Questa �e la de�nizione di Lebesgue (anhequi, molto alla buona).Nelle ipotesi he abbiamo fatto, le due de�nizioni danno lo stesso risultato; madi�erisono quando si generalizza ad altri insiemi e/o funzioni. La de�nizione diLebesgue permette di de�nire l'integrale per una lasse pi�u generale di funzioni,e anhe per misure non ontinue (integrale di Lebesgue{Stieltjes), mentre quelladi Riemann pu�o essere estesa a insiemi non limitati.Si vede senza diÆolt�a he l'integrale �e additivo sugli insiemi, e lineare sullefunzioni: A \ B = ; ) ZA[Bf d� =ZA f d�+ZB f d�ZA (af + bg) d� = aZA f d�+ bZA g d�:La densit�a di una misuraL'additivit�a dell'integrale mostra he esso de�nise una nuova misura�(A) def= ZA f d�e i si pu�o porre il problema se sia vero il vieversa: sotto quali ipotesi unamisura � si pu�o srivere ome integrale di una funzione f rispetto a un'altramisura �? La risposta �e ilTeorema (di Radon{Nikodym): Se �, � sono due misure (la prima delle qualipositiva) e se 8B : �(B) = 0 ) �(B) = 0;esiste f tale he 8A : ZA d� =ZA f d�:Possiamo srivere f = d�=d� e hiamare f la densit�a di � rispetto a �.Nota: Come al solito, l'enuniato del teorema �e inompleto (in partiolare, nonabbiamo preisato se, e in he senso, f sia unia); ma qui vogliamo soltanto darel'idea generale.Esempio: Sia � = V (volume) e � = M (massa). La ondizione del teoremarihiede he non i siano regioni di spazio di volume nullo e massa positiva (inpartiolare he non siano presenti masse puntiformi, ma neanhe distribuzioni34{4



uni- o bidimensionali di massa): allora dM=dV esiste e oinide ol onettoelementare di densit�a.Integrali in R2: il teorema di FubiniLa misura \lunghezza" si denota di solito on dx (o dy, dz, e.); poi ve-dremo perh�e. Indihiamo on � la misura \area" in R2, e onsideriamo uninsieme A di area �nita (ad es. ompatto). Indihiamo on Ax la proiezione di Asull'asse x, e on h(x) la lunghezza della sezione vertiale di A orrispondenteall'asissa x (�g. 34{3): si dimostra�(A) =ZA d� =ZAxh(x) dx;e analogamente sull'asse y.Da questo teorema disende l'interpretazione dell'integrale di una funzionedi una variabile reale ome area sottesa al suo gra�o: basta prendere ome Al'insieme delimitato dall'asse x e dal gra�o di f , per avere h = f (�g. 34{4).Pi�u in generale: se indihiamo on Ay(�x) l'intersezione di A on la rettax = �x, posto h(x) =RAy(x)f(x; y) dy si haZA f d� =ZAxh(x) dx:Questo �e il teorema di Fubini, he possiamo srivere:ZA f d� =ZAxdxZAy(x)f(x; y) dy =ZAydyZAx(y)f(x; y) dxNota 1: Questo teorema, he insegna a alolare un integrale inR2 mediante duesuessivi integrali in R, e inoltre autorizza a invertire l'ordine d'integrazione,si estende in modo ovvio a un numero qualunque di dimensioni.Nota 2: Spesso si srive dx dy invee di d�: os�� faendo il teorema appare pi�uintuitivo ZA f dx dy =ZAxdxZAy(x)f(x; y) dy =ZAydyZAx(y)f(x; y) dx:Corollario: Se A �e un rettangolo oi lati paralleli agli assi, e se la f �e della formaf(x; y) = f1(x) f2(y), si haZA f dx dy =ZAxf1(x) dx ZAyf2(y) dy 34{5



ossia l'integrale si spezza nel prodotto di due integrali, fatti sulle proiezioni delrettangolo.Il teorema fondamentale dell'integrazioneLe de�nizioni he abbiamo dato d'integrale, per quanto intuitive, non idiono ome alolare un dato integrale. Il teorema di Fubini �e un passo avanti,in quanto i permette di riondurre un integrale in Rn al aso unidimensionale.Resta da risolvere quest'ultimo, e a i�o serve il famoso teorema fondamentale.Premettiamo alune notazioni di uso omune. Quando l'insieme A � R �eun intervallo [a; b℄ si srive Z[a;b℄f dx = bZa f(x) dx:Inoltre onviene dare signi�ato al seondo membro anhe quando a > b :bZa f(x) dx def= � aZb f(x) dx:e quando a = b : aZa f(x) dx def= 0:Teorema: La funzione F de�nita daF (x) = xZa f(�) d��e la primitiva di f he si annulla per x = a.Corollario: Sia F una qualsiasi primitiva di f : allorabZa f(x) dx = F (b)� F (a):Osservazione 1: Il teorema fondamentale, ol suo orollario, pu�o essere letto indue modi: se sappiamo alolare per altra via l'integrale, i fornise una primitivadi f ; vieversa, se la primitiva �e nota, i die ome alolare l'integrale. Restapurtroppo il fatto he non '�e un algoritmo per alolare integrali (o primitive).34{6



Osservazione 2: Possiamo vedere F ome una misura:F (A) =ZA f dx:Allora per il teorema di Radon{Nikodym f = dF=dx, e questo spiega perh�e nelteorema di R{N si sia introdotta per la densit�a la stessa notazione di Leibnizdella derivata.Osservazione 3: Il teorema fondamentale giusti�a l'uso di dx per esprimere lamisura \lunghezza." Se infatti la hiamiamo �, abbiamoxZ0 d� = xZ0 1 d� = x(x �e la primitiva di 1 he si annulla per x = 0). Allora dx=d� = 1 e diventanaturale srivere dx in luogo di d�.La relazione fra primitiva e integrale data dal teorema fondamentale sta allabase dell'uso di hiamare integrale inde�nitoZ f(x) dxl'insieme delle primitive di f . Invee gli integrali usati �nora si hiamano de�niti.Integrazione per sostituzioneSia f una funzione (ontinua), F una sua primitiva, A = [a; b℄ un inter-vallo della retta reale, g una funzione di�erenziabile e strettamente resentein B = [p; q℄ = g�1(A). Se indihiamo on G la funzione omposta F Æ g, abbia-mo G0(u) = F 0(g(u)) g0(u) = f(g(u)) g0(u)e d'altra parte, per il teorema fondamentaleF (b)� F (a) =ZA f(x) dx; G(q)�G(p) =ZB G0(u) du:Ma F (a) = G(p), F (b) = G(q) e peri�oZA f(x) dx =ZB f(g(u)) g0(u) du: (34{3)34{7



Osservazione: La (34{3) pu�o essere vista ome un'appliazione del teorema diR{N: infatti g0 = dx=du, anhe nel senso di derivata della misura x rispetto allamisura u.Si pu�o sfruttare la (34{3) per trasformare un integrale mediante una sosti-tuzione di variabile, he pu�o portare a un integrale noto.Esempio: Si debba alolare 1=2Z0 dxp1� x2 :Poniamo x = sinu: allora A = [0; 1=2℄, B = [0; �=6℄, dx = osu du e peri�o:1=2Z0 dxp1� x2 = �=6Z0 osu duosu = �=6Z0 du = �6 :Integrazione per sostituzione in pi�u variabiliVediamo direttamente un esempio di frequente uso: vogliamo alolareZA f(x; y) dx dyusando, in luogo delle oordinate artesiane, le oordinate polari r; #.In base al teorema di R{N, tra la misura d� = dx dy nel piano (x; y) e lamisura d! = dr d# nel piano (r; #) '�e una relazione del tipo d� =  (r; #) d! :oorre solo determinare la funzione  . Se A �e ome in �g. 34{5, la formula perl'area di un settore irolare i d�aZA dx dy = 12(r22 � r21) (#2 � #1) = r2Zr1 r dr #2Z#1 d# =ZB r dr d#Dunque  = r e ZA f(x; y) dx dy =ZB f(r os#; r sin#) r dr d#: (34{4)Tenendo onto dell'additivit�a dell'integrale, si vede he la (34{4) non vale solose A ha la forma partiolare della �g. 34{5, ma in generale; B �e l'immagine di Anel piano (r; #) per e�etto della trasformazione di oordinate.34{8



In modo analogo, anhe se un po' pi�u laborioso, si pu�o dimostrare la tra-sformazione da oordinate artesiane a polari in R3: qui  = %2 sin#, e peri�o:ZA f(x; y; z) dx dy dz =ZB f(% sin# os'; % sin# sin'; % os#) %2 sin# d% d# d':Ci si pu�o hiedere se esista una regola per trovare la  per una trasfor-mazione qualunque di oordinate: la risposta �e s��, e diamo qui la regola |ome al solito senza dimostrazione | per il aso di un trasformazione da dueoordinate (x1; x2) a due altre (�1; �2):Teorema: Posto J = ������� �x1��1 �x1��2�x2��1 �x2��2 �������(questo si hiama il determinante Jaobiano della trasformazione) si ha  = jJ j.�E evidente la generalizzazione a un numero qualsiasi di dimensioni.Integrazione per partiPer due funzioni R! R, derivabili, F e G si haddxF G = F 0G+ F G0 = F 0G+ F g;avendo indiato on g la derivata di G. Ne segueF G =Z F 0Gdx+Z F g dxo anhe Z F g dx = F G�Z F 0Gdx:Questo per l'integrale inde�nito. Ne segue, per l'integrale de�nito:bZa F g dx = �F (x)G(x)����ba � bZa F 0Gdxdove abbiamo introdotto la notazionef(x)���ba = f(b)� f(a): 34{9



Esempio: Caloliamo �Z0 x osx dx:Conviene prendere F = x, g = osx (e quindi G = sinx). Possiamo seguire duestrade: la prima �e di alolare l'integrale inde�nito:Z x osx dx = x sinx�Z sinx dx = x sinx+ osx;e poi �Z0 x osx dx = (x sinx+ osx)����0 = �2:La seonda strada �e di alolare direttamente l'integrale de�nito:�Z0 x osx dx = (x sinx)����0 � �Z0 sinx dx = 0� 2 = �2:

34{10



35. Calolo di barientri e momenti d'inerziaAppliheremo ora quanto abbiamo detto sugli integrali al alolo di aluneespressioni di uso frequente.Esempio 1: Determiniamo il entro di massa di una lastra omogenea, a formadi triangolo rettangolo. Detti a, b i ateti del triangolo, e presi gli assi omein �g. 35{1, dovremo alolarexG = 1MZA x d� yG = 1MZA y d�:�E evidente he basta alolare il primo: il seondo si ottiene sambiando aon b. Se % �e la densit�a super�iale della lastra, avremo � = % �, e in partiola-re M = 12ab%; quindi xG = 2abZA x d� = 2abZA x dx dy:Applihiamo il teorema di Fubini: abbiamo f(x; y) = x, e per la lunghezzadella sezione vertiale (x) = b (1� x=a), da uih(x) = (x)Z0 x dy = ba x(a� x)e poi xG = 2ab aZ0 h(x) dx = 2a2 aZ0 x(a� x) dx = 2a2�a32 � a33 � = 13a;perh�e una primitiva di x(a� x) �e 12ax2 � 13x3.Esempio 2: Determiniamo il entro di massa di una lastra omogenea, a forma disemierhio (�g. 35{2). Oorre alolare solamenteyG = 2�R2ZA y d�:Si pu�o fare il alolo in oordinate artesiane:yG = 2�R2ZA y dx dy = 2�R2 RZ�Rdx hZ0 y dy 35{1



dove abbiamo posto per brevit�a h = pR2 � x2. L'integrale su y d�a ome risul-tato 12h2 = 12 (R2 � x2) e poi:yG = 1�R2 RZ�R(R2 � x2) dx = 4R3� ;avendo usato la primitiva R2x� 13x3.Usiamo invee oordinate polari: l'insieme B �e un rettangolo (�g. 35{3),per uiyG = 2�R2ZB r2 sin# dr d# = 2�R2 �Z0 sin# d# RZ0 r2dr = 2�R2 � 2 � R33 = 4R3�(abbiamo usato il orollario per gli integrali su di un rettangolo, e abbiamopreso � os# ome primitiva di sin#).Esempio 3: Mentre i due esempi preedenti erano solo degli eserizi, i due heseguono portano a risultati di uso molto frequente. Vogliamo trovare in primoluogo il momento d'inerzia di un ilindro omogeneo rispetto al suo asse. Se R �eil raggio del ilindro A, e h la sua altezza (�g. 35{4) dobbiamo alolareI =ZA r2d� = %ZA r2dV:�E evidente he onviene usare oordinate ilindrihe:I = % RZ0 r2r dr 2�Z0 d# hZ0 dz = % � 14R4 � 2� � h = 12�%R4h = 12MR2;essendo M = �%R2h la massa del ilindro.Esempio 4: Se invee di un ilindro abbiamo una sfera, il alolo �e un po' pi�uompliato. Possiamo seguire due strade: usare oordinate ilindrihe oppurepolari.In oordinate ilindrihe:I =ZA r2d� = %ZA r2dVesattamente ome nel aso del ilindro, ma �e diverso l'insieme A. Possiamoanora usare il teorema di Fubini, ma dobbiamo segliere bene l'ordine degliintegrali. Conviene sezionare la sfera perpendiolarmente all'asse z (�g. 35{5):I = % RZ�Rdzs(z)Z0 r2r dr 2�Z0 d#35{2



dove s = pR2 � z2 �e il raggio della sezione. Allora:I = 2�% RZ�Rdz 14s4 = 12�% RZ�R�R2 � z2�2 dz= 12�% RZ�R(R4 � 2R2z2 + z4) dz = 815�%R5 = 25MR2;essendo M = 43�%R3 la massa della sfera.In oordinate polari:I = % RZ0 r2dr �Z0 sin# d# 2�Z0 d' r2 sin2 #dove r �e ora la oordinata radiale, e r sin# la distanza dall'asse z. Proseguendo:I = 2�% RZ0 r4dr �Z0 sin3 # d# = 25�%R5 �Z0 sin3 # d#:L'integrale su # si pu�o alolare in diversi modi, he lasiamo per eserizio; ilrisultato �nale �e ovviamente lo stesso visto prima.
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35a. La legge di gravitazioneLa legge di gravitazione �e la prima legge universale della �sia onernenteuna delle interazioni fondamentali. Abbiamo gi�a avuto oasione di riordare heessa �e dovuta a Newton e he �e rimasta un prinipio base della �sia, senza alunaorrezione, �no a questo seolo. Abbiamo anhe visto una serie di appliazionidella legge di gravitazione, anh'esse in buona parte opera di Newton.Non abbiamo per�o disusso �no a questo momento aluni aspetti della suasoperta, he hanno ostituito un grave problema per Newton e la ui soluzioneha aperto la strada alla teoria lassia dei ampi (elettromagnetismo). Neppureabbiamo aennato a possibili revisioni di questa legge | in senso diverso daquella di Einstein | di ui si �e parlato anhe in tempi reenti. Vogliamo peri�odediare questo apitolo a hiarire tali questioni.Il moto della LunaNewton arriva alla legge di gravitazione sulla base del moto della Luna, iui parametri fondamentali erano gi�a ben noti ai suoi tempi. Quelli he i ser-vono sono i seguenti: la distanza Terra{Luna �e pressoh�e ostante (le variazionisono di �5%) e vale in media D = 3:84 � 108m. Il periodo di rivoluzione (si-derale, ossia misurato rispetto a un riferimento orientato seondo le stelle �sse)�e T = 2:36 � 106 s.Nota: Anhe se abbiamo dato tre sole ifre, il periodo (non la distanza) era notoai tempi di Newton on inertezza assai minore; gi�a gli astronomi babilonesi,oltre 2000 anni fa, lo onosevano entro 10�7.Problema: Come avranno fatto?�E utile osservare he D vale quasi esattamente 60 raggi terrestri; inoltreda D e da T si alola failmente l'aelerazione della Luna:aL = 2:72 � 10�3m=s2:Invee l'aelerazione di un grave alla super�ie della Terra �e g = 9:8m=s2, e ilrapporto fra le due risulta: gaL = 3:6 � 103:Ora 3600 �e il quadrato di 60, e da qui l'intuizione di Newton: la forza digravit�a �e inversamente proporzionale al quadrato della distanza.Nota: In realt�a, se si usano i dati pi�u aurati, prendendo in partiolare per Re per g i valori all'equatore, si trova uno sarto di quasi l'1%: ome mai? forse lalegge di gravitazione �e impreisa? Ovviamente no, e la risposta sta in tre e�ettihe bisogna onsiderare:{ lo shiaiamento terrestre{ la forza entrifuga{ la massa non trasurabile della Luna. 35a{1



Di questi, il pi�u importante �e il terzo. Poih�e abbiamo gi�a trattato l'argomentonel Cap. 17, mentre ora il nostro obbiettivo �e diverso, lasiamo la veri�a pereserizio.Data la proporzionalit�a di ~F a m, onviene introdurre il onetto di ampogravitazionale, de�nito ome la forza per unit�a di massa:~g = ~Fm = �GMr3 ~r:Newton postula anhe he il ampo gravitazionale �e additivo, ossia he il ampoprodotto dalla presenza di pi�u orpi �e la somma (vettoriale) dei ampi prodottidai singoli orpi.Il problema della sorgente estesaGli storii hanno aertato he la prima idea della legge 1=r2 �e del 1666(va anhe riordato l'apporto di Halley e Hooke); tuttavia la pubbliazione deiPrinipia �e del 1687. Ci si �e hiesti quale sia stata la ausa del ritardo di oltre20 anni, e sembra he la si possa identi�are in una grave diÆolt�a, he Newtonimpieg�o molto tempo a superare. La diÆolt�a �e la seguente.La Terra �e un orpo esteso (e anhe la Luna): dunque ogni sua parte on-tribuise all'attrazione gravitazionale, in modo diverso a seonda della distanza.Questo non �e un grave problema quando aloliamo la forza fra la Terra e la Lu-na, perh�e le loro dimensioni sono abbastanza piole rispetto alla distanza; mase vogliamo alolare la forza he la Terra produe su di un sasso posto alla suasuper�ie la situazione �e ben diversa (�g. 35a{1). Ci saranno parti della Terraviinissime al sasso, e altre lontanissime; per di pi�u anhe la direzione della forzasar�a molto diversa. In onlusione, dovremo sommare tante forze elementari, enon �e faile vedere quale sar�a il risultato; tanto meno appare ovvio he tuttovada ome se la massa della Terra fosse tutta raolta nel suo entro. Eppureproprio questo abbiamo supposto nel alolo fatto sopra: : :In e�etti nei Prinipia Newton dimostra il teorema seguente (qui espressoin linguaggio moderno):Teorema 1: Il ampo gravitazionale prodotto da un orpo a simmetria sferia neipunti esterni �e lo stesso he si avrebbe se tutta la massa fosse raolta nel suoentro.Questo teorema si pu�o vedere ome un semplie orollario di un risultato pi�ugenerale, dimostrato da Gauss un seolo dopo; noi qui presenteremo la dimo-strazione he ne d�a Newton (riformulata on notazioni moderne).35a{2



Dimostrazione del teorema 1Cominiamo ol premettere unLemma: Se nel triangolo OPQ (�g. 35a{2) si muove il punto P, lasiando �ssiO, Q e ostante OP, si har2 os#0 sin# d# = r02 sin d :Dim.: Se P1 �e la nuova posizione di P, dalla �g. 35a{3 si vede hePP1 = r d#; PP2 = r0d (a meno di in�nitesimi di ordine superiore) e peri�or0d = r d# os#0:Dal teorema dei seni: r0 sin = r sin#e moltipliando si ha la tesi.Dim. (del teorema 1 di Newton): Possiamo pensare he il orpo sia ostituitoda tanti sottilissimi gusi sferii (bue di ipolla). Se il teorema �e vero per unodi questi gusi, per l'additivit�a del ampo gravitazionale sar�a vero anhe perl'intero orpo.Supponiamo dunque he il orpo M sia un sottilissimo gusio sferio, diraggio a e densit�a super�iale � ostante. Dunque un elemento di super�ie diarea d� avr�a massa � d�; tutto il gusio ha massa M = 4�a2�.Prendiamo in esame la zona delimitata da #, # + d# (�g. 35a{4): la sualarghezza �e a d# e la lunghezza 2�a sin#, quindi l'area vale 2�a2 sin# d#. Unpezzetto della zona, viino a Q, produe in P un ampo di modulo G�d�=r02.Per l'intera zona onta solo la omponente lungo OP (le altre si anellano persimmetria) e si ottiene il ampoG�r02 � 2�a2 sin# d# � os#0:Il lemma i die he per a ed r ostanti:sin# d#r02 os#0 = sin d r2e peri�o il ampo dovuto alla zona �e2�a2 G�r2 sin d = GM2r2 sin d : 35a{3



Quando # va da 0 a �, lo stesso aade per  : quindi integrando su tutto ilgusio si ottiene g = �Z0 GM2r2 sin d = GMr2 ;he �e quanto si voleva.Il ampo interno: il seondo teorema di NewtonNewton enunia e dimostra anhe ilTeorema 2: Nei punti interni al gusio il ampo �e nullo.Dim.: Anhe qui possiamo limitari a un gusio sferio. Nella �g. 35a{5 i trian-goli PQR, PQ0R0 sono simili, e ne segueQRPQ = Q0R0PR0 = Q0R0PQ0a meno di termini di ordine superiore.Se onsideriamo due quadratini sulla sfera, ostruiti sui lati QR e Q0R0, perle loro aree abbiamo: d�r2 = d�0r02 :Dunque i ampi prodotti da d� e d�0 nel punto P si anellano, e lo stesso valeper tutta la sfera.Corollario: Il ampo in un punto P interno a una distribuzione di massa a sim-metria sferia �e solo quello dovuto alla materia ontenuta nella sfera di rag-gio r = OP (�g. 35a{6); se M 0 �e la massa totale di questa materia, si ha quindig = GM 0=r2.Eserizio: Calolare il ampo gravitazionale all'interno di un orpo sferio didensit�a ostante %.Soluzione: Abbiamo M 0 = 43�r3%, g = GM 0=r2 = 43�G% r: il ampo reseproporzionalmente a r.Limiti di validit�a della legge di Newton: la soperta di NettunoAi tempi di Newton la regione aessibile all'astronomia si ridueva al siste-ma solare �no a Saturno; fu quello peri�o il ampo di appliazione e veri�a dellalegge di gravitazione. Anhe in uno spazio he oggi pu�o sembrari ristretto, non�e male tener presente he si trattava pur sempre di un'estrapolazione: dalla di-stanza della Luna a quella di Saturno '�e un fattore 4000. Non era quindi a�attoovvio he la legge dovesse anora funzionare, ome invee risult�o dai fatti.Un seolo dopo, Hershel sopriva asualmente Urano; a partire dal 1800iniziava la soperta degli asteroidi (on Cerere, vista da Piazzi). I matematii del35a{4



tempo (primi fra tutti Laplae e Gauss) si mettevano all'opera e dimostravanohe tutti questi oggetti \nuovi" seguivano puntualmente le leggi di Newton.Ma: : :Proprio Urano doveva reare il primo problema: le osservazioni protrattenei primi deenni dell'800 provavano he il moto di Urano non era quello he i siaspettava, anhe tenendo onto della ompliazione dovuta all'attrazione di tuttigli altri pianeti, e non soltanto del Sole. Sembrava dunque he si fosse trovatauna deviazione dalla legge di gravitazione: osa in fondo prevedibile, dato he isi stava spingendo a distanze sempre maggiori: : :Per�o non tutti la pensavano os��: qualuno (i nomi legati a questa storiasono Adams e LeVerrier) riteneva invee he l'irregolarit�a del moto di Uranosegnalasse l'esistenza di un pianeta sonosiuto, he anh'esso perturbava Uranoon la sua attrazione gravitazionale. I due si posero separatamente al lavoro perrisolvere il \problema inverso": dal moto osservato di Urano determinare massae posizione del pianeta sonosiuto.I aloli rihiesero anni; ma nel 1846, pressoh�e simultaneamente, entrambifurono in grado di trasmettere i loro risultati agli osservatori: il 25 settembrel'astronomo berlinese Galle telegrafava a LeVerrier: \Il pianeta di ui i avetesegnalato la posizione esiste realmente." E pohi giorni pi�u tardi il direttoredell'Osservatorio, Enke, sriveva della \pi�u signi�ativa prova onepibile dellavalidit�a della gravitazione universale."Limiti di validit�a della legge di Newton: il problema di MerurioParadossalmente, allo stesso LeVerrier �e anhe dovuta un'altra soperta, hein seguito avrebbe segnato una risi | questa volta reale | della gravitazionenewtoniana: la preessione del perielio di Merurio.Si tratta di questo: le osservazioni mostrano he l'orbita di Merurio non�e esattamente un'ellisse. Anhe tenendo onto delle perturbazioni degli altripianeti, resta un moto di rotazione dell'asse maggiore, assai lento (un giro in50 000 anni) he non dovrebbe esistere se la legge di Newton fosse esattamentevalida.Questo fenomeno rimase senza spiegazione per almeno 70 anni: il problemavenne risolto solo da Einstein, il quale mostr�o he la preessione era onseguenzaneessaria della relativit�a generale, he era in grado di dar onto dell'e�etto entrogli errori di osservazione (dell'ordine dell'1%).In realt�a la preessione del perielio non esiste solo per Merurio, ma pertutti i pianeti (Terra inlusa); per Merurio �e molto pi�u grande, per due ragio-ni:{ Merurio ha una veloit�a orbitale maggiore degli altri pianeti, e peri�o glie�etti relativistii dipendenti dalla veloit�a sono pi�u grandi{ �e pi�u viino al Sole, e questo rende maggiori gli e�etti he dipendono dalampo gravitazionale. 35a{5



Purtroppo qui non �e possibile andare oltre questi enni desrittivi, perh�e lateoria della preessione del perielio non si pu�o fare on i mezzi di ui disponiamo.Al di l�a del sistema solareDai tempi di Newton (e anhe di Adams e LeVerrier) la sala delle osser-vazioni astronomihe si �e molto estesa, e parallelamente si �e ampliato il ampodi appliazione della legge di gravitazione, he oggi �e alla base dello studio dellestelle, degli ammassi, delle galassie: : :Pioli e�etti (analoghi a quello su Merurio) sono risontrabili solo in asispeiali: ad es. erte pulsar binarie, he sono sistemi molto \stretti" e sui quali�e possibile fare misure preise grazie alla regolarit�a degli impulsi di radiazionehe emettono.�E solo quando si arriva alla sala osmologia, ossia allo studio della strut-tura ed evoluzione dell'Universo, he di nuovo la gravitazione newtoniana adein difetto, ed �e neessario usare \in tutta la sua potenza" la relativit�a generale.Infatti qui �e la stessa onezione dello spazio e del tempo he sta alla base della�sia newtoniana, ad essere inadeguata.La riera della \quinta forza"Da quanto abbiamo detto �n qui, �e hiaro he al momento la gravitazionenewtoniana | on le orrezioni introdotte dalla relativit�a generale | spiegaperfettamente i fatti osservati alla sala astronomia. Resta tuttavia aperta lapossibilit�a he a sala inferiore vi sia anora qualosa da dire.In e�etti esiste un intervallo di distanze nel quale gli esperimenti | �no aqualhe anno fa | non avevano detto molto. A parte le veri�he astronomihe, lasola altra onferma della legge di gravitazione era negli esperimenti di laboratorioalla Cavendish, ossia su distanze inferiori al metro. Anhe gli esperimenti diaduta dei gravi non danno informazioni a distanze medie, perh�e la gran partedella massa della Terra sta a migliaia di km dal orpo he ade.Negli ultimi anni �e sorto il sospetto, dovuto a un riesame ritio degli espe-rimenti di E�otv�os, he la forza di gravit�a non agisse nello stesso modo su tuttele masse, ma potesse variare on la omposizione del orpo (ad es. ol rapportotra numero di neutroni e protoni nei nulei). Parallelamente, argomenti teoriiportavano a ipotizzare una \quinta forza," on propriet�a simili alla gravit�a, masensibile solo a distanze al pi�u di entinaia di metri.Come si potrebbe aertare se tale forza esiste? La risposta in linea diprinipio �e semplie, e si basa sui teoremi di Newton di ui abbiamo gi�a parlato.Se la forza di gravit�a segue esattamente le legge di Newton, essa{ all'esterno della Terra deve deresere ome l'inverso del quadrato delladistanza dal entro;{ se invee i si addentra nella Terra | ad es. in un pozzo di miniera | devediminuire: proporzionalmente alla distanza dal entro, se pensiamo la Terra35a{6



omogenea; ma anhe supponendo una diversa distribuzione di massa, sar�asempre possibile alolarla.Si pu�o anhe provare a misurare la forza dovuta a una montagna (�g. 35a{7), evedere se varia on la distanza ome dovrebbe.Negli ultimi anni sono stati ompiuti diversi esperimenti ome quelli a-ennati: i risultati sono stati ontraddittori, ma gli e�etti annuniati da alunirieratori non sono stati onfermati. L'opinione pi�u di�usa al momento �e henon esista nessuna prova di deviazioni dalla legge di gravitazione di Newton allasala onsiderata.
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