
30. Integrazione numeri
a

Molto spesso un sistema di equazioni di�erenziali non permette una solu-

zione analiti
a, e bisogna ri
orrere a \soluzioni numeri
he." Queste sono sempre

approssimate, ma in linea di prin
ipio l'approssimazione pu�o essere migliorata

quanto si vuole.

Un tempo il lavoro ri
hiesto per l'integrazione numeri
a poteva essere for-

midabile, e in 
erti 
asi impegnava squadre di 
al
olatori (umani) per interi anni;

oggi la disponibilit�a di 
al
olatori (elettroni
i) di potenza e velo
it�a 
ontinua-

mente 
res
enti ha reso sempre pi�u fa
ile il ri
orso a questi metodi, 
he per
i�o

vengono usati 
on grande frequenza.

Non bisogna per�o 
ommettere l'errore di 
redere 
he i metodi numeri
i siano

perfetti e infallibili: in quanto metodi approssimati, impli
ano sempre un errore,

ed �e per
i�o importante saperlo valutare, per vedere se sia o no rilevante per gli

s
opi 
he 
i si propone. Esistono poi situazioni 
riti
he, nelle quali un pro
edi-

mento numeri
o pu�o dare risultati del tutto inattendibili. Di qui la regola ovvia,

ma spesso tras
urata: �e bene imparare a servirsi al massimo dei mezzi di 
al
olo,

ma non bisogna mai aÆdarsi ad essi 
ie
amente.

Per questi motivi, vogliamo dare qui i primissimi elementi della te
ni
a, allo

s
opo di mostrarne i pro e i 
ontro in qual
he 
aso parti
olarmente sempli
e.

Posizione del problema

Vediamo in dettaglio in 
he 
onsista il problema 
he abbiamo di fronte,

limitando
i, a titolo di esempio, a un sistema autonomo di due equazioni di

primo ordine:

_x = f(x; y)

_y = g(x; y)

per il quale supporremo date le 
ondizioni iniziali x = x

0

, y = y

0

a t = t

0

.

Si vuole trovare un'approssimazione adeguata all'integrale parti
olare 
he

soddisfa queste 
ondizioni iniziali.

�

E ovvio 
he l'esatto signi�
ato del termine

\adeguata" dipende dal problema: in 
erti 
asi una soluzione esatta entro tre


ifre signi�
ative potr�a essere suÆ
iente, in altri potranno o

orrerne die
i o pi�u;

sta a noi de
idere.

Il metodo di Eulero

S
egliamo un passo temporale h, e teniamo presente 
he

x(t+ h) = x(t) + h _x(t) + o(h):

Allora, posto t

k

= t

0

+ kh, 
al
oliamo:

x

k+1

= x

k

+ hf(x

k

; y

k

)

y

k+1

= y

k

+ hg(x

k

; y

k

):

k = 0; 1 : : : (30{1)
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�

E intuitivo 
he le su

essioni fx

k

g, fy

k

g danno un'approssimazione alla

soluzione x(t), y(t) 
al
olata agli istanti t

k

; pi�u esattamente, �ssato t

f

, e posto

h = (t

f

� t

0

)=n (n intero) avremo 
he x

n

, y

n

tendono a x(t

f

), y(t

f

) se n ! 1.

Si dimostra 
he se le funzioni f , g sono di�erenziabili, l'errore �nale �e O(1=n).

Vediamo l'interpretazione gra�
a di questo pro
edimento. In �g. 30{1 �e

tra

iata la 
urva integrale 
 per P

0

(x

0

; y

0

); i vettori hanno per 
omponenti gli

in
rementi hf(x

k

; y

k

), hg(x

k

; y

k

) e si vede 
he il primo �e tangente a 
 in P

0

,

per 
ui P

1

non sta su 
; il se
ondo �e tangente alla 
urva integrale 


1


he passa

per P

1

, ma P

2

non sta su 


1

, e

.

Il metodo des
ritto si 
hiama \algoritmo di Eulero," ed �e appli
abile a

un numero qualunque di equazioni di�erenziali del primo ordine (e per
i�o di

qualsiasi ordine).

Osserviamo 
he gli errori (detti di tron
amento) si a

umulano: in 
ias
un

passo l'errore �e O(h

2

), ma la loro somma �e O(h) = O(1=n). Ridu
endo h (ossia

aumentando n) l'approssimazione migliora, ma aumenta in proporzione il tempo

di 
al
olo.

Questo non sarebbe un gran problema (baster�a ri
orrere a un 
al
olatore

pi�u velo
e!) ma 
'�e da tener presente un'altra 
ausa di errori, 
he ha un'origine

del tutto distinta dalla pre
edente. Tutte le operazioni | an
he le sempli
i som-

me e moltipli
azioni | 
he il 
al
olatore dovr�a eseguire per pro
edere se
ondo

le (30{1) sono di ne
essit�a approssimate, per
h�e un 
al
olatore lavora sempre


on numero �nito di 
ifre (errori di arrotondamento). Il numero di operazioni


res
e proporzionalmente a n, e insieme 
res
e an
he l'errore di arrotondamento

�nale.

Di 
onseguenza non �e vero in prati
a 
he si possa ottenere un'approssima-

zione buona quanto si vuole, sempli
emente ridu
endo h: 
os�� fa
endo, si ridu
e

l'errore di tron
amento, ma si a

res
e quello di arrotondamento: pu�o quindi a
-


adere 
he da un 
erto punto in poi, al 
res
ere di n, le 
ose peggiorino, anzi
h�e

migliorare.

Un esempio

Consideriamo il sistema

_x = y

_y = �x

(30{2)


he abbiamo gi�a in
ontrato, e di 
ui 
onos
iamo l'integrale generale. Con le


ondizioni iniziali x(0) = 0, y(0) = 1 la soluzione �e x = sin t, y = 
os t.

Appli
hiamo il metodo di Eulero:

x

k+1

= x

k

+ hy

k

y

k+1

= y

k

� hx

k

:

k = 0; 1 : : :
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Il 
al
olo numeri
o, eseguito 
on 7 
ifre signi�
ative nell'intervallo [0; 2�℄, 
on n


res
ente, d�a il risultato riassunto nella tabella 
he segue, dove per ogni n ab-

biamo riportato la distanza Æ nel piano (x; y) fra il risultato esatto (0; 1) e quello


al
olato:

n Æ

2

6

3:6 � 10

�1

2

7

1:7 � 10

�1

2

8

8:0 � 10

�2

2

9

3:9 � 10

�2

2

10

1:9 � 10

�2

2

11

9:7 � 10

�3

2

12

4:8 � 10

�3

2

13

2:5 � 10

�3

2

14

1:7 � 10

�3

2

15

2:6 � 10

�3

2

16

4:9 � 10

�3

2

17

9:9 � 10

�3

Come si vede, l'errore dapprima si dimezza raddoppiando n, ma poi ri
o-

min
ia ad aumentare: il miglior 
ompromesso si raggiunge | in questo 
aso

parti
olare | per n = 2

14

.

Il metodo delle di�erenze 
entrali

Se l'approssimazione ottenibile 
on l'algoritmo di Eulero non �e suÆ
iente,

o

orre impiegarne uno 
he abbia errore di tron
amento pi�u pi

olo, in modo da

non dover aumentare e

essivamente il numero di passi. Questo si pu�o fare in

molti modi: qui 
i limiteremo al pi�u sempli
e.

Partiamo 
ome prima:

x

1

= x

0

+ hf(x

0

; y

0

)

y

1

= y

0

+ hg(x

0

; y

0

):

ma poi proseguiamo 
os��:

x

k+1

= x

k�1

+ 2hf(x

k

; y

k

)

y

k+1

= y

k�1

+ 2hg(x

k

; y

k

)

k = 1; 2 : : :

L'interpretazione gra�
a �e mostrata in �g. 30{2: l'in
remento da P

0

a P

2

ha la

direzione della tangente in P

1

, e

.

�

E intuitivo 
he lo spostamento della soluzione

esatta fra t

0

e t

2

sar�a pi�u vi
ino 
ome direzione alla tangente in P

1


he non alla

tangente in P

0

: si pu�o dimostrare infatti 
he l'errore �nale in questo 
aso �e O(h

2

).

Il risultato �e 
he per una data approssimazione nell'intervallo [t

0

; t

f

℄ basta un h

pi�u grande, ossia meno passi (e minor tempo di 
al
olo).
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Il metodo ora des
ritto si 
hiama \delle di�erenze 
entrali," per
h�e si basa

sull'idea 
he la derivata in t

k

, ossia al 
entro dell'intervallo [t

k�1

; t

k+1

℄, viene

approssimata dalla di�erenza x

k+1

� x

k�1

divisa per 2h.

Di nuovo lo stesso esempio

Riprendiamo il sistema (30{2) e integriamolo 
ol metodo delle di�erenze


entrali. Dovremo 
al
olare

x

1

= x

0

+ hy

0

y

1

= y

0

� hx

0

e poi

x

k+1

= x

k�1

+ 2hy

k

y

k+1

= y

k�1

� 2hx

k

k = 1; 2 : : :

Il 
al
olo numeri
o, eseguito sempre 
on 7 
ifre signi�
ative, 
i d�a questa volta:

n Æ

2

6

1:0 � 10

�2

2

7

2:5 � 10

�3

2

8

6:2 � 10

�4

2

9

1:4 � 10

�4

2

10

1:0 � 10

�6

2

11

6:7 � 10

�5

2

12

1:5 � 10

�4

2

13

3:1 � 10

�4

2

14

6:2 � 10

�4

2

15

1:3 � 10

�3

2

16

2:5 � 10

�3

2

17

4:9 � 10

�3

La tabella mostra 
he per n pi

olo l'errore si ridu
e di un fattore 4 quando n

raddoppia, ma a partire da n = 2

10

torna a 
res
ere. Nel 
aso migliore l'errore

�e di tre ordini di grandezza inferiore a quello del metodo di Eulero, e per di pi�u

ri
hiede un numero di passi 16 volte minore.

�

E 
hiaro 
he fa
endo i 
al
oli 
on sole 7 
ifre an
he 
on metodi pi�u raÆnati

non potremo ottenere molto di pi�u. Se quindi il nostro problema (
ome a

ade

ad es. in me

ani
a 
eleste) ri
hiedesse 10 o 12 
ifre esatte, sarebbe indispensabile

usare un 
al
olatore (o un programma) 
he assi
uri prima di tutto errori di

arrotondamento abbastanza pi

oli, e poi un tempo di 
al
olo a

ettabile.

Problemi di stabilit�a

Non si deve 
redere 
he il metodo delle di�erenze 
entrali sia sempre supe-

riore a quello di Eulero: �e un eser
izio utile, e dal risultato soprendente, veri�
are
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(numeri
amente) 
he 
osa su

ede se lo si appli
a all'equazione _x = �x, 
he 
on

x(0) = 1 ha la soluzione esatta x(t) = e

�t

.

Si trova 
he al 
res
ere di t dapprima il 
al
olo d�a una buona approssimazio-

ne della soluzione esatta; ma poi x, anzi
h�e tendere a zero, 
omin
ia a 
res
ere

esponenzialmente (in valore assoluto), os
illando fra valori alternativamente po-

sitivi e negativi. Quel 
he �e peggio, 
i�o a

ade qualunque sia h: ridurre h serve

solo a \dilazionare" l'insorgere dell'instabilit�a. Se inve
e per la stessa equazione

di�erenziale si usa il metodo di Eulero, l'instabilit�a non si manifesta.

Abbiamo 
os�� mostrato, 
on un esempio addirittura banale, un altro grave

problema dell'integrazione numeri
a: in 
erti 
asi il risultato pu�o divergere in

modo esponenziale dalla soluzione esatta. Se e quando questo a

ada, e quali ne

siano le ragioni, non �e questione 
he possiamo qui approfondire: si voleva solo

segnalare il fenomeno, per ribadire la regola enun
iata all'inizio: mai aÆdarsi


ie
amente a un 
al
olo numeri
o!
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30a. Os
illatori armoni
i a

oppiati

Abbiamo a

ennato, all'inizio del Cap. 21, 
he il sempli
e os
illatore armo-

ni
o �e il prototipo dei sistemi lineari, e abbiamo dato al
uni esempi di sistemi pi�u


omplessi il 
ui studio si basa sulle propriet�a dell'os
illatore armoni
o. Vogliamo

ora o

upar
i di una prima generalizzazione, la quale a sua volta ha numerose

appli
azioni, e mette in evidenza al
uni fenomeni nuovi, 
he �e utile 
onos
ere:

quella di due os
illatori armoni
i a

oppiati linearmente.

Il sistema �si
o

Consideriamo due punti materiali, entrambi vin
olati a muoversi sulla stessa

retta, e soggetti 
ias
uno a una forza elasti
a. Fino a questo punto abbiamo due

os
illatori armoni
i disa

oppiati. In termini 
on
reti, si potr�a trattare di due

masse (uguali o diverse) atta

ate a due distinte molle (�g. 30a{1). An
he le

molle potranno essere uguali o diverse tra loro, quanto a 
ostante elasti
a.

L'a

oppiamento tra i due os
illatori si realizza aggiungendo una terza molla

tra le due masse: abbiamo quindi in totale due masse e tre molle (�g. 30a{2).

Vogliamo studiare i possibili moti di tale sistema. Supporremo 
he tutte le molle

siano ideali, 
he non 
i siano attriti, e

.

Converr�a dis
utere separatamente i 
asi 
on masse uguali e/o molle uguali,

da quelli meno simmetri
i, 
omin
iando dal pi�u sempli
e.

Masse uguali, molle uguali

Indi
hiamo 
onm il valore 
omune delle due masse, 
on k la 
ostante elasti
a

delle due molle laterali, 
on q quella della molla 
entrale (vedremo 
he non si

guadagna niente, anzi si perde qual
osa, a supporre 
he an
he questa molla sia

uguale alle altre due). Sia poi l la lunghezza di riposo delle molle esterne, l

0

quella della molla 
entrale, L la distanza fra i punti 
ui sono �ssati le molle

esterne.

Se X

1

e X

2

sono le as
isse delle due masse, rispetto all'origine O indi
ata

in �g. 30a{2, la forza prodotta dalla molla di sinistra sulla massa 1 vale

F

1

= �k (X

1

� l)

e quella prodotta dalla molla di destra sulla massa 2

F

2

= k (L�X

2

� l):

Quanto alla molla 
entrale, essa produrr�a sulla massa 1 la forza

F

0

1

= q (X

2

�X

1

� l

0

)
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e sulla massa 2 la forza

F

0

2

= �F

0

1

= �q (X

2

�X

1

� l

0

):

S'intende 
he tutte le forze indi
ate hanno segno 
oerente 
ol verso positivo

dell'asse X.

Ne segue per la forza risultante su 1:

F

1

+ F

0

1

= �(k + q)X

1

+ qX

2

+ kl � ql

0

(30a{1)

e per quella su 2:

F

2

+ F

0

2

= qX

1

� (k + q)X

2

+ k (L� l) + ql

0

: (30a{2)

Dalle (30a{1), (30a{2) si trovano fa
ilmente le posizioni delle masse per le quali

entrambe le forze si annullano (posizioni di equilibrio). Non o

orre darne le

espressioni: 
i basta indi
arle 
on X

10

e X

20

. Se poi fa

iamo le sostituzioni

X

1

= X

10

+ x

1

X

2

= X

20

+ x

2

le (30a{1), (30a{2) diventano:

F

1

+ F

0

1

= �(k + q)x

1

+ qx

2

F

2

+ F

0

2

= qx

1

� (k + q)x

2

:

(30a{3)

�

E interessante osservare 
he dalle (30a{3) sono s
omparse l, l

0

e L: se si

prendono 
ome 
oordinate per le due masse i loro spostamenti dalle posizioni di

equilibrio, o

orre solo 
onos
ere le 
ostanti delle molle. Questo �e un risultato

del tutto generale, 
he sempli�
a sempre i 
al
oli quando si ha a 
he fare 
on

forze 
he dipendono linearmente dalla posizione dei 
orpi.

A questo punto non 
'�e pi�u nessuna diÆ
olt�a a s
rivere le equazioni del

moto per le due masse:

m�x

1

= �kx

1

+ q (x

2

� x

1

)

m�x

2

= �kx

2

+ q (x

1

� x

2

):

(30a{4)

Abbiamo dato alle (30a{4) una forma 
he ne mette in evidenza la simmetria, e


he suggeris
e subito di trasformarle al modo seguente.

Se sommiamo e sottraiamo membro a membro le due equazioni troviamo:

m (�x

1

+ �x

2

) = �k (x

1

+ x

2

)

m (�x

2

� �x

1

) = �(k + 2q) (x

2

� x

1

):
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Osserviamo 
he � =

1

2

(x

1

+ x

2

) �e lo spostamento del punto medio tra le due

masse, mentre � = x

2

� x

1

�e la variazione della loro distanza. Dunque:

m

�

� = �k�

m�� = �(k + 2q) �

(30a{5)


io�e il punto di mezzo (
he �e poi il 
entro di massa, visto 
he le masse sono

uguali) si muove 
on un moto armoni
o di frequenza ! =

p

k=m, mentre la

distanza os
illa (sempre 
on moto armoni
o) alla frequenza 
 =

p

(k + 2q)=m.

Integrale generale e soluzioni parti
olari

Il sistema (30a{5) equivale a (30a{4), ma �e di dis
ussione assai pi�u sem-

pli
e, per
h�e le due variabili � ed � sono separate. Per questo motivo si trova

immediatamente l'integrale generale

� = A sin(!t� '); � = B sin(
t�  )

da 
ui, introdu
endo di nuovo x

1

, x

2

:

x

1

= � �

1

2

� = A sin(!t� ')�

1

2

B sin(
t�  )

x

2

= � +

1

2

� = A sin(!t� ') +

1

2

B sin(
t�  ):

(30a{6)

Le (30a{6) non hanno 
erto un'espressione sempli
e, per 
ui 
onviene esa-

minare prima due soluzioni parti
olari. La prima (
he 
hiameremo soluzione A)

si ottiene se B = 0:

x

1

= x

2

= A sin(!t� '):

In questo 
aso le due masse si muovono insieme (
on la stessa ampiezza e la

stessa fase): di 
onseguenza la molla 
entrale non si allunga n�e si a

or
ia, e

per
i�o �e 
ome se non 
i fosse.

La soluzione B si ottiene inve
e quando A = 0:

x

1

= �x

2

= �

1

2

B sin(
t�  ):

In questo 
aso le due masse si muovono sempre 
on uguale ampiezza, ma in

opposizione di fase (il 
entro di massa rimane fermo). Ora an
he la molla 
en-

trale produ
e una forza di ri
hiamo, e questo spiega per
h�e la frequenza risulta

maggiore (
 > !).

Osserviamo 
he tanto la soluzione A quanto la B 
ontengono due 
ostan-

ti arbitrarie: �e per
i�o giusto 
he l'integrale generale (30a{6) risulti dalla loro

sempli
e somma (ri
ordiamo 
he le equazioni (30a{4) sono lineari omogenee).

A parte l'evidente simmetria, su 
ui non insistiamo, per
h�e dipende dall'aver

s
elto masse e molle uguali, �e interessante osservare il fenomeno pi�u 
aratteri-

sti
o degli os
illatori a

oppiati: mentre in assenza di a

oppiamento 
ias
un
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os
illatore si muove di moto armoni
o, ovviamente 
on la sua frequenza propria,

ora il moto risulta dalla sovrapposizione di due moti armoni
i a frequenze diver-

se. Inoltre le due frequenze sono tanto pi�u diverse, quanto pi�u �e grande q, ossia

quanto pi�u �e forte l'interazione tra i due os
illatori. Una tale situazione trova

analogie nei pi�u diversi 
ampi della �si
a, an
he molto lontani dalle sempli
i

molle di 
ui 
i stiamo o

upando: �no allo studio delle interazioni fondamentali.

Non �e quindi possibile qui dare esempi, ma solo rimar
are 
he la ragione pro-

fonda dell'analogia �e una sola: in tutti i 
asi si ha a 
he fare 
on sistemi lineari

a

oppiati.

Una soluzione parti
olarmente interessante

�

E utile e importante studiare il moto 
he risulta 
on le seguenti 
ondizioni

iniziali:

x

1

(0) = a; _x

1

(0) = 0; x

2

(0) = 0; _x

2

(0) = 0:

In parole: all'istante t = 0 le masse sono entrambe ferme, ma la prima �e spostata

dalla posizione di equilibrio.

�

E intuitivo 
he negli istanti immediatamente su

essivi la massa 1 
omin
er�a

a os
illare, e 
he la massa 2 non potr�a restare ferma, per
h�e la molla 
entrale

le appli
a una forza os
illante, a 
ausa del moto della massa 1; ma 
he 
osa

a

ade 
ol passare del tempo? Non 
'�e 
he determinare nella (30a{6) i valori

delle 
ostanti arbitrarie 
he soddisfano alle date 
ondizioni iniziali.

Abbiamo:

�A sin'+

1

2

B sin = a

�A sin'�

1

2

B sin = 0

!A 
os'�

1

2


B 
os = 0

!A 
os'+

1

2


B 
os = 0

dalle quali risulta:


os' = 0

2A sin' = �a

) ' = �

�

2

; A =

1

2

a


os = 0

B sin = a

)  =

�

2

; B = a

e da queste in�ne:

x

1

=

1

2

a (
os!t+ 
os
t)

x

2

=

1

2

a (
os!t� 
os
t)


he si s
rivono an
he

x

1

= a 
os

1

2

(
 + !) t 
os

1

2

(
� !) t

x

2

= a sin

1

2

(
 + !) t sin

1

2

(
� !) t:
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Si 
apis
e bene quello 
he su

ede supponendo q � k, per 
ui 
 di�eris
e

po
o da !. Se tras
urassimo gli ultimi fattori (quelli 
on la frequenza (
�!)=2)

avremmo 
he entrambe le masse os
illano 
on la stessa ampiezza e frequenza,

ma 
on x

2

sfasato di un quarto di periodo in ritardo rispetto a x

1

.

Possiamo poi vedere l'e�etto dei fattori 
he abbiamo tralas
iato, 
ome una

lenta variazione nell'ampiezza di quelle os
illazioni: nel gergo delle radio
omuni-


azioni di parla di \modulazione." Poi
h�e la modulazione �e 
ol 
oseno per x

1

, e


ol seno per x

2

, ne segue 
he all'inizio l'ampiezza di x

1

�e massima e quella di x

2

�e nulla; poi la prima de
res
e e la se
onda aumenta, �no al punto 
he l'ampiezza

di x

1

si annulla e quella di x

2

raggiunge il massimo. Dopo di 
he il 
i
lo s'inverte.

La situazione �e rappresentata gra�
amente in �g. 30a{3.

Le 
ostanti del moto

Dalle (30a{5) si vede, poi
h�e abbiamo a 
he fare 
on due os
illatori armoni
i,


he esistono le due 
orrispondenti 
ostanti del moto 
he danno le loro energie:

E

�

=

1

2

m

_

�

2

+

1

2

k�

2

E

�

=

1

2

m _�

2

+

1

2

(k + 2q) �

2

(30a{7)

e 
he in generale non 
e ne sono altre (basta ripensare a quello 
he abbiamo

detto a proposito dell'os
illatore armoni
o anisotropo alla �ne del Cap. 26).

Per un motivo 
he sar�a 
hiaro fra po
o, 
onviene ride�nire le (30a{7) mol-

tilpli
ando la prima e dividendo la se
onda per 2:

E

�

= m

_

�

2

+ k�

2

E

�

=

1

4

m _�

2

+

1

4

(k + 2q) �

2

:

Esprimendo �, � per mezzo di x

1

, x

2

si trova:

E

�

=

1

4

m ( _x

2

1

+ 2 _x

1

_x

2

+ _x

2

2

) +

1

4

k (x

2

1

+ 2x

1

x

2

+ x

2

2

)

E

�

=

1

4

m ( _x

2

1

� 2 _x

1

_x

2

+ _x

2

2

) +

1

4

(k + 2q) (x

2

1

� 2x

1

x

2

+ x

2

2

):

(30a{8)

Dal momento 
he E

�

, E

�

sono 
ostanti del moto, lo �e qualunque loro fun-

zione; in parti
olare �e interessante la somma

E = E

�

+ E

�

=

1

2

m _x

2

1

+

1

2

m _x

2

2

+

1

2

kx

2

1

+

1

2

kx

2

2

+

1

2

q (x

2

� x

1

)

2

(30a{9)


he ha un'interpretazione evidente: i primi due termini sono le energie 
ineti
he

delle due masse; i due su

essivi danno le energie potenziali delle molle esterne, e

in�ne l'ultimo termine �e l'energia potenziale della molla intermedia. Dunque E

�e l'energia totale dell'intero sistema di due masse e tre molle, 
he naturalmente

si 
onserva.

30a{5



Si pu�o an
he riordinare la (30a{9) 
ome segue:

E =

�

1

2

m _x

2

1

+

1

2

kx

2

1

�

+

�

1

2

m _x

2

2

+

1

2

kx

2

2

�

+

1

2

q (x

2

� x

1

)

2

= E

1

+ E

2

+ E

int

dove si vede 
he E

1

�e l'energia dell'os
illatore armoni
o 
ostituito dalla massa 1


on la molla di sinistra, E

2

l'energia di quello 
omposto dalla massa 2 
on la

molla di destra, ed E

int

, 
he �e l'energia potenziale della molla 
entrale, �e l'energia

d'interazione fra i due os
illatori. Solo la somma di queste tre energie �e 
ostante,

ma non 
ias
una separatamente.

Se q � k potremo tras
urare E

int

: allora E

1

+ E

2

�e 
ostante, ma 
i�o non

vuol dire 
he l'interazione non abbia pi�u e�etto: 
ome abbiamo visto le ampiezze

dei due os
illatori variano nel tempo, in modo tale 
he mentre E

1


res
e E

2

diminuis
e, e vi
eversa. Si ha dunque un trasferimento di energia fra i due

os
illatori, alla frequenza 
� !.

Masse uguali, molle diverse

Se le due molle laterali non sono uguali, pur restando uguali le masse, il

problema �e pi�u 
ompli
ato, per
h�e perdiamo una simmetria. Pro
edendo 
ome

nel 
aso simmetri
o si arriva senza diÆ
olt�a alle equazioni:

m�x

1

= �k

1

x

1

� q (x

1

� x

2

)

m�x

2

= �k

2

x

2

� q (x

2

� x

1

):

(30a{10)

Ora non basta sommare e sottrarre per sempli�
are le equazioni, ma 
i viene

an
ora una volta in so

orso l'uso dei numeri 
omplessi.

Inve
e di x

1

, x

2

s
riviamo z

1

, z

2

, e 
er
hiamo una soluzione della forma

z

1

= z

10

e

�i!t

; z

2

= z

20

e

�i!t

: (30a{11)

Se rius
iremo a trovarla, prendendo le parti reali troveremo una x

1

e una x

2


he os
illano 
on la stessa frequenza, an
he se 
on ampiezze e fasi diverse tra

loro. Una soluzione 
os�� fatta generalizza le soluzioni A e B trovate nel 
aso

simmetri
o.

Per andare avanti basta sostituire le (30a{11) nelle (30a{10); dopo qual
he

passaggio si arriva a

(k

1

+ q �m!

2

) z

10

� qz

20

= 0

�qz

10

+ (k

2

+ q �m!

2

) z

20

= 0:

(30a{12)

Questo �e un sistema di due equazioni lineari omogenee in z

10

, z

20

; avr�a in genera-

le solo la soluzione nulla (
he ovviamente non serve) a meno 
he il determinante

dei 
oeÆ
ienti non sia zero:

(k

1

+ q �m!

2

) (k

2

+ q �m!

2

)� q

2

= 0: (30a{13)
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Dovremo dunque s
egliere ! in modo 
he la (30a{13) sia soddisfatta, e avremo

!

2

=

1

2m

�

k

1

+ k

2

+ 2q �

p

(k

1

� k

2

)

2

+ 4q

2

�

: (30a{14)

Poi
h�e a noi interessa ! > 0, la (30a{14) 
i d�a sempre due valori distinti

per ! (il radi
ando si annulla solo se k

1

= k

2

e q = 0, ossia se non 
'�e interazione).

Esistono dunque due soluzioni diverse della forma (30a{11), e 
ias
una 
ontiene

due 
ostanti arbitrarie (non quattro, per
h�e il sistema (30a{12) determina z

20

dato z

10

). In 
on
lusione, una 
ombinazione lineare di queste due soluzioni 
i

d�a l'integrale generale del sistema (30a{10).

Non �e il 
aso di andare oltre nei 
al
oli; si pu�o indovinare 
he an
he in

questo 
aso esistono due 
ostanti del moto, 
he si 
onserva l'energia totale, 
he

per le energie dei due os
illatori si trova un'os
illazione del tutto simile a quella

trovata nel 
aso simmetri
o, e

.

�

E inve
e interessante studiare 
ome le frequenze trovate dipendono dalle


ostanti delle molle. In primo luogo, se q = 0 le frequenze sono

p

k

1

=m e

p

k

2

=m,

il 
he �e ovvio: 
ias
uno dei due os
illatori si muove per proprio 
onto. Le 
ose

sono pi�u 
ompli
ate per q 6= 0, 
he �e del resto il 
aso signi�
ativo.

In �g. 30a{4 abbiamo tra

iato il gra�
o dei due valori di !

2

in funzione

di q, per k

1

e k

2

�ssati. Si tratta dei due rami di una stessa iperbole, i 
ui

asintoti hanno equazioni !

2

= (k

1

+ k

2

)=2m e !

2

= (k

1

+ k

2

+ 4q)=2m.

Problema: Sapreste spiegare per
h�e quando q �e molto grande si ottengono le

espressioni 
he abbiamo s
ritto per gli asintoti? (Suggerimento: la molla inter-

media �e molto pi�u \dura" delle altre due, quindi: : : )

Riassumendo e generalizzando

Resterebbe da studiare il 
aso generale in 
ui non solo le molle, ma an
he le

masse sono diverse. Per�o a parte i 
al
oli, 
he sono un po' pi�u 
ompli
ati, non

si trova niente di nuovo rispetto ai 
asi gi�a studiati. Infatti le equazioni saranno

m

1

�x

1

= �k

1

x

1

� q (x

1

� x

2

)

m

2

�x

2

= �k

2

x

2

� q (x

2

� x

1

):

e si tratta sempre di un sistema di due equazioni di�erenziali del se
ondo ordine,

lineari e omogenee. Potremo per
i�o usare la stessa te
ni
a vista sopra per trovare

due frequenze, e

. e

.

Riassumiamo ora quello 
he abbiamo trovato. In un sistema di due os
illa-

tori armoni
i a

oppiati �e sempre possibile una trasformazione lineare di 
oor-

dinate (dalle x a 
erte �) in modo tale 
he le nuove 
oordinate obbedis
ono a

equazioni di�erenziali di os
illatori armoni
i indipendenti, in generale 
on fre-

quenze diverse !

i

. Se s
egliamo le 
ondizioni iniziali in modo 
he solo una �

i

e
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la 
orrispondente

_

�

i

siano diverse da zero, tutti gli os
illatori si muovono quindi

di moto armoni
o, 
on la stessa frequenza !

i

. L'integrale generale del siste-

ma si ottiene per sovrapposizione di questi moti sempli
i, 
he si 
hiamano modi

normali.

La 
osa notevole (
he verr�a dimostrata in 
orsi superiori) �e 
he questo risul-

tato vale in generale, per un numero qualsiasi di os
illatori armoni
i a

oppiati.

Ma abbiamo gi�a visto (Cap. 27) 
he la legge di forza lineare �e la prima approssi-

mazione per il moto attorno a una 
on�gurazione di equilibrio stabile; ne segue


he le pi

ole os
illazioni di qualsiasi sistema �si
o possono essere trattate 
ome

un sistema di os
illatori armoni
i a

oppiati, e quindi ridotte a un insieme di

modi normali.

�

E questa la ragione | gi�a a

ennata all'inizio del Cap. 21| per


ui l'os
illatore armoni
o �e di 
os�� grande importanza in tutta la �si
a.
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30b. Il 
omportamento 
aoti
o

Nel Cap. 20 abbiamo brevemente des
ritto il problema della stabilit�a delle

equazioni del moto, e 
itato il 
onnesso fenomeno del 
aos deterministi
o; qui

vogliamo tornare sull'argomento per approfondirlo un po', soprattutto per mezzo

di qual
he esempio.

Stabilit�a di un sistema di equazioni di�erenziali

Nella me

ani
a newtoniana, 
ome sappiamo, il moto di un sistema �si
o


on n gradi di libert�a �e des
ritto da n equazioni di�erenziali di se
ondo ordine,

o equivalentemente da 2n equazioni di�erenziali del primo ordine. Il moto �e


ompletamente determinato una volta 
he siano assegnate le 
ondizioni iniziali

(posizione e velo
it�a) di tutti i punti del sistema.

�

E questo il determinismo della

me

ani
a newtoniana.

Nel seguito 
onverr�a riferirsi al moto nello spazio delle fasi, 
he sar�a un sem-

pli
e piano per sistemi 
on un solo grado di libert�a, o avr�a un numero maggiore

di dimensioni, per sistemi pi�u 
ompli
ati. Ci limiteremo poi a sistemi autonomi

(
osa 
he non �e un'e�ettiva restrizione, 
ome abbiamo visto alla �ne del Cap. 20).

Ci�o posto, da ogni dato punto iniziale P

0

parte una 
urva integrale 
, e se


onsideriamo un se
ondo punto P

0

0

otteniamo una se
onda 
urva 


0

; �e intuitivo


he se P

0

0

�e \vi
ino" a P

0

, la 
urva 


0

rester�a \vi
ina" a 
. Le virgolette stanno

a indi
are 
he o

orrerebbe dare un'esatta de�nizione del termine \vi
ino," ma

noi eviteremo di entrare in dettagli.

�

E meglio dare inve
e una des
rizione della stessa situazione da un punto

di vista pi�u �si
o, 
on un esempio. Se abbiamo messi in orbita due satelliti

arti�
iali, in modo tale 
he a un 
erto istante le loro posizioni e velo
it�a siano

po
o diverse, 
i aspettiamo 
he an
he al passare del tempo i due satelliti non

si allontanino troppo uno dall'altro; e questo sar�a tanto pi�u vero, quanto pi�u

vi
ini essi erano all'inizio. In termini matemati
i, stiamo di
endo 
he posizione e

velo
it�a del satellite a un istante assegnato t

1

saranno funzioni 
ontinue della sua

posizione e della sua velo
it�a all'istante iniziale t

0

. Questo pu�o essere dimostrato,

e dunque �n qui non 
i sono problemi.

Instabilit�a e tempo di Liapunov

I problemi nas
ono quando 
i si 
hiede: 
he 
osa a

ade al passare del

tempo? In altre parole, 
ome varia la distanza fra i satelliti quando t 
res
e?

Oppure, pi�u in astratto: la distanza fra i punti allo stesso t sulle due 
urve 
 e 


0


ome varia 
on t?

�

E naturale aspettarsi 
he la distanza fra i punti (o quella fra i

satelliti) vada aumentando al 
res
ere di t; quindi la domanda esatta �e: 
on 
he

legge possiamo aspettar
i 
he vada 
res
endo questa distanza? Potrebbe forse


res
ere proporzionalmente al tempo? o al quadrato del tempo? o al 
ubo?
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�

E 
hiaro l'interesse �si
o della domanda: se la distanza 
res
e molto rapi-

damente, sar�a molto diÆ
ile fare previsioni sulla posizione futura, a 
ausa del-

l'inevitabile in
ertezza sperimentale sulle 
ondizioni iniziali. Dovremo dunque

distinguere sistemi a 
omportamento \buono" (quelli in 
ui la distanza non 
re-

s
e rapidamente) da sistemi a 
omportamento \
attivo" (se la distanza aumenta

troppo velo
emente). In prati
a la distinzione si fa a se
onda 
he l'aumento sia


on una potenza di t, oppure 
on un esponenziale: il primo 
aso, 
he per noi �e

quello buono, si 
hiama stabile, mentre il se
ondo (
attivo) si 
hiama instabile.

Se il sistema �e instabile, la distanza fra i punti P(t) e P

0

(t) 
res
e esponen-

zialmente:

PP

0

/ e

t=�

e la 
ostante di tempo � si 
hiama tempo di Liapunov del sistema. Per 
apire


he 
osa questo signi�
hi, des
riviamo un esempio possibile.

Supponiamo di aver dimostrato 
he per un 
erto sistema di punti materiali,

vin
olati a muoversi in una regione di spazio dell'ordine di un metro (potrebbe

ad es. trattarsi di un 
erto numero di palle su di un tavolo da biliardo) il tempo

di Liapunov sia di un minuto. Se l'in
ertezza nella misura delle posizioni iniziali

�e Æ = 1mm, dopo un minuto l'in
ertezza sar�a salita solo a e

1

Æ ' 2:7mm, ma dopo

10 minuti sar�a e

10

Æ ' 2 � 10

4

mm, 
io�e molto pi�u grande dello spazio disponibile;

il 
he �e quanto dire 
he non sar�a possibile fare nessuna previsione. Se an
he, per

assurda ipotesi, rius
issimo a misurare le posizioni 
on errore Æ = 10

�10

m, in


apo a mezz'ora avremmo

e

30

Æ ' 10

3

m:

L'esempio mostra a suÆ
ienza 
he se il sistema �e instabile il suo 
omporta-

mento a lungo termine �e del tutto imprevedibile. In queste 
ondizioni il sistema

sembra evolvere senza nessuna regola, in maniera 
asuale: si parla per
i�o di


omportamento 
aoti
o. Un sistema stabile �e an
he detto regolare. L'espressio-

ne 
aos deterministi
o viene usata per mettere in evidenza 
he il 
omportamento


aoti
o 
oesiste 
ol 
arattere an
ora deterministi
o delle equazioni di�erenziali.

\Zoologia" dei sistemi 
aoti
i

La dis
ussione 
he abbiamo fatto �n qui potrebbe an
he essere vuota di 
on-

tenuto, nel senso 
he i sistemi 
aoti
i potrebbero an
he non esistere, oppure esse-

re delle rarit�a \patologi
he," o almeno essere sistemi assai 
ompli
ati.

�

E dunque

opportuno des
rivere la situazione quale si ris
ontra nella realt�a. Enun
eremo

al
une proposizioni, 
he non 
i sar�a possibile dimostrare, e poi mostreremo un

esempio tipi
o.

Proposizione 1: Un sistema 
on un solo grado di libert�a non �e mai 
aoti
o.

Quello 
he al massimo pu�o a

adere �e di avere instabilit�a per 
ondizioni iniziali

e

ezionali.
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Esempio 1: L'os
illatore armoni
o �e iso
rono: ne segue 
he la distanza fra due

punti su due diverse 
urve integrali non 
ambia nel tempo.

Esempio 2: Il pendolo non �e iso
rono: se per
i�o 
onsideriamo due 
urve integrali

per ampiezze diverse, abbiamo periodi diversi e i punti si allontanano (quello 
ol

periodo pi�u lungo resta indietro); ma la distanza 
res
e proporzionalmente al

tempo. Fa e

ezione la posizione di equilibrio instabile.

Proposizione 2: Un sistema lineare, quale 
he sia il numero di gradi di libert�a,

non �e mai 
aoti
o. Questo si 
apis
e fa
ilmente, ri
ordando 
he lo possiamo

sempre ri
ondurre a pi�u os
illatori armoni
i indipendenti (Cap. 30a).

Proposizione 3: Per un sistema 
onservativo non lineare, a due o pi�u gradi di

libert�a, esistono \quasi sempre" regioni pi�u o meno estese dello spazio delle fasi

a 
omportamento 
aoti
o. Quasi sempre, per
h�e vi sono 
asi spe
iali, in generale

legati alla presenza di parti
olari invarianze, 
he sono inve
e 
ompletamente

stabili: il pi�u 
lassi
o �e il sistema di due 
orpi in interazione gravitazionale, del

quale 
i o

uperemo pi�u avanti.

Commento 1: La validit�a di questa proposizione �e una s
operta re
ente, 
o-

me abbiamo detto. Per molto tempo si �e 
reduto 
he il 
omportamento 
ao-

ti
o potesse al pi�u essere proprio di sistemi molto 
ompli
ati: questo per ef-

fetto della 
onos
enza di al
uni sistemi sempli
i non 
aoti
i (quelli di 
ui si

sapeva studiare le soluzioni per via analiti
a) e di metodi di approssimazio-

ne 
he nas
ondevano il problema.

�

E stato solo 
on la disponibilit�a di potenti

mezzi di 
al
olo 
he si �e potuta ra

ogliere una suÆ
iente esperienza 
he ha

portato a ristudiare il problema, e a ris
oprire lavori (
ome quelli di Poin
ar�e

di oltre un se
olo fa) nei quali i risultati di oggi erano gi�a in parte anti
ipa-

ti.

Commento 2: Dato 
he i sistemi lineari non sono mai 
aoti
i, e 
he per molto

tempo i �si
i hanno 
reduto 
he il 
aos fosse un fenomeno solo di sistemi 
omples-

si (e per
i�o diÆ
ili da studiare) si �e oggi di�usa, fuori dell'ambito spe
ialisti
o,

l'idea 
he \
aoti
o" equivalga a \non lineare," e si sente spesso dire 
he i �si
i


apis
ono e studiano solo i fenomeni lineari. Entrambe le a�ermazioni sono false

se prese alla lettera, sebbene 
ontengano una parte di verit�a.

Il 
omportamento 
aoti
o si ris
ontra an
he in situazioni diverse da quelle

�n qui des
ritte: ad es. in sistemi non 
onservativi. Anzi questi presentano

fenomeni diversi, 
he non 
i �e possibile illustrare, 
ome gli \attrattori strani."

Non �e neppure ne
essario pensare a equazioni di�erenziali 
he nas
ono dalle

leggi di Newton: oggi il 
omportamento 
aoti
o �e stato ritrovato nei 
ampi pi�u

disparati, an
he al di fuori della �si
a. Da un punto di vista matemati
o un

sistema di tre equazioni di�erenziali di primo ordine, pur
h�e non lineari, �e gi�a

un buon 
andidato; �e proprio di questo tipo il sistema 
he genera il famoso
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\attrattore di Lorenz" (1962):

_x = 10 (y � x)

_y = x (28� z)� y

_z = xy �

8

3

z:

Ma 
'�e di pi�u: non �e neppure ne
essario pensare a equazioni di�erenziali:

per trovare un 
omportamento 
aoti
o basta un'iterazione dis
reta, 
ome ad es.

la seguente, altrettanto famosa:

x

k+1

= �x

k

(1� x

k

)


he �e 
aoti
a per � > 3:56.

Due esempi a 
onfronto

Abbiamo gi�a detto 
he un sistema 
onservativo a due gradi di libert�a �e

generalmente 
aoti
o, a meno 
he non sia lineare. Per veri�
arlo, mettiamo a


onfronto due sistemi apparentemente molto simili.

Esempio 1: Consiste di due os
illatori armoni
i a

oppiati, ossia di due masse

e tre molle (�g. 30a{2). Supponiamo uguali, per sempli
it�a, le due masse e

an
he le due molle estreme; le equazioni di�erenziali del sistema sono allora

le (30a{4). Per sempli�
are an
ora i 
al
oli possiamo s
egliere l'unit�a di tempo

uguale a

p

m=k: allora le equazioni si ridu
ono a

�x

1

= �x

1

+ r (x

2

� x

1

)

�x

2

= �x

2

+ r (x

1

� x

2

):

(30b{1)

dove r = q=k �e un numero puro 
he misura la grandezza dell'interazione fra i

due os
illatori (veri�
are!)

Esempio 2: Prendiamo an
ora due os
illatori a

oppiati, 
on l'uni
a di�erenza


he la molla di destra (�g. 30b{1) sia una molla \dura," la 
ui legge di forza

anzi
h�e �kx �e �k

0

x

3

. Questa volta per sempli�
are al massimo le equazioni

o

orre s
egliere opportunamente non solo l'unit�a di tempo, ma an
he quella di

lunghezza, 
he dovr�a essere

p

k=k

0

. Cos�� fa
endo, inve
e delle (30b{1) avremo

�x

1

= �x

1

+ r (x

2

� x

1

)

�x

2

= �x

3

2

+ r (x

1

� x

2

):

(30b{2)

Quello 
he vogliamo a

ertare �e se si tratti di sistemi stabili: per vederlo,

pro
ediamo 
ome segue. S
egliamo delle 
ondizioni iniziali, ad es. le seguenti:

x

1

(0) = 0; _x

1

(0) = v 6= 0

x

2

(0) = 0; _x

2

(0) = 0
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e determiniamo l'integrale parti
olare 
he le soddisfa. Poi ripetiamo il 
al
olo


ambiando leggermente le 
ondizioni iniziali:

x

1

(0) = 0; _x

1

(0) = v (1 + ")

x

2

(0) = 0; _x

2

(0) = 0:

Chiamiamo Æx

1

la di�erenza fra le x

1

(t) ottenute nei due 
asi, e Æx

2

quella fra

le x

2

(t); 
i proponiamo di studiare 
ome Æx

1

, Æx

2


res
ono 
ol tempo.

Studio dell'esempio 1

In questo 
aso non abbiamo bisogno di fare 
al
oli, poi
h�e si tratta di un

sistema lineare: sappiamo quindi 
he Æx

1

, Æx

2

soddisfano an
ora le (30b{1), 
on

le 
ondizioni iniziali

Æx

1

(0) = 0; Æ _x

1

(0) = v"

Æx

2

(0) = 0; Æ _x

2

(0) = 0:

�

E poi fa
ile 
apire, pensando ad es. alla 
onservazione dell'energia, 
he Æx

1

, Æx

2

sono funzioni limitate del tempo, e 
he il loro estremo superiore �e proporzionale

a ". Dunque il sistema dell'esempio 1 �e stabile.

Eser
izio: Dimostrare 
he Æx

1

, Æx

2

non superano mai v".

Studio dell'esempio 2

Questa volta il sistema non �e lineare, e inoltre il suo integrale generale non

�e esprimibile 
on funzioni elementari; non resta per
i�o 
he ri
orrere a un'inte-

grazione numeri
a. A questo s
opo dobbiamo anzitutto �ssare un valore del

parametro r, e poi le 
ondizioni iniziali, ossia v ed ".

Osserviamo anzitutto 
he per r = 0 il sistema (30b{2) si ridu
e a due

equazioni separate, per il moto delle due masse senza molla interposta: un tale

sistema �e 
ertamente regolare. Per mostrare quanto sia importante la presenza

dell'a

oppiamento, s
egliamo quindi un valore abbastanza pi

olo per r, ad es.

r = 0:1.

Quanto a v, 
e ne serviremo per mostrare 
he il nostro sistema non �e sempre


aoti
o: faremo i 
al
oli per due valori: v = 1:0 e v = 1:4, 
he sebbene po
o

diversi danno luogo a 
omportamenti opposti. In�ne prendiamo " molto pi

olo,

per far vedere in modo apparis
ente l'e�etto dell'instabilit�a: " = 10

�8

.

Abbiamo riportano nelle �g. 30b{2 e 30b{3 i risultati dell'integrazione nu-

meri
a rispettivamente per i due valori di v. (Il gra�
o mostra jÆx

2

j: quello

di jÆx

1

j �e del tutto simile). Esaminiamoli separatamente.

In �g. 30b{2 vediamo 
he jÆx

2

j os
illa 
on ampiezza 
res
ente nel tempo;

nell'intervallo esaminato (�no a t = 4 � 10

3

) l'ampiezza delle os
illazioni �e pro-

porzionale a t, e non supera 2 � 10

�6

. Dunque 
on queste 
ondizioni iniziali il


omportamento del sistema �e regolare.
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Tutt'altro si vede in �g. 30b{3: osserviamo anzitutto 
he qui la s
ala del-

le ordinate �e logaritmi
a, e l'intervallo di tempo �e pi�u breve: �no a t = 800.

Dato 
he le os
illazioni 
res
ono 
on legge grosso modo lineare su s
ala semilo-

garitmi
a, ne dedu
iamo 
he la legge d'in
remento dell'ampiezza �e esponenziale;

tra

iando una retta 
he approssimi i dati, possiamo stimare an
he la 
ostante

di tempo, ossia il tempo di Liapunov. Si trova � ' 47.

Si vede an
he 
he nell'intervallo 
onsiderato jÆx

2

j 
res
e di 8 ordini di gran-

dezza: in altre parole un errore nelle 
ondizioni iniziali viene ampli�
ato 
ento

milioni di volte.

�

E evidente la di�erenza rispetto all'altro 
aso: qui il sistema si


omporta in modo 
aoti
o.

Terminiamo 
on un

Problema: An
he il sistema dell'esempio 2 �e 
onservativo: per
h�e allora non

si pu�o usare lo stesso argomento dell'esempio 1 per dare un limite superiore

allo s
ostamento delle traiettorie? Qual'�e l'uni
a informazione ottenibile dalla


onservazione dell'energia?
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