
25. Os
illazioni forzate e risonanza

Abbiamo visto nel Cap. 21 
he l'os
illatore armoni
o 
ostituis
e una buona

approssimazione per le pi

ole os
illazioni dei pi�u svariati sistemi; nel Cap. 24

abbiamo inve
e osservato 
he nei sistemi �si
i reali sono quasi sempre presenti

forze non 
onservative, 
he provo
ano lo smorzamento delle os
illazioni. Tuttavia

�e an
he molto frequente, sia nella realt�a naturale, sia nelle appli
azioni te
ni
he

e s
ienti�
he, una situazione diversa: un sistema os
illante, 
he di per s�e sarebbe

smorzato, viene mantenuto in movimento grazie a forze esterne, 
he forzano

l'os
illazione. Esempi:

{ il pendolo o il bilan
iere di un orologio me

ani
o (se non 
i dimenti
hiamo

di 
ari
arlo)

{ la 
olonna d'aria in un 
auto

{ i 
ir
uiti di sintonia di un radiori
evitore

{ il 
ampo elettromagneti
o nella 
avit�a di un MASER, rifornito di energia

dagli atomi e

itati 
he l'attraversano: : :

L'equazione di�erenziale

Possiamo s
hematizzare la situazione 
ome segue: un os
illatore armoni
o

smorzato �e assoggettato a una forza esterna F = mf 
os!

1

t (
on !

1

in generale

diversa sia da !

0

, sia da !). Se inizialmente l'os
illatore �e fermo, si metter�a in

moto, os
illando 
on ampiezza 
res
ente (la forza esterna fa lavoro positivo, os-

sia qual
he sistema esterno 
ede energia all'os
illatore) �n
h�e l'energia dissipata

dalla resistenza di attrito (
he fa lavoro negativo) 
ompensa quella guadagna-

ta. Si arriva 
os�� a un regime stazionario, ossia a un'os
illazione di ampiezza


ostante alla frequenza !

1

. Vedremo ora 
ome si ritrova rigorosamente quanto

abbiamo asserito in forma intuitiva; ma dobbiamo prima formulare esattamente

il problema matemati
o.

Per 
ambiare, partiremo questa volta dall'equazione del moto s
ritta per la


oordinata x, 
ome equazione di�erenziale di se
ondo ordine:

�x+ 
 _x+ !

2

0

x = f 
os!

1

t: (25{1)

Questa equazione, 
he naturalmente �e valida per qualsiasi possibile moto del no-

stro os
illatore forzato, �e an
ora lineare ma non pi�u omogenea, 
ausa la presenza

del termine forzante a se
ondo membro. Sempre a 
ausa dello stesso termine, il

sistema non �e pi�u autonomo.

Che 
osa possiamo dire in generale delle soluzioni della (25{1)? Siano

h

1

(t), h

2

(t) due integrali parti
olari: non �e pi�u vero 
he ah

1

+ bh

2

�e an
ora

soluzione per a e b qualsiasi, ma solo se a + b = 1 (veri�
are!) Molto pi�u inte-

ressante �e per�o un altro fatto: h

1

� h

2

non soddisfa la (25{1), bens�� l'equazione

omogenea asso
iata:

�x+ 
 _x+ !

2

0

x = 0; (25{2)
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ossia quella dell'os
illatore smorzato libero. Di pi�u, vale an
he il vi
eversa:

se h

0

(t) �e una soluzione della (25{2), allora h

0

+ h

1

�e soluzione della (25{1).

Abbiamo dunque dimostrato il

Teorema: L'integrale generale della (25{1) si ottiene sommando un'integrale par-

ti
olare all'integrale generale dell'equazione omogenea asso
iata (25{2).

Osservazione: Dal ragionamento fatto si 
apis
e 
he il teorema vale per qualsiasi

sistema di equazioni di�erenziali lineari non omogenee, e an
he se il termine

forzante non ha andamento sinusoidale.

Attenzione: Non bisogna 
ommettere l'errore di 
redere 
he per trovare la solu-

zione 
he soddisfa determinate 
ondizioni iniziali si debba prima s
egliere l'inte-

grale parti
olare dell'equazione omogenea 
he soddisfa quelle 
ondizioni iniziali,

e a questo sommare l'integrale parti
olare dell'equazione non omogenea. Al 
on-

trario, prima si deve s
rivere l'integrale generale dell'equazione non omogenea,

e poi imporre a questo le 
ondizioni iniziali.

Esempio (banale): Se le 
ondizioni iniziali per la (25{1) sono x = 0, _x = 0,

la soluzione della (25{2) 
he le soddisfa �e x = 0; se a questa sommiamo un

integrale parti
olare h

1

(t) della (25{1), la somma non potr�a pi�u soddisfare le

stesse 
ondizioni iniziali (a meno 
he questo non sia vero an
he per h

1

, 
he

sarebbe in tal 
aso gi�a la risposta �nale).

Dal momento 
he noi 
onos
iamo l'integrale generale dell'equazione omoge-

nea asso
iata, 
i baster�a trovare un integrale parti
olare per risolvere 
ompleta-

mente il problema matemati
o.

Il prin
ipio di sovrapposizione

Di grande importanza per questi sistemi �e il seguente

Teorema (prin
ipio di sovrapposizione): Date due equazioni di�erenziali lineari

(an
he non omogenee) 
he di�eris
ono al pi�u per i termini noti (ossia 
he hanno

la stessa equazione omogenea asso
iata):

�x+ 
 _x+ !

2

0

x = �

1

(t)

�x+ 
 _x+ !

2

0

x = �

2

(t)

se h

1

(t) e h

2

(t) sono due loro integrali parti
olari, allora h(t) = a

1

h

1

(t)+a

2

h

2

(t)

�e un integrale parti
olare dell'equazione

�x+ 
 _x+ !

2

0

x = a

1

�

1

(t) + a

2

�

2

(t):

La dimostrazione non ri
hiede altro 
he la sempli
e sostituzione.

Si vede 
he il prin
ipio di sovrapposizione esprime nel modo pi�u diretto la

linearit�a delle equazioni, ossia della des
rizione matemati
a del sistema �si
o

in esame. Possiamo per
i�o vederlo 
ome una formulazione equivalente della

linearit�a, e ritenerlo valido, del tutto in generale, per ogni tipo di sistemi lineari.
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Un esempio 
hiarir�a meglio la se
onda a�ermazione. Una data distribuzio-

ne D

1

di 
ari
he genera nello spazio un 
erto 
ampo elettri
o

~

E

1

; una se
onda

distribuzione D

2

genera inve
e un altro 
ampo

~

E

2

. Se le due distribuzioni sono

presenti insieme (senza 
he nessuna modi�
hi l'altra) il 
ampo elettri
o prodot-

to �e esattamente la somma

~

E

1

+

~

E

2

, in ogni punto dello spazio. Questo per
h�e

an
he le equazioni dell'elettrostati
a sono lineari.

A 
ausa della sua generalit�a si preferis
e talvolta enun
iare il prin
ipio di

sovrapposizione in una forma pi�u espressiva da un punto di vista �si
o, ma an
he

peri
olosamente vaga:

In un sistema lineare se due 
ause agis
ono insieme produ
ono un e�etto 
he �e

la somma degli e�etti 
he 
ias
una delle due produ
e se agis
e da sola.

Abbiamo de�nito \peri
olosamente vaga" questa formulazione, per
h�e si nomi-

nano \
ause" ed \e�etti" senza de�nirli 
on pre
isione, e non si 
hiaris
e 
he

la somma va intesa nel senso di una pre
isa operazione matemati
a. Il punto


entrale �e infatti 
he il prin
ipio di sovrapposizione ha senso solo nell'ambito di

una determinata teoria matemati
a, nella quale si ris
ontri la propriet�a di essere

lineare.

Il regime stazionario

Abbiamo gi�a detto 
he deve esistere una soluzione stazionaria della (25{1),

in 
ui l'os
illatore si muove 
on legge sinusoidale, alla frequenza del termine

forzante. Il modo pi�u sempli
e di trovarla �e di lavorare di nuovo nel 
orpo


omplesso, studiando, in luogo della (25{1), la seguente:

�z + 
 _z + !

2

0

z = f e

�i!

1

t

: (25{3)

La (25{3) �e un'equazione in 
ui il termine forzante �e 
omplesso, e per
i�o tali

saranno in generale an
he le possibili soluzioni per la funzione in
ognita z (os-

servazione banale: non �e l'uso della lettera z 
he sta a indi
are \
omplesso":

avremmo potuto benissimo usare x, w, �, o qualunque altro simbolo, senza 
he


on questo 
ambiasse l'equazione!) Per�o la (25{3) ha un'altra propriet�a: �e a 
oef-

�
ienti reali. La 
onseguenza �e 
he se z(t) �e un'integrale parti
olare, allora la

funzione 
oniugata z

�

(t) �e integrale parti
olare dell'equazione 
oniugata

�z

�

+ 
 _z

�

+ !

2

0

z

�

= f e

i!

1

t

: (25{4)

Ci�o posto, il prin
ipio di sovrapposizione 
i assi
ura 
he ogni soluzione z

della (25{3) 
e ne d�a una della (25{1), prendendo x =

1

2

(z + z

�

) = <z. Infatti

1

2

�

e

�i!

1

t

+ e

i!

1

t

�

= 
os!

1

t:

Cer
hiamo dunque una soluzione della (25{3) 
he abbia la forma

z = z

0

e

�i!

1

t

:
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Dato 
he _z = �i!

1

z

0

e

�i!

1

t

e �z = �!

2

1

z

0

e

�i!

1

t

, si deve avere

(�!

2

1

� i
!

1

+ !

2

0

) z

0

= f

da 
ui

z

0

=

f

(!

2

0

� !

2

1

)� i
!

1

= f

(!

2

0

� !

2

1

) + i
!

1

(!

2

0

� !

2

1

)

2

+ 


2

!

2

1

= if


!

1

+ i (!

2

1

� !

2

0

)

(!

2

0

� !

2

1

)

2

+ 


2

!

2

1

:

Se poniamo z

0

= Ae

i'

abbiamo subito

A

2

=

f

2

D

; ' =

�

2

+ ar
tg

!

2

1

� !

2

0


!

1

(25{5)

dove D =

�

!

2

0

� !

2

1

�

2

+ 


2

!

2

1

.

�

E importante studiare 
ome variano l'ampiezza e la fase dell'os
illazione

stazionaria, al variare della frequenza forzante. Per quanto riguarda l'ampiezza,

la prima delle (25{5) 
i mostra i seguenti fatti:

{ a basse frequenze (!

1

� !

0

) l'ampiezza approssima f=!

2

0

{ ad alte frequenze (!

1

� !

0

) l'ampiezza tende a zero 
ome f=!

2

1

: l'esatto

signi�
ato di questa espressione �e

lim

!

1

!1

A

f=!

2

1

= 1

{ esiste un massimo dell'ampiezza per !

2

1

= !

2

0

�

1

2




2

, e vale f=
!, dove ! �e

quella de�nita nel Cap. 24.

Se 
 � !

0

si ha dunque una notevole esaltazione delle os
illazioni (risonanza).

Negli stessi 
asi, la fase ha il seguente 
omportamento:

{ a basse frequenze '! 0 (l'os
illazione �e in fase 
on la forza esterna)

{ ad alte frequenze '! �, ossia le os
illazioni sono in opposizione alla forza

{ ' = �=2 per !

1

= !

0

.

Il tutto �e riassunto nelle �g. 25{1 e 25{2.

Il 
aso 
 � !

0

, ossia Q� 1, merita un esame parti
olare: il massimo della


urva di risonanza �e aguzzo, e basta studiare valori di !

1

po
o diversi da !

0

.

Allora

D =

�

!

2

0

� !

2

1

�

2

+


2

!

2

1

= (!

0

�!

1

)

2

(!

0

+!

1

)

2

+


2

!

2

1

' 4!

2

0

�

(!

0

� !

1

)

2

+

1

4




2

�

e poi:

A

2

=

1

4!

2

0

f

2

(!

0

� !

1

)

2

+

1

4




2

' =

�

2

+ ar
tg

!

1

� !

0


=2

:
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Le 
aratteristi
he essenziali sono:

{ A risonanza (!

1

= !

0

), A = f=
!

0

e ' = �=2.

{ Fuori risonanza, le 
urve sono simmetri
he.

{ L'ampiezza si ridu
e di un fattore

p

2 per j!

1

� !

0

j = 
=2; poi
h�e in tal


aso l'energia dell'os
illatore �e dimezzata rispetto alla risonanza, si di
e 
he

la \larghezza di banda a met�a altezza" (half-height bandwidth) �e 
.

{ Negli stessi punti, ' = �=2� �=4.

{ Per j!

1

� !

0

j � 
, la 
urva dell'ampiezza non dipende da 
:

A = f=(2!

0

j!

1

� !

0

j).

Tutte queste 
aratteristi
he sono riassunte in �g. 25{3.

La larghezza della risonanza 
i d�a una nuova interpretazione del fattore di

merito: Q = !

0

=
 �e il rapporto tra la frequenza di risonanza e la larghezza di

banda.

Bilan
io dell'energia

�

E interessante studiare il bilan
io energeti
o a risonanza. L'energia dell'o-

s
illatore �e

E =

1

2

m!

2

0

A

2

=

mf

2

2


2

:

Questa si mantiene 
ostante, 
ome abbiamo gi�a detto, per
h�e la forza esterna fa

un lavoro positivo 
he 
ompensa quello negativo della forza d'attrito. Cal
olia-

mo il lavoro fatto dalla forza esterna: in un intervallo dt avremo (a risonanza

!

1

' !

0

, x = A sin!

0

t)

F dx = Fv dt = (mf 
os!

0

t) (!

0

A 
os!

0

t) dt =

mf

2





os

2

!

0

t dt:

Questa espressione dipende da t a 
ausa del termine 
os

2

!

0

t, 
he os
illa fra

0 e 1; il suo valor medio �e 1/2, per 
ui il lavoro fatto in un periodo �e

L =

mf

2

2


T =

�mf

2


!

0

= 2�

E

Q

:

Abbiamo 
os�� trovato un'altra interpretazione del fattore di merito: esso mi-

sura (a meno del fattore 2�) il rapporto fra l'energia a

umulata nell'os
illatore

e il lavoro fatto dalla forza esterna in un periodo. Ne segue 
he un os
illatore


on Q molto grande

{ risponde in modo selettivo a solle
itazioni esterne 
on frequenze po
o diverse

da quella propria

{ ri
hiede po
hissima energia dall'esterno per essere mantenuto in os
illazione.
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Sono queste due qualit�a (l'una o l'altra a se
onda dei 
asi) 
he rendono pregiati

gli os
illatori 
on alto fattore di merito.

Esempi di risonanze

Os
illazioni forzate e risonanza sono assai frequenti e importanti | 
ome

abbiamo gi�a osservato | nella �si
a e nella te
ni
a, an
he al di fuori dell'ambito

strettamente me

ani
o: vogliamo ora guardare pi�u da vi
ino al
uni esempi

signi�
ativi.

1. Strumenti musi
ali:

In quasi tutti gli strumenti musi
ali la risonanza gio
a un ruolo importante,

ma il 
aso pi�u evidente e pi�u sempli
e �e quello degli strumenti a �ato della

famiglia del 
auto. Qui il sistema os
illante �e la 
olonna d'aria 
ontenuta nel

tubo; la forza e

itante sono le 
uttuazioni irregolari di pressione prodotte dal

soÆo del suonatore sull'imbo

atura. Il fatto per noi importante �e 
he il termine

forzante non �e a�atto sinusoidale, ma ha inve
e le 
aratteristi
he di un \rumore

bian
o" (�g. 25{4).

Si pu�o 
onsiderare tale rumore 
ome la somma di un gran numero di 
on-

tributi sinusoidali, a diverse frequenze (Fourier) e grazie al prin
ipio di sovrap-

posizione il 
auto risponde a 
ias
uno, 
on un'ampiezza diversa a se
onda della

frequenza. Se il Q �e suÆ
ientemente alto, solo una ristrettissima banda di fre-

quenze dar�a luogo a os
illazioni di ampiezza apprezzabile, e il risultato sar�a un

suono presso
h�e puro. Per 
ambiare l'altezza del suono o

orre e basta variare la

frequenza di risonanza, 
osa 
he si fa 
oprendo o s
oprendo i bu
hi 
he esistono

sul lato del tubo.

Non si pu�o fare a meno di osservare 
he una 
olonna d'aria 
ome quella del


auto (o di tutti gli strumenti a �ato) non ha in realt�a una sola risonanza, ma in-

�nite (uno spettro): di 
onseguenza �e possibile ottenere diverse note (armoni
he)

an
he senza sfruttare l'apertura o 
hiusura dei bu
hi.

�

E an
he ne
essario avvisare 
he in realt�a il sempli
e s
hema 
he abbiamo

proposto non spiega a suÆ
ienza il 
omportamento del 
auto 
he ogni suonatore


onos
e. Per
h�e se non si soÆa abbastanza forte il suono non si \innes
a"?

Per
h�e se si soÆa pi�u forte si salta a un'armoni
a superiore? In�ne, il suono �e

assai pi�u puro di quanto las
erebbe prevedere il Q dello strumento, 
he non �e

molto alto (dopo tutto, se noi sentiamo un suono, e piuttosto forte, vuol dire


he una buona parte dell'energia viene emessa nell'aria 
ir
ostante). Tutti questi

elementi puntano in una sola direzione: il funzionamento di un 
auto 
oinvolge

e�etti non lineari, 
he qui non possiamo analizzare.

2. Sintonizzatori:

Un 
aso apparentemente molto diverso, ma del tutto simile nei prin
ipi, si

ha nella te
ni
a radio. Un ri
evitore radio (o an
he un televisore) ha un'antenna,


he per e�etto delle onde elettromagneti
he emesse da tutte le possibili sorgenti
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�e per
orsa da 
orrente elettri
a. Questa 
orrente entra nel ri
evitore e 
ontiene

sovrapposte tutte le informazioni provenienti dalle sorgenti. Il problema �e quello

di separarle, s
egliendo di volta in volta quella 
he interessa.

A 
i�o provvedono uno o pi�u 
ir
uiti risonanti, 
he si 
omportano an
h'essi


ome os
illatori armoni
i: rispondono 
on molto maggiore ampiezza alle 
orrenti

aventi frequenza vi
ina alla propria frequenza di risonanza. Si usano spesso pi�u


ir
uiti risonanti \in 
as
ata," allo s
opo di aumentare l'e�etto 
omplessivo di

selettivit�a. Oggigiorno �e molto 
omune l'uso di \�ltri a 
ristallo," 
he utilizzano


ristalli (di quarzo o altri) in luogo di 
ir
uiti LC: la ragione �e 
he, 
ome abbiamo

visto, il Q di un quarzo �e di qual
he ordine di grandezza maggiore.

�

E possibile

impiegare la risonanza me

ani
a del 
ristallo di quarzo in un apparato elet-

troni
o, per
h�e il quarzo �e piezoelettri
o, il 
he vuol dire | in termini sempli
i

| 
he le sue vibrazioni produ
ono 
ari
he elettri
he, e 
he vi
eversa pu�o essere

messo in vibrazione appli
ando un 
ampo elettri
o.

Un requisito essenziale di un \sintonizzatore" �e di essere \sintonizzabile" su

diverse frequenze: questo si ottiene fa
ilmente nei risonatori elettri
i variando

uno dei parametri (di solito la 
apa
it�a del 
ondensatore). Non si vede fa
ilmente


ome sintonizzare un 
ristallo, e infatti questo non si fa; si usa la te
ni
a della

\
onversione di frequenza" (un tempo nota 
ome \supereterodina"), su 
ui non

possiamo so�ermar
i.

3. Risonanze atomi
he e nu
leari:

Un terzo esempio, radi
almente diverso nei pro
essi �si
i, ma an
ora del

tutto simile quanto ai 
on
etti di base, �e dato dagli atomi, dai nu
lei, e

. Con-

viene presentare la situazione des
rivendo un possibile esperimento (
ome al

solito, sempli�
ando molto e tras
urando fatti non essenziali).

Nella �g. 25{5 abbiamo un re
ipiente (una 
ella) a pareti trasparenti, in 
ui

�e 
ontenuto un gas (ad es. vapore di sodio). Sulla 
ella si manda una radiazione

elettromagneti
a (lu
e visibile) e si misura l'intensit�a della lu
e 
he attraversa

la 
ella e raggiunge un rivelatore. Se si varia la frequenza della radiazione, e

si ripete la misura, un gra�
o dell'energia sottratta dal gas al fas
io di lu
e, in

funzione della frequenza, presenta una su

essione di \pi

hi" (righe spettrali)

(�g. 25{6).

Abbiamo dunque un e�etto selettivo analogo a quello del 
auto: gli atomi

interagis
ono in modo notevole 
on la radiazione solo per 
erte frequenze. La

radiazione sottratta al fas
io viene dissipata 
on due me

anismi fondamentali:

pu�o andare a s
aldare il gas (assorbimento) o pu�o essere riemessa in tutte le

direzioni (di�usione). Come 
i si pu�o aspettare in 
onseguenza di questi e�etti

dissipativi, le righe spettrali hanno una 
erta larghezza, e si pu�o per
i�o parlare

di un fattore di merito. Inoltre si vede 
he la radiazione di�usa persiste an
he

se si spegne la sorgente di lu
e, 
on un'intensit�a 
he de
res
e esponenzialmente

nel tempo; la 
ostante di tempo �e legata alla larghezza della riga dalla solita

relazione: � = 1=
.
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In questo 
aso si presenta un fatto nuovo: le frequenze di risonanza sono


onnesse a variazioni dis
rete dell'energia 
he l'atomo pu�o avere (livelli energe-

ti
i): la relazione �e data dalla stessa formula di Bohr (�E = h� = �h!) 
he

abbiamo vista al Cap. 23. Nas
ono a questo punto una serie di problemi:

{ Emissione e assorbimento della radiazione hanno luogo solo in \quanti" di-

s
reti, e 
i�o porta ad attribuire 
arattere dis
reto an
he alla stessa radiazione

elettromagneti
a (fotoni).

{ Il singolo atto di emissione dovrebbe avvenire a un istante determinato; 
osa


he non si 
on
ilia 
ol 
arattere esponenziale 
he si osserva nell'emissione

da un insieme di atomi.

{ Se la risonanza non �e ben de�nita, ma ha una 
erta larghezza, lo stesso si

dovr�a dire dell'energia del livello: : :

La soluzione di tutte queste diÆ
olt�a si trova soltanto nella me

ani
a quanti-

sti
a.

Esperimenti analoghi si possono realizzare 
on i nu
lei atomi
i; la di�erenza

essenziale sta nell'ordine di grandezza delle energie in gio
o, 
he sono 
ir
a 10

6

volte maggiori.

4. Parti
elle 
ome risonanze:

Sempre sulla stessa linea, possiamo 
ondurre un esperimento 
he 
oinvol-

ge \parti
elle." Comin
iamo 
on un \bersaglio" 
onsistente di protoni (nu
lei

d'idrogeno) sui quali fa

iamo arrivare per es. dei pioni (mesoni �). An
he in

questo 
aso si pu�o misurare l'assorbimento (questa volta �e pi�u sempli
e 
ontare

le parti
elle) e si trova un risultato analogo al pre
edente. A titolo di esempio,

la prima risonanza si trova quando i pioni hanno un'energia 
ineti
a ' 160MeV,

e ha una larghezza (espressa in energia) di 
ir
a 130MeV; tenendo 
onto del-

l'energia totale del sistema protone{pione (energie di riposo in
luse) si trova un

fattore di merito intorno a 0.1.

Per analogia 
on gli atomi, si pu�o interpretare questo risultato 
ome la

prova 
he esiste un \livello energeti
o e

itato" del protone; in altri 
asi per�o

la larghezza della risonanza �e molto minore, e per
i�o la 
ostante di tempo (vita

media) �e abbastanza lunga per
h�e sia possibile rivelare direttamente il sistema

nello stato e

itato. Allora ries
e pi�u naturale parlare di una nuova \parti
ella":

si vede 
os�� 
he la distinzione fra parti
ella e risonanza non �e a�atto netta, e i due


on
etti sfumano l'uno nell'altro. Per fare un esempio pi�u re
ente, la famosa Z

0

�e una risonanza 
on energia intorno a 90GeV (1GeV = 10

9

eV) e larghezza

di 2:8GeV, 
ui 
orrisponde una vita media � � 10

�26

s.
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25a. Os
illazioni forzate e spazio delle fasi

Come si muove l'os
illatore prima di raggiungere il regime stazionario? Il

problema matemati
o �e 
hiaro: dobbiamo trovare una soluzione della (25{1) 
on

le 
ondizioni iniziali x(0) = 0, _x(0) = 0. La soluzione gi�a trovata non va bene:

infatti essa d�a x(0) = A 
os'; _x(0) = !

1

A sin', e dovrebbe per
i�o essere

A = 0, 
osa possibile solo se f = 0.

L'integrale generale

Ri
ordiamo quanto detto al 
ap. pre
.: l'integrale generale della (25{1) �e la

somma di un qualsiasi integrale parti
olare e dell'integrale generale dell'equazio-

ne omogenea asso
iata. Un integrale parti
olare 
i �e gi�a noto:

x = < z = <

�

z

0

e

�i!

1

t

�

= <

�

Ae

i('�!

1

t)

�

= A 
os('� !

1

t);


on A e ' date dalle (25{5). Quanto all'integrale generale dell'equazione omo-

genea, l'abbiamo visto nel Cap. 24, per es. nella forma

x = a e

�
t=2


os!t+ b e

�
t=2

sin!t;

dove ! �e de�nito nella (24{5), mentre a e b sono 
ostanti arbitrarie.

Mettendo tutto insieme, troviamo l'integrale generale

x = A 
os('� !

1

t) + a e

�
t=2


os!t+ b e

�
t=2

sin!t; (25a{1)

e dobbiamo solo imporre le 
ondizioni iniziali. Per�o il 
al
olo �e piuttosto lungo,

e l'espressione �nale �e po
o istruttiva; possiamo imparare molto di pi�u da una

dis
ussione qualitativa.

Le sezioni di Poin
ar�e

Vogliamo studiare le os
illazioni forzate di un os
illatore armoni
o smor-

zato usando la te
ni
a geometri
a dello spazio delle fasi, gi�a vista al Cap. 21

per l'os
illatore libero. La di�erenza essenziale �e 
he l'os
illatore forzato non

�e autonomo: o

orre allora ri
orrere all'espediente della variabile ausiliaria, 
ui

avevamo a

ennato alla �ne del Cap. 20. Se indi
hiamo 
on q tale variabile au-

siliaria, dovremo aggiungere l'equazione _q = 1, e la 
ondizione iniziale q(0) = 0.

Si arriva 
os�� al sistema di tre equazioni:

_x = !u

_u = �!x� 
u+

f

!

sin!

1

q

_q = 1:

(25a{2)
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Di questo sistema abbiamo gi�a visto 
ome 
al
olare l'integrale generale, ma

vogliamo evitare di disperder
i in una dis
ussione della sua 
ompli
ata espres-

sione, e interpretarlo inve
e per via gra�
a. Una diÆ
olt�a sta nel fatto 
he non

�e fa
ile disegnare uno spazio delle fasi tridimensionale; ma 
i viene in so

orso

un'idea di Poin
ar�e.

La forza esterna �e periodi
a, di periodo T

1

= 2�=!

1

; �e quindi ragionevole

pensare 
he il problema si sempli�
hi se 
i si limita a studiare delle sezioni

dello spazio delle fasi, parallele al piano (x; u) e fatte per q = 0; T

1

; 2T

1

; : : :

(sezioni di Poin
ar�e). Una qualunque 
urva integrale del sistema (25a{1) verr�a

allora rappresentata solo dalle sue intersezioni P

0

;P

1

; : : : 
on quei piani, 
he

disegneremo tutti sovrapposti (�g. 25a{1 e 25a{2).

Da un punto di vista �si
o, 
i�o 
orrisponde a fotografare l'os
illatore agli

istanti 0; T

1

; 2T

1

; : : :: a fare 
io�e un'analisi strobos
opi
a. In questo modo una

soluzione periodi
a di periodo T

1

dar�a un punto �sso, mentre se la soluzione non

�e periodi
a il punto d'intersezione 
ambier�a da una sezione all'altra.

Studio delle traiettorie

Noi gi�a 
onos
iamo la soluzione periodi
a: �e il regime stazionario, 
he nelle

attuali 
oordinate ha equazioni

x = a 
os!

1

t+ b sin!

1

t

u =

!

1

!

(b 
os!

1

t� a sin!

1

t)

q = t:

Si vede 
he la traiettoria �e un'eli
a di passo T

1

, avvolta su di un 
ilindro 
on asse


oin
idente 
on l'asse q (�g. 25a{3). Se !

1

6= ! non si tratta in generale di un


ilindro 
ir
olare, bens�� ellitti
o; ma questa non �e una 
ompli
azione, dato 
he

noi dell'eli
a vediamo solo i punti delle sezioni, 
he sulla proiezione (x; u) sono

tutti 
oin
identi, 
ome abbiamo detto.

Che 
osa possiamo dire della soluzione generi
a? O

upiamo
i in primo

luogo della soluzione omogenea: sappiamo 
he nel piano (x; u) essa des
rive una

spirale, e 
he il tempo per un giro �e T = 2�=!, in genere 6= T

1

. Se ad es. T

1

�e po
o maggiore di T , le foto strobos
opi
he vengono fatte un po' in ritardo

rispetto al tempo o

orrente per un giro: vedremo per
i�o dei punti 
he avanzano

in senso orario. Se al 
ontrario T

1

�e un po' minore di T , le foto saranno in

anti
ipo, e i punti si muoveranno in senso anti orario (�g. 25a{4 e 25a{5). In

tutti i 
asi per�o i punti andranno sempre avvi
inandosi all'origine, per
h�e nella

soluzione omogenea tanto x quanto u tendono a zero per t!1; 
i�o equivale a

dire 
he l'origine �e l'uni
o attrattore.

Se ora sommiamo le due soluzioni (periodi
a e omogenea) avremo la seguen-

te situazione (�g. 25a{6 e 25a{7):
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{ per t = 0, P = O (per
h�e questa �e la 
ondizione iniziale)

{ per t = T

1

; 2T

1

; : : : P gira intorno al punto �sso P

1

; in senso orario se

!

1

< ! (T

1

> T ) e in senso antiorario se !

1

> !

{ in tutti i 
asi, P! P

1

.

L'interpretazione �si
a �e la seguente:

{ l'os
illatore inizia il moto 
on ampiezza pi

ola (il punto P �e vi
ino ad O)

{ l'ampiezza via via 
res
e �no a un massimo, poi de
res
e e os
illa attorno a

quella della soluzione stazionaria,

{ l'os
illazione si stabilizza dopo un tempo teori
amente in�nito, ma in prati
a

dopo qual
he multiplo della 
ostante di tempo 1=


{ dopo questo tempo si mantiene l'os
illazione stazionaria.

Si noti 
he lo stesso su

ede an
he se si parte da altre 
ondizioni iniziali:

infatti nelle sezioni di Poin
ar�e P

1

�e l'uni
o attrattore, 
he 
orrisponde nell'intero

spazio delle fasi a un attrattore periodi
o. Del resto, 
he le 
ose stiano 
os�� si

vede an
he dall'espressione analiti
a (25a{1) dell'integrale generale: quali 
he

siano a e b, per t molto grande la se
onda parte dell'espressione tende a zero

a 
ausa dell'esponenziale, e rimane solo la soluzione stazionaria. La �g. 25a{8

mostra l'andamento tipi
o di x in funzione del tempo.
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26. L'os
illatore armoni
o bidimensionale isotropo

A

ade spesso di dover 
onsiderare moti sotto l'azione di forze elasti
he non

lungo una retta, ma in un piano o nello spazio. Dis
uteremo ora le prin
ipali

di�erenze e novit�a rispetto al 
aso unidimensionale, 
omin
iando 
ol 
aso di un

moto nel piano. Quest'esempio 
i servir�a poi per introdurre 
on
etti di portata

molto pi�u generale.

Equazioni del moto, integrale generale, traiettoria

Innanzitutto pre
isiamo la s
hematizzazione:

{ il moto ha luogo in un piano

{ la forza �e proporzionale allo spostamento da un punto �sso O, 
on la stessa


ostante di proporzionalit�a in tutte le direzioni:

~

F = �k~r )

�

~r = �!

2

~r

�

! =

p

k=m

�

:

Si parla in questo 
aso di os
illatore isotropo: termine 
he sta a signi�
are 
he

il 
omportamento del sistema �e lo stesso in tutte le direzioni.

Abbiamo a 
he fare 
on un sistema autonomo, ma 
on due gradi di libert�a:

per
i�o l'integrale generale ri
hieder�a 4 
ostanti arbitrarie, e 4 dati o

orreranno

per �ssare le 
ondizioni iniziali. Introdu
endo 
oordinate 
artesiane 
on origine

in O si ottengono due equazioni uguali per le 
omponenti di ~r:

�x = �!

2

x

�y = �!

2

y:

(26{1)

Non 
onviene ridurre il sistema (26{1) a 4 equazioni del primo ordine, per
h�e

la dis
ussione geometri
a ri
hiederebbe uno spazio delle fasi a 4 dimensioni, 
he

non �e possibile rappresentare ed �e diÆ
ile \vedere." In termini astratti, quanto

abbiamo detto per i sistemi 
on un solo grado di libert�a resta valido (
ampo

delle velo
it�a, traiettorie, e

.) ma ne faremo a meno.

L'integrale generale delle (26{1) �e

x = A 
os(!t� ') = a 
os!t+ a

0

sin!t

y = B 
os(!t�  ) = b 
os!t+ b

0

sin!t:

(26{2)

Abbiamo dunque due os
illazioni armoni
he lungo i due assi, 
on la stessa fre-

quenza ma 
on fasi e ampiezze arbitrarie. Dato 
he �e sempre jxj � A, jyj � B,

la traiettoria �e 
ertamente 
ontenuta in un rettangolo di lati 2A, 2B, 
ol 
entro

in O. Si vede inoltre 
he esistono istanti nei quali x = �A, e altri in 
ui y = �B:
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dunque la traiettoria dovr�a essere tangente al rettangolo. Eliminando 
os!t

e sin!t dalle (26{2) si ottiene l'equazione della traiettoria:

(b

2

+ b

02

)x

2

� 2(ab+ a

0

b

0

)xy + (a

2

+ a

02

) y

2

= (ab

0

� ba

0

)

2

:

Si tratta dunque di un'ellisse, ins
ritta nel rettangolo gi�a de�nito (�g. 26{1).

In quali 
asi si ha un moto rettilineo? Dev'essere y=x = 
ost:, il 
he �e

possibile sse ' =  o ' =  + �, ossia se i due moti 
omponenti sono in fase

o in opposizione.

�

E an
he possibile un moto 
ir
olare (uniforme): dovr�a essere

A = B, ' =  � �=2.

Le 
ostanti del moto

Dalle (26{2) si ri
ava subito

_x = �!A sin(!t� ')

_y = �!B sin(!t�  )

(26{3)

ed �e fa
ile vedere, 
er
ando di eliminare i termini in seno e 
oseno, 
he le seguenti

grandezze sono 
ostanti del moto:

_x

2

+ !

2

x

2

_y

2

+ !

2

y

2

x _y � y _x: (26{4)

Un teorema generale, 
he non vogliamo qui dimostrare, 
i assi
ura 
he per un

sistema autonomo in n gradi di libert�a esistono al pi�u 2n� 1 
ostanti del moto

indipendenti : nel nostro 
aso 3. Dunque non dobbiamo 
er
arne altre, e 
i resta

solo da interpretare quelle 
he abbiamo trovato.

1. L'energia:

�

E ovvio 
he le prime due hanno a 
he fare 
on le energie dei due os
illatori

armoni
i lungo x e lungo y: infatti

E

x

=

1

2

m!

2

A

2

=

1

2

m _x

2

+

1

2

kx

2

=

1

2

m

�

_x

2

+ !

2

x

2

�

e lo stesso vale per E

y

.

Attenzione: La notazione E

x

, E

y

non deve trarre in inganno: non si tratta delle


omponenti di un vettore!

Naturalmente sar�a an
he 
ostante la somma

E = E

x

+ E

y

=

1

2

m

�

_x

2

+ _y

2

�

+

1

2

k

�

x

2

+ y

2

�

=

1

2

mv

2

+

1

2

kr

2

;


he viene spontaneo 
hiamare energia totale dell'os
illatore bidimensionale, e

leggere 
ome la somma di un'energia 
ineti
a e di un'energia potenziale:

T =

1

2

mv

2

; V =

1

2

kr

2

:
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Mentre per l'energia 
ineti
a non 
i sono 
ommenti da fare, dovremo tornare

sull'energia potenziale, per 
apire la sua relazione 
on la forza elasti
a

~

F .

Nota: Quando si parla di 
ostanti del moto indipendenti non 
i si riferis
e al-

l'indipendenza lineare, ma funzionale: in questo senso non soltanto E non �e

indipendente da E

x

, E

y

, essendone la somma; ma neppure E

2

x

oppure E

x

=E

y

lo sono. La de�nizione esatta d'indipendenza funzionale �e 
ompito dei 
orsi di

Analisi, ma l'idea intuitiva �e 
he una grandezza non sia determinata quando

sono note le altre, 
ome inve
e a

ade negli esempi 
he abbiamo dato.

2. Il momento angolare:

Possiamo vedere la terza delle (26{4) in diversi modi. Uno si ottiene pas-

sando a 
oordinate polari: 
on la solita sostituzione x = r 
os#, y = r sin# si

trova

x _y � y _x = r

2

_

#:

Ri
ordando la (9{6)

a

#

=

1

r

d

dt

�

r

2

_

#

�

per la 
omponente trasversale dell'a

elerazione, vediamo 
he la nostra 
ostante

del moto esiste sse a

#

= 0, ossia sse la forza �e puramente radiale.

Nel nostro 
aso la forza non �e solamente radiale, ma per di pi�u il suo modulo

dipende soltanto da r (il 
ampo di forze �e simmetri
o, ovvero invariante per

rotazioni, attorno ad O). Un 
ampo 
os�� fatto si 
hiama 
entrale, e il moto sotto

l'azione di una tale forza si 
hiama moto 
entrale. Si noti 
he l'esistenza della

nostra 
ostante del moto non ri
hiede 
he la forza sia 
entrale (an
he se questo

�e il 
aso di gran lunga pi�u frequente), ma soltanto 
he sia radiale; tanto meno

o

orre 
he la forza sia elasti
a. Abbiamo dunque trovato un risultato molto pi�u

generale, valido per qualunque forza puramente radiale.

Osserviamo poi 
he

~r �~v = (x _y � y _x)~e

z

; (26{5)

o an
he

~r � d~r = (x _y � y _x)~e

z

dt:

Questa si pu�o interpretare 
ome segue. Il primo membro ha un modulo 
he

misura il doppio dell'area del triangolo tratteggiato in �g. 26{2, e il suo verso �e

quello di ~e

z

o l'opposto, a se
onda 
he il moto attorno ad O sia antiorario oppure

orario. Pertanto, se poniamo

A =

1

2

(x _y � y _x)

la grandezza 
os�� introdotta pu�o essere 
hiamata velo
it�a areale, in quanto misura

l'area spazzata dal vettore ~r per unit�a di tempo.

Dunque: se la forza �e radiale, la velo
it�a areale �e 
ostante. Abbiamo 
os��

dimostrato la se
onda legge di Keplero.
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Per ragioni 
he vedremo in seguito | studiando sistemi pi�u 
ompli
ati del

singolo punto materiale | 
onviene usare, inve
e della grandezza de�nita nel-

la (26{5), quella 
he si ottiene moltipli
andola per la massa:

~

L = m~r �~v =~r �~p;


he si 
hiama momento angolare o momento della quantit�a di moto. Dunque:

In un moto vin
olato a un piano, sotto l'azione di una forza radiale, si 
onserva

la 
omponente del momento angolare perpendi
olare al piano.

Nota: In realt�a

~

L si 
onserva 
ome vettore, visto 
he le altre 
omponenti sono

nulle per de�nizione in questo 
aso.

�

E utile vedere la 
ostanza del momento angolare in modo diretto, dimo-

strando 
he d

~

L=dt = 0. Cal
oliamo:

d

~

L

dt

=

d

dt

(~r �~p) =

_

~r �~p+~r �

_

~p = ~v � (m~v) +~r �

~

F =~r �

~

F :

Sar�a dunque d

~

L=dt = 0 sse la forza �e radiale lungo tutta la traiettoria; anzi

lungo tutte le traiettorie, se il risultato deve valere per tutte le possibli 
ondizioni

iniziali. Abbiamo 
os�� dimostrato di nuovo 
he 
ondizione ne
essaria e suÆ
iente

per la 
onservazione del momento angolare �e 
he la forza sia sempre radiale.

3. Relazione fra E e L

z

:

Nell'os
illatore armoni
o isotropo tanto E quanto L

z

sono 
ostanti del moto:


i�o vuol dire 
he possiamo avere moti 
on valori arbitrari di 
ias
una? Dalle

de�nizioni 
he abbiamo dato si ri
avano fa
ilmente le relazioni:

E =

1

2

m!

2

(A

2

+ B

2

)

L

z

= m!AB sin( � '):

(26{6)

Dalle (26{6), sfruttando la disuguaglianza A

2

+ B

2

� 2AB, dove l'uguaglianza

si ha sse A = B, si ottiene la 
ondizione

E � ! jL

z

j

e per l'uguaglianza si ri
hiede ' =  � �=2 (per
h�e sia j sin(' �  )j = 1) e

poi A = B. Queste sono esattamente le 
ondizioni per avere traiettoria 
ir
olare:

a parit�a di energia, il momento angolare massimo si ha per un moto 
ir
olare.

Forza ed energia potenziale

Abbiamo visto 
he per l'os
illatore armoni
o isotropo �e possibile introdur-

re un'energia potenziale V , funzione soltanto della posizione, tale 
he la som-

ma T + V sia una 
ostante del moto: si generalizza 
os�� il risultato trovato per

un solo grado di libert�a. Vogliamo ora dis
utere le seguenti questioni:
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{ 
he relazione 
'�e tra V e la forza

~

F ?

{ in quali 
asi, diversi da quello parti
olare qui studiato, esiste un'energia

potenziale 
on le stesse propriet�a?

La risposta alla prima domanda si trova guardando per
h�e E = T + V �e

una 
ostante del moto. S
riviamo 
ome varia l'energia 
ineti
a tra l'istante t e

l'istante t+dt, tenendo presente 
he in quest'intervallo di tempo la posizione del

punto materiale varia di d~r = ~v dt e la velo
it�a varia di d~v = ~a dt:

dT =

1

2

md(~v �~v) = m~v � d~v = m~v �~a dt = (m~a) � (~v dt) =

~

F � d~r: (26{7)

Se vogliamo 
he l'energia totale si 
onservi, dovr�a dunque essere

dV = �

~

F � d~r = �F

x

dx� F

y

dy; (26{8)

in qualunque punto, e per qualsiasi spostamento d~r, ossia per arbitrari dx e dy.

Quanto a dV , pensandola funzione delle 
oordinate 
artesiane, e ri
ordando

quanto detto alla �ne del Cap. 10, possiamo s
rivere

dV =

�V

�x

dx+

�V

�y

dy

e il 
onfronto 
on la (26{8) 
i porta subito a

F

x

= �

�V

�x

; F

y

= �

�V

�y

: (26{9)

Le (26{9) sono le 
er
ate relazioni tra forza ed energia potenziale, e si vede


he esse danno un'immediata generalizzazione della relazione F = �V

0

, 
he ave-

vamo trovata per il 
aso di un solo grado di libert�a. Resta il se
ondo problema:

se �e data la forza (e quindi le sue 
omponenti F

x

, F

y

, in ogni punto del piano,


ome funzioni di x, y) 
ome possiamo trovare V ? o meglio: sar�a sempre possibile

trovare una funzione V (x; y) 
he soddis� le (26{9)?

La risposta in generale �e no; ma abbiamo il

Teorema: Per un 
ampo 
entrale V esiste sempre, ed �e data da una primitiva

di �F

r

.

Dim.: L'espressione

~

F � d~r 
he 
ompare nella (26{8) si ridu
e a F

r

dr, per
h�e la

forza �e radiale; inoltre F

r

dipende solo da r per
h�e le forza �e addirittura 
entrale.

Se prendiamo V (r) in modo 
he sia F

r

= �V

0

(r) abbiamo

dV = V

0

(r) dr = �F

r

dr = �

~

F � d~r;

e la (26{8) �e soddisfatta.

Corollario: Vediamo 
he per un 
ampo 
entrale l'energia potenziale dipende

soltanto da r.

Osservazione: Abbiamo dimostrato 
he una forza 
entrale �e sempre 
onservativa,

e abbiamo visto 
ome determinare l'energia potenziale; 
i�o non vuol dire per�o


he soltanto le forze 
entrali siano 
onservative. Un esempio lo vedremo nel

prossimo 
apitolo.
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27. L'os
illatore armoni
o bidimensionale anisotropo

In questo 
apitolo vogliamo studiare un 
aso pi�u generale di quello trattato

nel 
ap. pre
., e 
he ha frequenti appli
azioni. Ci limiteremo an
ora al moto

in un piano, ma supponendo solo 
he la forza sia 
onservativa, e 
he esista una

posizione di equilibrio stabile O. In queste 
ondizioni �e intuitivo 
he il punto

materiale os
iller�a intorno ad O, almeno se non lo s
ostiamo troppo. Il moto


he risulta potr�a essere an
he molto 
ompli
ato, ma si sempli�
a se si a

etta

un'approssimazione, 
onsistente nel limitarsi alle pi

ole os
illazioni.

L'approssimazione delle pi

ole os
illazioni

Abbiamo supposto la forza 
onservativa (ma non ne
essariamente 
entrale):


i�o vuol dire 
he esiste un'energia potenziale V , e 
he le 
omponenti 
artesiane

della forza sono legate a V dalle (26{9):

F

x

= �

�V

�x

; F

y

= �

�V

�y

:

Il fatto 
he O sia una posizione di equilibrio stabile signi�
a in primo luogo


he

~

F si annulla in O. Inoltre la forza deve opporsi all'allontanamento da O:

questo non ri
hiede 
he essa sia radiale, ma solo 
he la sua 
omponente radiale

sia negativa, ossia 
he ~r �

~

F < 0. Prendendo l'origine delle 
oordinate 
artesiane

in O, avremo

xF

x

+ yF

y

� 0; (27{1)


ol segno = valido soltanto in O.

Fa
endo opportune ipotesi di di�erenziabilit�a, la funzione V potr�a essere

approssimata, in un intorno di O, e a meno di termini di ordine superiore al

se
ondo, da un polinomio di se
ondo grado in x; y:

V = V

0

+ hx+ ky + a

xx

x

2

+ 2a

xy

xy + a

yy

y

2

:

Possiamo sempre disporre della 
ostante arbitraria esistente in V per fare V

0

= 0;

quanto ai termini lineari, essi sono nulli, per
h�e i loro 
oeÆ
ienti (a parte il segno)

danno le 
omponenti di

~

F in O, 
he �e posizione di equilibrio. Abbiamo 
os��:

V = a

xx

x

2

+ 2a

xy

xy + a

yy

y

2

e da qui

F

x

= �2a

xx

x� 2a

xy

y

F

y

= �2a

xy

x� 2a

yy

y:

(27{2)

Usando le (27{2) si vede subito 
he la (27{1) equivale a ri
hiedere 
he V sia

sempre positiva fuori dell'origine (sia una forma quadrati
a de�nita positiva);
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in tal 
aso si dimostra 
he �e sempre possibile s
egliere l'orientamento degli assi


artesiani in modo 
he s
ompaia il termine misto 2a

xy

xy (
he la forma quadrati
a

risulti diagonale):

V =

1

2

k

x

x

2

+

1

2

k

y

y

2


on k

x

, k

y


ostanti positive.

Dunque nella nostra approssimazione la forza ries
e lineare nello sposta-

mento:

F

x

= �k

x

x; F

y

= �k

y

y;

e per
i�o l'os
illatore �e armoni
o, ma in generale non isotropo. Solo se k

x

= k

y

si

ha isotropia: infatti allora V =

1

2

kr

2

, e la forza �e 
entrale:

~

F = �k~r.

Equazioni del moto e integrale generale

Le equazioni del moto sono:

m�x = �k

x

x ) �x = �!

2

x

x

m�y = �k

y

y ) �y = �!

2

y

y

(27{3)

dove

!

x;y

=

r

k

x;y

m

:

L'integrale generale delle (27{3) �e

x = A 
os(!

x

t� ') = a 
os!

x

t+ a

0

sin!

x

t

y = B 
os(!

y

t�  ) = b 
os!

y

t+ b

0

sin!

y

t:

Il moto �e an
ora 
on�nato nel rettangolo di lati 2A, 2B, 
ome nel 
aso

isotropo, ma in generale non �e periodi
o: lo �e sse !

x

=!

y

�e razionale. Infatti x

ha periodo T

x

= 2�=!

x

, e y ha periodo T

y

= 2�=!

y

; il moto sar�a periodi
o sse

questi due periodi hanno un multiplo 
omune:

T = n

x

T

x

= n

y

T

y

;

e allora

!

x

!

y

=

T

y

T

x

=

n

x

n

y

;


he �e la tesi.

Nel 
aso di moto periodi
o la traiettoria pu�o assumere le forme pi�u diverse,

dette �gure di Lissajous, tanto pi�u 
ompli
ate quanto pi�u gli interi n

x

, n

y

(ridotti

primi fra loro) sono grandi. Al
uni esempi sono dati nelle �gure.
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Il 
aso irrazionale

S'intuis
e 
he a maggior ragione il moto sar�a 
ompli
ato se le frequenze sono

in
ommensurabili, e infatti vale il

Teorema: Se le frequenze sono in
ommensurabili la traiettoria �e densa nel ret-

tangolo.

Dim.: S
elto un punto (�x; �y) gli istanti t

k

ai quali si ha x = �x sono dati da

�x = A 
os(!

x

t

k

�'). Ci basta prendere in 
onsiderazione solo i t

k

spaziati di T

x

:

t

k

= t

0

+ kT

x

:

Sia ora

�

# tale 
he B 
os

�

# = �y ; posto

#

k

= !

y

t

k

�  (mod 2�)

dimostriamo 
he esiste un #

k

vi
ino quanto si vuole a

�

#.

Osserviamo 
he i #

k

sono tutti diversi, per
h�e !

y

=!

x

�e irrazionale: allora

nell'insieme f#

0

: : : #

N

g esistono #

k

0

, #

k

00

tali 
he j#

k

0

� #

k

00

j < 2�=N (prin
ipio

\dei 
assetti," o \dei nidi di pi

ione"). Ne segue 
he se poniamo �

r

= #

0

+

r (#

k

0

� #

k

00

) �e sempre j�

r+1

� �

r

j < 2�=N . Gli istanti 
orrispondenti sono

t

0

+ r (t

k

0

� t

k

00

) = t

0

+ r (k

0

� k

00

)T

x

;

e in almeno uno di questi sar�a j#�

�

#j < 2�=N , da 
ui jy � �yj < 2�B=N .

Osservazione 1: Abbiamo dimostrato 
he la traiettoria passa vi
ino quanto si

vuole a un punto 
omunque s
elto nel rettangolo, il 
he �e 
osa del tutto diversa

dal dire 
he passa per qualunque punto. Anzi questo �e impossibile: sapreste

dimostrarlo?

Osservazione 2: Questo teorema mostra quanto possa essere 
ompli
ato il moto

di un sistema 
on due soli gradi di libert�a, an
he se lineare; eppure questa


ompli
azione �e niente, rispetto a quello 
he a

ade allo stesso sistema se si fa


adere l'approssimazione lineare: il sistema in genere diventa 
aoti
o.

Le 
ostanti del moto

Per l'os
illatore armoni
o anisotropo sono an
ora 
ostanti E

x

ed E

y

(e quin-

di E). Dato 
he la forza non �e radiale, non si 
onserva pi�u il momento angolare;

la 
osa inattesa �e 
he non esiste nessun'altra 
ostante del moto indipendente.

Limitiamo
i a dare l'idea essenziale della dimostrazione, tralas
iando i dettagli:

si basa sul fatto 
he an
he nello spazio delle fasi (4-dimensionale) la traiettoria

�e densa nel sottoinsieme di livello di E

x

ed E

y

. Basta allora supporre 
he l'i-

poteti
a 
ostante del moto sia funzione 
ontinua di x, y, v

x

, v

y

per 
on
ludere


he essa, dovendo rimanere 
ostante sulla traiettoria, sar�a 
ostante su tutto il

sottoinsieme, e sar�a quindi funzione di E

x

, E

y

.
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In questo senso l'os
illatore anisotropo �e un sistema pi�u \povero" di quello

isotropo; ma in realt�a il primo �e il 
aso ordinario. La presenza di tre 
ostanti

del moto nel 
aso isotropo �e legata a una propriet�a parti
olare: l'invarianza per

rotazioni. Rimandiamo la prova di 
i�o a 
orsi superiori.

An
ora pi�u inatteso �e un altro risultato generale: neppure la presenza di

due 
ostanti del moto �e la regola per un sistema 
on due gradi di libert�a. Al


ontrario, basta us
ire dal 
aso lineare per in
ontrare sistemi (
onservativi) la


ui sola 
ostante del moto �e l'energia. Questa situazione �e strettamente 
onnessa


ol 
omportamento 
aoti
o, 
ui abbiamo a

ennato sopra.

Una notazione stori
a: per quanto possa sembrare in
redibile, solo in tempi

re
entissimi la 
onos
enza di fatti 
ome questo si �e ampiamente di�usa tra i

�si
i, e ne �e nato un nuovo settore di ri
er
he.
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28. L'os
illatore armoni
o in tre dimensioni

Lo studio dell'os
illatore armoni
o tridimensionale, isotropo o anisotropo,

non ri
hiede sostanziali aggiunte a quanto gi�a visto in due dimensioni, tranne in

un punto. Vediamolo ora rapidamente.

L'os
illatore isotropo

Abbiamo an
ora

~

F = �k~r: la forza �e 
entrale, quindi 
onservativa, per
h�e

la dimostrazione data nel Cap. 26 si estende tale e quale al 
aso tridimensionale,

e si ha sempre

V =

1

2

kr

2

:

Dunque esiste la 
ostante del moto E, 
he si pu�o s
rivere 
ome somma di tre


ostanti del moto:

E = E

x

+ E

y

+E

z

;


on

E

x

=

1

2

m _x

2

+

1

2

kx

2

; e

:

Inoltre, e sempre 
on un'ovvia generalizzazione dei ragionamenti fatti nel

Cap. 26, si vede 
he il vettore momento angolare

~

L =~r �~p

si 
onserva, e fornis
e dunque altre tre 
ostanti del moto.

In totale abbiamo 
os�� 6 
ostanti del moto, 
he non possono essere indipen-

denti .

�

E per
i�o naturale proporre il seguente

Eser
izio (di alta a
robazia): Trovare la relazione tra E

x

, E

y

, E

z

, L

x

, L

y

, L

z

.

L'alta a
robazia 
onsiste nel fatto 
he �e molto diÆ
ile arrivar
i, se non si sa il

tru

o; e an
he sapendolo, la soluzione non �e pre
isamente sempli
e!

Moto piano

La 
osa pi�u interessante nel problema tridimensionale �e la seguente: Qua-

lunque siano le 
ondizioni iniziali, il moto si svolge tutto in un piano per O.

Ci�o si vede dal fatto 
he per de�nizione il vettore

~

L �e sempre ortogonale a ~r:

poi
h�e

~

L ha direzione 
ostante, ne segue 
he~r deve sempre stare nel piano per O

ortogonale a

~

L (�g. 28{1).

�

E ovvio 
he questo risultato non �e parti
olare dell'os
illatore armoni
o, ma

vale tutte le volte 
he la forza (in 3 dimensioni) �e radiale: il moto in un 
ampo

di forza radiale �e sempre piano.

Ne segue 
he il 
aso tridimensionale non d�a niente di nuovo, quanto a possi-

bili traiettorie e

., rispetto a quello bidimensionale: avremo sempre traiettorie

ellitti
he tutte 
on lo stesso periodo, e 
os�� via.
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S'intende 
he an
he se il moto �e sempre piano, il piano in 
ui si svolge non

�e sempre lo stesso, ma dipende dalle 
ondizioni iniziali: sar�a il piano per O 
he


ontiene il punto di partenza e il vettore ~v (�g. 28{2).

Un argomento di simmetria

Se la forza �e non solo radiale, ma an
he 
entrale, al risultato 
he il moto

dev'essere piano si pu�o arrivare 
on un argomento di simmetria, 
he detto in ter-

mini sbrigativi suona 
os��: 
onsideriamo il piano � per O 
he 
ontiene posizione

e velo
it�a iniziali. Questo �e un piano di simmetria sia per le 
ondizioni iniziali,

sia per il 
ampo di forza: dunque il moto deve svolgersi tutto in quel piano,

per
h�e non 
'�e nessuna ragione 
he il punto si porti in uno dei due semispazi,

piuttosto 
he nell'altro (�g. 28{3).

Messa in questi termini, sembra 
he si tratti di una ne
essit�a logi
a (il \prin-


ipio di ragion suÆ
iente" di Leibniz); ma abbiamo gi�a dis
usso questo punto,

e sappiamo 
he solo i fatti sperimentali possono dar
i il fondamento del nostro

dis
orso. In e�etti, si vede subito 
he se in quelle 
ondizioni il moto non fosse

piano, verrebbe violata l'equivalenza fra destra e sinistra: se infatti vi fosse un

esperimento in 
ui, data una forza 
entrale, il punto materiale devia dal pia-

no di simmetria, ad es. verso sinistra, potremmo usare quell'esperimento 
ome


riterio obbiettivo per de�nire la sinistra in tutti i laboratori, sempli
emente


omuni
ando le modalit�a dell'esperimento. I fatti 
i di
ono 
he 
i�o non a

ade.

Naturalmente non 
'�e bisogno di fare l'esperimento, se 
rediamo 
he la me
-


ani
a newtoniana dia una 
orretta des
rizione della realt�a, per
h�e in essa l'e-

quivalenza di destra e sinistra �e gi�a 
ontenuta, attraverso la ri
hiesta 
he la forza

sia un vettore polare, 
ome l'a

elerazione.

Con la terminologia introdotta al Cap. 24a, abbiamo la seguente situazione:

se la forza �e 
entrale, sussiste invarianza rispetto alla simmetria per il piano 
he

passa per O e 
ontiene posizione e velo
it�a iniziali. Poi
h�e le 
ondizioni iniziali

sono simmetri
he, la simmetria si deve 
onservare durante il moto, 
he quindi

deve svolgersi tutto in quello stesso piano.

L'os
illatore anisotropo

An
he in questo 
aso si ragiona 
ome in quello bidimensionale; solo 
he ora

l'energia potenziale �e una forma quadrati
a in tre variabili. Potremo s
egliere

gli assi in modo da avere

V =

1

2

k

x

x

2

+

1

2

k

y

y

2

+

1

2

k

z

z

2

ossia tre os
illatori armoni
i (unidimensionali) lungo i tre assi 
artesiani; le 
o-

stanti k

x

, k

y

, k

z

saranno in generale diverse. La forza �e 
onservativa ma non


entrale, per 
ui si hanno le 
ostanti del moto E

x

, E

y

, E

z

ma non pi�u

~

L. La

traiettoria �e sempre in
lusa in un parallelepipedo rettangolo 
entrato in O, ma
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in generale non �e piana; il moto non �e periodi
o, a meno 
he le tre frequenze

non siano 
ommensurabili, e

.

Resta vero 
he in generale la traiettoria �e densa nel parallelepipedo, e 
he

non 
i sono altre 
ostanti del moto tranne le tre energie; ma la dimostrazione �e

meno sempli
e.
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29. Riepilogo su energia e momento angolare

�

E opportuno presentare a questo punto un riassunto di tutto quanto abbia-

mo visto �n qui a proposito delle due grandezze me

ani
he per le quali abbiamo

dimostrato propriet�a di 
onservazione: l'energia e il momento angolare. Per ora

dobbiamo limitar
i al 
aso di un singolo punto materiale; ma al
une delle 
ose


he diremo hanno validit�a pi�u generale.

Ri
ordiamo anzitutto 
he parleremo di forza radiale se esiste un punto O

(
entro della forza) tale 
he in ogni altro punto P la forza �e sempre diretta


ome

�!

OP (
on
orde o dis
orde, non importa). Diremo 
he la forza �e 
entrale

se oltre ad essere radiale, ha un modulo e un verso 
he dipendono solo dalla

distanza di P da O.

L'energia

Per
h�e si possa parlare di 
onservazione dell'energia me

ani
a o

orre in

primo luogo 
he non 
i siano e�etti dissipativi, il 
he ri
hiede 
he le forze agenti

non dipendano dalla velo
it�a, ma soltanto dalla posizione del punto. Per il 
aso

di un solo grado di libert�a, 
i�o �e suÆ
iente:

Proposizione 1: Un sistema 
on un solo grado di libert�a, in 
ui le forze dipendano

soltanto dalla posizione, �e 
onservativo, e l'energia potenziale si 
al
ola 
ome

primitiva (
ambiata di segno) della 
omponente tangenziale della forza.

Ri
ordiamo an
ora la

Proposizione 2: Tutte le volte 
he esiste, l'energia potenziale �e de�nita a meno

di una 
ostante arbitraria, 
he si ripresenta an
he nell'espressione dell'energia

totale.

In due o pi�u dimensioni o

orrono ulteriori 
ondizioni per
h�e una forza sia


onservativa: in forma di�erenziale abbiamo

dV = �

~

F � d~r (29{1)


he in 
omponenti 
artesiane si s
rive

F

x

= �

�V

�x

; F

y

= �

�V

�y

; F

z

= �

�V

�z

: (29{2)

Il signi�
ato della (29{1) �e 
he

Proposizione 3: Il lavoro della forza �e uguale alla variazione dell'energia poten-

ziale, 
ambiata di segno.

Osservazione 1: Questa proposizione, 
he �e espressa in forma di�erenziale, pu�o

essere enun
iata an
he in forma \integrale": il lavoro della forza su qualunque

per
orso eguaglia la variazione dell'energia potenziale tra gli estremi del per
orso.

Ci�o impli
a 
he tale lavoro debba essere lo stesso su tutti i per
orsi 
he unis
ono

29{1



due dati punti. Una formulazione equivalente �e: il lavoro si annulla su tutti i

per
orsi 
hiusi.

Nota: A rigore la 
ondizione di�erenziale non �e equivalente a quella integrale:

�e possibile trovare situazioni in 
ui lo
almente vale la (29{1), eppure esistono


ammini 
hiusi su 
ui il lavoro non �e nullo. Non riteniamo per�o opportuno

entrare in dettagli.

Non abbiamo dis
usso 
ome veri�
are se un dato 
ampo di forze pu�o sod-

disfare le (29{2): abbiamo solo dimostrato la

Proposizione 4: Una forza 
entrale �e sempre 
onservativa, e l'energia potenziale

�e la primitiva della 
omponente radiale della forza, 
ambiata di segno.

Osservazione 2: O

orre parlare di \
omponente radiale," e non di modulo, per

tener 
onto del verso della forza.

Controesempio: Il 
ampo di forza de�nito da

F

x

= �ky; F

y

= kx; F

z

= 0

non soddisfa le (29{2) per nessuna V , e infatti si veri�
a (eser
izio) 
he il la-

voro lungo una 
ir
onferenza nel piano (x; y) 
on 
entro nell'origine e raggio r

vale 2�kr

2

. Non si tratta di un esempio �ttizio: si pu�o ottenere questo 
ampo di

forza su di una 
ari
a, se la si mette in un 
ampo magneti
o uniforme 
he 
res
e

linearmente nel tempo; e si pu�o usare questa te
ni
a per a

elerare parti
elle


ari
he (\betatrone").

Il momento angolare

Il momento angolare �e un vettore (assiale) de�nito da

~

L =~r �~p;

e abbiamo visto 
he

Proposizione 5: In un moto piano il modulo del momento angolare �e uguale al

valore assoluto della velo
it�a areale moltipli
ato per 2m, mentre il verso �e quello

attorno al quale il moto �e antiorario.

Abbiamo poi dimostrato:

Proposizione 6: Condizione ne
essaria e suÆ
iente per
h�e il momento angolare

sia una 
ostante del moto, �e 
he il 
ampo di forze sia puramente radiale.

In�ne

Proposizione 7: Se il momento angolare (vettore) �e una 
ostante del moto, la

traiettoria sta tutta nel piano ortogonale al momento angolare e 
he 
ontiene il


entro della forza.
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