
21. L'osillatore armonio

Com'�e noto, si hiama osillatore armonio un sistema meanio (in uno

o pi�u gradi di libert�a) ostituito da un punto materiale soggetto a una forza di

rihiamo proporzionale (e opposta) allo spostamento dalla posizione di equilibrio.

In un grado di libert�a, l'equazione del moto �e stata gi�a sritta, sotto forma di

sistema del primo ordine, nel Cap. 20:

_x = v

_v = �!

2

x (!

2

= k=m);

(21{1)

essendo k la ostante della forza: F = �kx.

Prima di disutere il sistema (21{1), vogliamo esaminare, almeno in parte,

le ragioni per ui l'osillatore armonio ha una os�� grande e di�usa importanza

in tante parti della �sia.

Equilibrio e piole osillazioni

Supponiamo di aver a he fare on un sistema meanio, anhe omplesso,

he abbia una posizione di equilibrio stabile: i�o vuol dire he in quella posizione

le forze agenti su iasuno dei punti del sistema hanno risultante nulla (si fanno

equilibrio), e inoltre he uno spostamento (una deformazione) del sistema dalla

posizione di equilibrio, almeno se non �e troppo grande, produe forze he tendono

a riportare il sistema nella posizione di partenza (forze di rihiamo).

Supponiamo inoltre he il sistema non sia dissipativo: ossia he non i siano

attriti, resistenze del mezzo, e.; in altre parole, he le forze presenti dipendano

solo dagli spostamenti, ma non dalle veloit�a. Ci�o non sar�a mai esattamente vero,

ma in molti asi sar�a un'approssimazione suÆientemente buona della realt�a.

L'ambito delle situazioni in ui tutto i�o aade �e assai esteso:

{ i orpi solidi elastii (in partiolare molle e simili)

{ un liquido in un reipiente non ompletamente pieno, sotto l'azione della

gravit�a

{ pendoli, bilane, e in generale sistemi di uno o pi�u orpi rigidi, vinolati a

ruotare attorno a un asse non vertiale, per e�etto del loro peso

{ gas rahiusi in reipienti on qualhe parete mobile.

Se anhe il sistema ha pi�u di un grado di libert�a, si potranno spesso ana-

lizzare separatamente i diversi moti possibili (quanto meno, questo �e vero nel-

l'approssimazione lineare: v. dopo); peri�o il aso di un solo grado di libert�a �e

un utile punto di partenza per lo studio di sistemi pi�u ompliati. Vedremo in

seguito, e lo si vedr�a pi�u a fondo in orsi suessivi, he i sistemi diversi da un

semplie punto materiale non presentano propriet�a sostanzialmente diverse da

questo, e i�o spiega perh�e sia importante onosere bene il omportamento del

sistema pi�u semplie.
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Ci siamo dunque ridotti a un semplie punto materiale, he possiamo sup-

porre mobile lungo una retta, e soggetto a una legge di forza F (x) della quale

sappiamo soltanto he si annulla in un erta posizione (he possiamo sempre

prendere ome origine delle x), e he ha segno ontrario a x, almeno in un er-

to intervallo intorno a quel punto (�g. 21{1). Baster�a allora fare l'ipotesi he

la F (x) sia derivabile, per poter srivere

F (x) = �kx+ o(x);

dove k �e una ostante positiva: k = �F

0

(0).

Una forza he soddis� esattamente la legge

F (x) = �kx

si hiama elastia; siamo quindi arrivati a onludere he per spostamenti ab-

bastanza pioli da una posizione di equilibrio stabile, ogni legge di forza pu�o

essere approssimata on una forza elastia, e quindi il orrispondente sistema

meanio �e approssimato da un osillatore armonio.

Una seonda ragione per ui l'osillatore armonio �e tanto importante, sta

nella sempliit�a della sua equazione del moto: pi�u esattamente, nel fatto he

si tratta di un'equazione lineare. Vedremo nel seguito le onseguenze di questa

propriet�a matematia; per ora osserviamo soltanto he �e proprio la linearit�a a

onsentire quell'analisi separata dei diversi moti possibili per un sistema on pi�u

gradi di libert�a, di ui dievamo all'inizio. Quando l'approssimazione lineare

non sia leita, il problema diventa immediatamente pi�u ompliato (a parte asi

fortunati).

Determinazione delle soluzioni

Nella disussione del sistema (21{1) onviene usare, in luogo di v, la gran-

dezza u de�nita da u = v=! (si noti he u ha la dimensione di una lunghezza).

Allora le (21{1) si srivono

_x = !u

_u = �!x:

(21{2)

Nel piano delle fasi (x; u) introduiamo l'ordinaria metria eulidea; allora il

ampo w ha modulo !r, �e ortogonale alla direzione OP ed �e diretto in senso

orario (�g. 21{2).

�

E quindi hiaro he le traiettorie:

{ sono erhi on entro in O

{ sono perorse on veloit�a angolare !.

In formule:

x = A os(!t� ')

u = �A sin(!t� ')

(21{3)
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e le ostanti A, ' sono determinate dalle ondizioni iniziali:

x

0

= A os(!t

0

� ')

u

0

= �A sin(!t

0

� ')

)

A =

q

x

2

0

+ u

2

0

' = !t

0

+ arg(x

0

; u

0

):

(21{4)

La ostante A si hiama ampiezza del moto; da essa si ottiene un'altra

ostante importante:

E =

1

2

m!

2

A

2

=

1

2

m!

2

(x

2

+ u

2

) =

1

2

kx

2

+

1

2

mv

2

he ha un signi�ato �sio ben noto: si tratta infatti dell'energia. L'esistenza di

questa ostante del moto non �e una partiolarit�a dell'osillatore armonio, ome

vedremo pi�u avanti.

Il signi�ato �sio di ' �e il seguente: rappresenta la fase dell'osillazione.

All'istante t = '=! si ha x = A, _x = 0, ossia il punto si trova fermo alla massima

elongazione positiva. Dunque moti on la stessa ampiezza (on la stessa energia)

e fasi diverse di�erisono tra loro solo per un ritardo ostante, dato da �'=!,

dove �' �e la di�erenza delle fasi (he si hiama di solito sfasamento).

Esame qualitativo

Vogliamo ora mostrare he alune propriet�a dell'osillatore armonio si pos-

sono riavare dalla semplie osservazione della �g. 21{3, he mostra le traiettorie

di fase. Tutte le traiettorie sono hiuse (sono ili): questo basta ad assiurari

he il moto �e sempre periodio. Se infatti il moto inizia nel punto P

0

all'istan-

te t

0

, esso torner�a in P

0

a un istante suessivo t

0

+ T ; dato he si tratta di

un sistema autonomo, il moto seguente riprodurr�a in tutti i partiolari quello

nell'intervallo [t

0

; t

0

+ T ℄, e lo stesso aadr�a nei suessivi passaggi. Possiamo

quindi a�ermare he il gra�o della funzione x(t) onsister�a di tanti arhi tutti

uguali, orrispondenti a intervalli temporali di lunghezza T . Questo T si hiama,

om'�e noto, periodo del moto.

Si potrebbe ritenere he questo non sia un gran risultato, visto he �e gi�a

ontenuto nelle (21{3) (le funzioni irolari sono periodihe); ma il punto im-

portante �e i si pu�o arrivare senza bisogno di risolvere il sistema (21{2). Basta

sapere he esiste una ostante del moto, e he le sue urve di livello sono hiuse.

Infatti le traiettorie debbono oinidere on queste urve di livello, quindi sono

hiuse, quindi il moto �e periodio: : :

Ne segue he possiamo appliare lo stesso argomento anhe per una forza

non elastia (per la quale potremmo non essere apai di risolvere le equazioni

del moto) purh�e resti vero he '�e una ostante del moto on urve di livello

hiuse.

Nel aso dell'osillatore armonio abbiamo qualosa di pi�u: il periodo �e

sempre lo stesso, qualunque sia l'ampiezza (isoronismo). Questa propriet�a non
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varrebbe per un'altra legge di forza, ed �e una aratteristia fondamentale del-

l'osillatore armonio. Come possiamo spiegarla? Si vede subito he �e una delle

onseguenze della linearit�a delle equazioni (21{2): se si moltipliano x e u per

una stessa ostante, le equazioni restano inalterate; ne segue he se abbiamo

trovato una erta soluzione (on una erta ampiezza e un erto periodo) ne

abbiamo subito in�nite altre, on ampiezza qualsiasi ma sempre on lo stesso

periodo. Inoltre il periodo non pu�o dipendere dalla fase (sistema autonomo) e

quindi �e vero he il periodo �e lo stesso per tutti i moti possibili.

Un altro risultato di arattere qualitativo �e il seguente: il ampo w ha un

solo punto �sso (un punto dove w = 0). Se si parte da quel punto, si ottiene

una traiettoria he onsiste solo di quel punto, ossia un equilibrio. Il punto �sso

�e unio, perh�e l'energia ha un solo minimo; vedremo poi he in altri sistemi le

ose possono andare diversamente.

Integrale generale e ondizioni iniziali

Dovrebbe essere evidente he le (21{3) i danno l'integrale generale del-

l'osillatore armonio: infatti ontengono due ostanti arbitrarie, he possiamo

segliere, ome mostrano le (21{4), in modo da soddisfare tutte le possibili on-

dizioni iniziali.

�

E utile rivedere le stesse ose dal punto di vista dell'equazione

di�erenziale di partenza (quella di seondo ordine):

�x = �!

2

x:

Ne abbiamo trovato l'integrale generale nella forma

x = A os(!t� ')

he si pu�o anhe srivere:

x = A os!(t� t

1

) (21{5)

oppure

x = a os!t+ b sin!t (21{6)

dove abbiamo posto

' = !t

1

; a = A os'; b = A sin':

In qualunque forma, i sono due ostanti arbitrarie, he vanno determinate on

le ondizioni iniziali ; ma �n qui abbiamo solo una veri�a, in un aso partiolare,

del teorema enuniato nel Cap. 20.

Le due forme (21{5) e (21{6) sono per�o interessanti per i seguenti moti-

vi: nella (21{5) aanto all'ampiezza, he gi�a onosiamo, ompare la ostan-

te t

1

, he misura in termini di tempo la fase del moto. Diventa os�� evidente
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l'invarianza per traslazioni temporali : se x = h(t) �e una soluzione, lo �e anhe

x = h(t� �); 8� .

Dalla forma (21{6) appare un risultato nuovo: tutte le soluzioni si ottengono

ome ombinazione lineare dei due integrali partiolari

f = os!t; g = sin!t:

Dunque: le soluzioni dell'equazione di�erenziale �x+!

2

x = 0 formano uno spazio

vettoriale di dimensione 2. Questa �e una aratteristia generale delle equazioni

di�erenziali lineari omogenee.

Uso dei numeri omplessi

Esiste un altro metodo per risolvere il sistema (21{2): introduiamo la va-

riabile omplessa z = x+iu e sommiamo le due equazioni, dopo aver moltipliato

la seonda per i. Otteniamo

_z = �i!z; (21{7)

he �e un'equazione di�erenziale di primo ordine per l'unia funzione inognita

(a valori omplessi) z(t).

Con questo espediente siamo dunque passati da un sistema di due equazioni

a un'equazione sola; il he pu�o sembrare banale, dato he in realt�a la (21{7)

equivale anora a due equazioni: una per la parte reale e una per la parte

immaginaria di z. Cos�� doveva essere, perh�e altrimenti la nuova equazione non

potrebbe essere equivalente al sistema originario; ma resta un grande vantaggio,

perh�e risolvere la (21{7) �e molto pi�u immediato. Infatti, riordando le propriet�a

della funzione esponenziale, si veri�a subito he tutte le soluzioni della (21{7)

hanno la forma

z = z

0

e

�i!t

: (21{8)

Questo �e l'integrale generale della (21{7), perh�e ontiene una ostante ar-

bitraria (omplessa) z

0

: una sola basta, dato he l'equazione �e del primo ordine.

Anzi si vede he z(0) = z

0

e peri�o sappiamo ome trovare l'integrale partiolare

he soddisfa una data ondizione iniziale al tempo t = 0.

Osservazione: In luogo di z = x + iu avremmo potuto porre z = x � iu: la

di�erenza sarebbe stata he nella (21{8), e in tutte le formule he seguiranno,

avremmo dovuto sambiare i on �i. Come abbiamo visto nel Cap. 20a, questo

suede perh�e la oniugazione omplessa �e un automor�smo, per ui sambiare i

on �i non ambia la struttura matematia. Di onseguenza la doppia possibilit�a

non ha nessun signi�ato �sio, ma rea il problema di dover fare una selta

onvenzionale | e ome tale arbitraria | he per�o va rispettata on oerenza.

Purtroppo l'uso non �e uniforme: la selta qui adottata �e quella orrente in �sia,

nello studio delle onde ome nella meania quantistia; vieversa la teoria dei

iruiti elettrii in orrente alternata adotta tradizionalmente la onvenzione

opposta. Peri�o attenzione!
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Il piano omplesso di z oinide ol piano delle fasi; peri�o la (21{8) mostra

subito quello he gi�a sapevamo, ossia he il punto z = (x; u) si muove di moto

irolare uniforme attorno all'origine, on veloit�a angolare ! in senso orario. Se

poniamo z

0

= Ae

i'

(rappresentazione polare) la (21{8) diventa

z = Ae

i ('�!t)

;

e da questa si ottengono da apo le (21{4), prendendone le parti reale e imma-

ginaria.

Dunque la ostante arbitraria omplessa z

0

riassume tanto l'informazione

sull'ampiezza del moto (he �e jz

0

j) quanto quella sulla fase (he �e arg z

0

).

\Signi�ato �sio" dei numeri omplessi

L'uso he abbiamo fatto dei numeri omplessi porta on s�e di solito una

domanda: �e possibile attribuire a questi enti matematii un signi�ato �sio?

Non di rado si d�a una risposta perentoriamente negativa, nella forma: \solo i

numeri reali hanno signi�ato �sio, perh�e il risultato di una misura pu�o essere

solo un numero reale." Vogliamo ora disutere brevemente questo punto.

Si deve anzitutto osservare he se soltanto i possibili risultati di misure

avessero signi�ato �sio, allora neppure i numeri reali potrebbero averne, perh�e

in realt�a il risultato di una misura non sar�a mai un generio numero reale: he si

tratti di una lettura fatta a ohio su di una sala analogia, o di uno strumento

digitale, o meglio anora di un'aquisizione automatia di dati, avremo sempre

a he fare on un numero �nito di ifre, ossia on numeri razionali (addirittura

on un sottoinsieme di questi).

Dunque l'impiego dei reali in �sia non ha motivazioni sperimentali, ma

si fonda nella struttura della teoria. Non a aso nei Disorsi Galileo spende

un notevole sforzo a giusti�are l'idea he grandezze �sihe ome il tempo o la

veloit�a debbano essere desritte da numeri reali: si tratta di un assioma he sta

a base della �sia galileiana e poi newtoniana, e senza del quale non si potrebbe

sviluppare la teoria nella forma matematia he onosiamo.

Tornando al aso onreto, ome dobbiamo allora onsiderare l'impiego he

abbiamo fatto dei numeri omplessi per studiare l'osillatore armonio? A prima

vista non si tratta di un fatto molto importante: dopo tutto avevamo gi�a risolto

il problema senza tirarli in ballo! Per�o vedremo tra non molto he in situazioni

pi�u ompliate l'aiuto fornito dai numeri omplessi �e molto apprezzabile e non

banale: : :

Si possono dunque tentare varie risposte:

a) I numeri omplessi sono un puro arti�io, un \truo matematio," per

ridurre due equazioni a una sola e sempli�are i passaggi.

Questo punto di vista �e legittimo, ma sopriremo in seguito he non va abba-

stanza a fondo nella questione.

21{6



b) Esiste una ragione \seria" per usare i numeri omplessi, legata alle propriet�a

matematihe dell'osillatore armonio. Lo stesso vale anhe per i iruiti

elettrii, e in molte altre parti della �sia.

Non possiamo per ora giusti�are la verit�a di questa asserzione, ma i torneremo

sopra. Le propriet�a ui abbiamo alluso sono: linearit�a e invarianza per traslazioni

temporali.

) Grandezze omplesse possono avere un vero e proprio signi�ato �sio.

Questo non �e vero nel nostro aso, ma diventa vero in altri: l'esempio pi�u tipio �e

la meania quantistia. Anhe se il tema �e troppo fuori del nostro ampo, non �e

male farlo presente. Si sente dire talvolta he anhe in meania quantistia \ha

signi�ato �sio solo il modulo della funzione d'onda, perh�e soltanto i numeri

reali : : :" In realt�a anhe le fasi delle funzioni d'onda hanno signi�ato: di�erenze

di fase produono e�etti perfettamente osservabili.

Conludendo, e tutto onsiderato, sembra orretto a�ermare he nessun

ente matematio ha signi�ato �sio di per s�e: ne aquista una volta he venga

usato in una ben determinata teoria �sia (la meania newtoniana, oppure

la meania quantistia, o altre). Il �sio ha il diritto di usare sullo stesso

piano tutti gli enti e le strutture matematihe he risultino utili e valide per la

desrizione della realt�a.
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22. L'energia

Abbiamo visto nel ap. pre. he un osillatore armonio possiede una o-

stante del moto della forma:

E =

1

2

kx

2

+

1

2

mv

2

(22{1)

e abbiamo riordato he si tratta dell'energia, e he la stessa ostante del moto

esiste anhe per altri sistemi. Vogliamo ora approfondire il disorso.

Esistenza della ostante del moto

Dimostriamo he per un sistema on un solo grado di libert�a l'energia esiste

(nel senso he esiste una ostante del moto he s'interpreta ome energia) tutte le

volte he la legge di forza non dipende dalla veloit�a, ma soltanto dalla posizione:

F = F (x).

In queste ipotesi il sistema (20{4) si srive

_x = v

_v = f(x):

(22{2)

dove f = F=m, ome sappiamo. Se moltiplihiamo la seonda delle (22{2) per v

otteniamo

v _v = f(x) v = f(x) _x: (22{3)

A primo membro '�e la derivata rispetto al tempo di

1

2

v

2

; vogliamo mostrare

he anhe il seondo membro �e una derivata rispetto a t. Si arriva a questo

osservando he la F sar�a la derivata (rispetto a x) di qualhe altra funzione (he

si hiama una primitiva di F ): se hiamiamo tale primitiva �V , abbiamo

d

dt

V

�

x(t)

�

=

dV

dx

dx

dt

= �F _x = �mf(x) _x;

e peri�o dalla (22{3) si riava

d

dt

�

1

2

mv

2

+ V

�

= 0:

Dunque

E =

1

2

mv

2

+ V (x) (22{4)

�e una ostante del moto, he generalizza la (22{1). Infatti nel aso dell'osillatore

armonio una primitiva di F = �kx �e data da �V = �

1

2

kx

2

.
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Energia inetia e potenziale

Il primo termine a seondo membro della (22{4) prende il nome di energia

inetia, perh�e ha a he fare on la veloit�a (������& = \movimento") e viene

indiato solitamente on T ; il seondo si hiama energia potenziale, per ragioni

he vedremo subito.

La (22{4) i die he E = T + V �e una ostante del moto, ossia he per

qualunque possibile moto del sistema mantiene lo stesso valore a ogni istante.

(S'intende he tale valore �e ostante durante il moto, ma pu�o benissimo ambia-

re a seonda delle ondizioni iniziali : ad es. per l'osillatore armonio sappiamo

he E �e proporzionale al quadrato dell'ampiezza dell'osillazione.) N�e T n�e V

sono separatamente ostanti, mentre lo �e la somma: i�o vuol dire he di quanto

aumenta l'energia inetia, di tanto deve diminuire l'energia potenziale, e vie-

versa. Possiamo dunque dire he una stessa grandezza (l'energia) pu�o assumere

due forme, e passare dall'una all'altra onservandosi in totale. Eo il motivo

del termine \potenziale": V pu�o \trasformarsi" in \movimento," ossia �e movi-

mento \in potenza." Sebbene ormai questa onezione aristotelia sia del tutto

estranea al nostro modo di pensare, vediamo he sopravvive nel linguaggio.

�

E assai utile avere sempre presente il gioo di sambio tra V e T durante il

moto. A titolo di esempio, illustriamolo per l'osillatore armonio. Dalle (21{3)

si ottiene subito

V =

1

2

kA

2

os

2

(!t� ')

T =

1

2

kA

2

sin

2

(!t� ')

e i orrispondenti gra�i in funzione di t sono traiati in �g. 22{1.

Un'altra utile appliazione della onservazione dell'energia si ottiene tra-

sformando la (22{4) in una disuguaglianza: poih�e �e ertamente T � 0, sar�a

neessariamente

V (x) � E; (22{5)

ne segue he il moto pu�o svolgersi soltanto in quelle regioni dell'asse x in ui

l'energia potenziale non supera l'energia totale (�g. 22{2).

Ruolo della ostante arbitraria

Abbiamo sempre sritto he �V �e una primitiva di F , e non la primitiva,

perh�e dalla de�nizione si apise he questa non pu�o essere unia: se aggiun-

giamo a V una ostante qualsiasi, la sua derivata non ambia. Ne segue he

l'energia potenziale V �e de�nita a meno di una ostante arbitraria, e lo stesso

aade di onseguenza per l'energia totale E.

Questa ostante arbitraria pu�o essere failmente motivo di equivoo, speie

se la si onfonde on l'arbitrariet�a del valore di E in dipendenza delle ondizioni

iniziali. Vediamo dunque ome si deve ragionare.
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Data una legge di forza, questa determina V a meno di una ostante: i�o

vuol dire he sta a noi segliere il valore della ostante, ad es. assegnando on-

venzionalmente il valore di V in un punto (io�e per una erta x).

Esempio 1: Nel aso dell'osillatore armonio potremo deidere he V (0) = 0:

questa �e una selta naturale, perh�e x = 0 �e la posizione di equilibrio, in ui V

assume il valore minimo; ma non �e a�atto obbligata. Una volta fatta questa

selta, non '�e pi�u nessuna arbitrariet�a, n�e in V n�e in E: saranno possibili

moti on diversi (in�niti) valori di E (naturalmente � 0), a iasuno dei quali

orrisponder�a una diversa ampiezza.

Esempio 2: Se la forza non dipende da x (ome per il ampo gravitazionale in

prossimit�a della super�ie terrestre) abbiamo V = mgx + , avendo orientato

l'asse x verso l'alto. Possiamo fare anhe qui V (0) = 0, e risulter�a  = 0; ma

non �e l'unia selta possibile, e in qualhe aso potrebbe onvenire segliere

diversamente.

Esempio 3: Per il ampo gravitazionale prodotto da una massa a simmetria

sferia (oppure per il ampo elettrio di una aria) si trova he V / 1=r, se r �e

la distanza dal entro di simmetria, e se si deide di avere V ! 0 per r ! 1:

per quanto questa sia quasi sempre la selta pi�u omoda, non �e obbligatoria.

Per�o quando diiamo he l'energia dei livelli dell'atomo d'idrogeno �e data dalla

formula di Bohr

E

n

= �

m

e

e

4

2�h

2

n

2

(unit�a CGS) (22{6)

sottintendiamo proprio quella selta: se deidessimo di ambiarla, dovremmo

modi�are anhe la (22{6).

Possiamo esprimere in un altro modo il fatto he durante il moto E = T+V

resta ostante: se usiamo gli indii

1

e

2

per designare i valori a due istanti diversi,

avremo

T

1

+ V

1

= T

2

+ V

2

) T

2

� T

1

= V

1

� V

2

;

he possiamo srivere os��:

�T = ��V:

In parole: la variazione dell'energia inetia �e sempre uguale e opposta a quella

dell'energia potenziale. Il fatto importante �e he in questa espressione la ostante

arbitraria insita in V si anella, perh�e �e la stessa nei due istanti. Si vede dunque

he tale ostante non ha inuenza sul alolo di T , quindi della veloit�a, e.

Conservazione dell'energia e reversibilit�a

Un sistema nel quale esista la ostante del moto dell'energia si hiama on-

servativo. Possiamo dunque asserire he ogni sistema on un solo grado di libert�a,

in ui le forze non dipendano dalla veloit�a, �e onservativo.
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�

E importante avvertire he questo risultato non si estende a pi�u gradi di li-

bert�a: in tal aso la ondizione perh�e il sistema sia onservativo �e pi�u restrittiva,

e la vedremo nel seguito.

Chiediamoi ora om'�e fatto il ampo di veloit�a w per un sistema onser-

vativo (sottinteso: a un solo grado di libert�a). Ragionando sulle (22{2), si vede

he in due punti del piano delle fasi he abbiano la stessa x e v opposte, si avr�a

la stessa _v, mentre _x sar�a ontraria; dunque il ampo ha l'aspetto della �g. 22{3.

Ne segue he a ogni aro di traiettoria nel semipiano superiore ne orrisponde

uno simmetrio nel semipiano inferiore (he non far�a parte neessariamente della

stessa traiettoria) e i due arhi sono perorsi in senso opposto (�g. 22{4). Allo

stesso risultato si poteva arrivare anhe dalla (22{4), he per una data x fornise

due valori opposti di v:

v = �

r

2

m

�

E � V (x)

�

: (22{7)

A quali moti orrispondono i due arhi di traiettorie simmetrii he abbiamo

trovato? Se indihiamo per brevit�a on A e on B i due moti, abbiamo he in

ogni punto x il moto B passa on veloit�a opposta al moto A: dunque se A

impiega un erto tempo �t per andare da una erta x

1

a una erta x

2

, invee B

nello stesso tempo �t andr�a da x

2

a x

1

. Se faessimo una registrazione video

del moto A, e poi la guardassimo all'indietro, avremmo proprio il moto B.

Conlusione: se per un sistema onservativo �e possibile un erto moto, �e

anhe possibile quello he si ottiene invertendo il senso del tempo. Un tale

sistema si die reversibile. Abbiamo dunque dimostrato il

Teorema: I sistemi onservativi sono reversibili.

Per omprendere ome questo risultato sia tutt'altro he banale, basta os-

servare he esistono sistemi non reversibili (anzi, nel mondo reale sono la regola!)

Esempio: Se registriamo il moto di un pendolo reale, avremo un'osillazione he

si smorza: pi�u o meno veloemente, ma senza via di sampo. La registrazione

vista all'indietro apparir�a inverosimile, perh�e mostrer�a un pendolo inizialmente

fermo he pian piano si mette in osillazione da solo, on ampiezza sempre re-

sente. L'esperienza 'insegna he questo �e un moto impossibile, il he vuol dire

he il pendolo reale �e irreversibile.

Traiettorie hiuse

Una situazione partiolarmente importante si presenta quando esiste un solo

punto �x in ui V

0

(�x) = 0, e questo punto �e di minimo per l'energia potenziale,

mentre

lim

x!�1

V (x) = +1:

In tal aso tutte le traiettorie di fase sono hiuse (e peri�o tutti i moti sono

periodii).
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Osserviamo in primo luogo he il ampo w ha un solo punto �sso: infatti

_x = 0 rihiede he il punto �sso abbia v = 0, mentre _v = 0 impone f(x) = 0,

io�e V

0

(x) = 0. Le oordinate del punto �sso sono dunque (�x; 0). Su ogni altra

traiettoria, w non si annulla mai.

Mostriamo poi he le traiettorie sono tutte limitate, ossia he per ogni tra-

iettoria esiste un rettangolo he la ontiene interamente. Per quanto riguarda

la x la osa disende dalla disuguaglianza (22{5): infatti per ogni E > V

min

esi-

stono due soli punti, uno x

1

a sinistra di �x, e uno x

2

a destra, nei quali V = E;

e soltanto nell'intervallo [x

1

; x

2

℄ la (22{5) �e soddisfatta. Quanto a v, basta usare

la (22{7), he implia

jvj �

r

2

m

(E � V

min

):

Se ora la traiettoria non fosse hiusa, dovrebbe terminare in qualhe punto

del rettangolo, dove avremmo w = 0. Ma una traiettoria on E > V

min

non pu�o

avviinarsi al punto �sso, se V �e una funzione ontinua.

L'energia attributo dei sistemi �sii

Il rionosimento del ruolo dell'energia nella meania, e poi in tutta la

�sia, �e stato lento e graduale: lo sviluppo oupa tutto il '600 e il '700, e solo

alla �ne di quel seolo i risultati di ui abbiamo parlato sono aquisiti. Nell'800

si arriver�a a estendere il onetto di energia ai fenomeni elettrii e termii, e a

onepire la legge generale di onservazione.

Nei disorsi preedenti abbiamo gradualmente spostato il punto di vista

sull'energia: mentre l'abbiamo introdotta ome una pura propriet�a matematia

(un integrale primo delle equazioni del moto) abbiamo poi parlato di grandezza

onservata, anzi di trasformazione fra due diverse forme: inetia e potenziale.

A questo punto possiamo parlare di energia \posseduta" da un orpo (o da un

sistema di orpi) nelle due forme:

{ inetia, dipendente eslusivamente dal moto del orpo (e proporzionale al

quadrato della veloit�a)

{ potenziale, dipendente dalla forza he agise sul orpo.

A proposito di quest'ultima, osserviamo he la forza rappresenta un'intera-

zione fra orpi (3

Æ

prinipio); peri�o �e pi�u orretto attribuire l'energia potenziale

all'insieme dei due orpi, he non a uno solo. Ad es. si die orrentemente he un

grave possiede un'energia potenziale gravitazionale proporzionale alla sua quota,

ma non si dovrebbe dimentiare he in realt�a si tratta di un'energia d'interazione

fra il grave e la Terra. In pratia, poih�e siamo interessati agli spostamenti del

grave, non i sono inonvenienti ad attribuire l'energia potenziale al grave; ma il

disorso sarebbe diverso se stessimo parlando del sistema Terra-Luna, dove non

avrebbe senso pensare he l'energia sia posseduta dalla Luna, e neppure he sia

in qualhe modo ripartita fra i due orpi: si pu�o solo dire he esiste un'energia

potenziale dell'intero sistema.
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23. Un'appliazione: la moleola di azoto

Vogliamo mostrare ome possono appliarsi le ose trattate nei due apitoli

preedenti a un aso �sio interessante: la moleola di un gas biatomio. Seglie-

remo ome esempio l'azoto (N

2

). Non �e del tutto evidente he abbia senso usare

la meania newtoniana per un sistema di questo genere, e naturalmente i�o

non �e vero se si vuole andare abbastanza a fondo; ma per un primo approio,

he faia apire ome gioano i parametri fondamentali, e ome li si possa ol-

legare ad aluni dati di osservazione, anhe la meania newtoniana (e per�no

quel poo he ne abbiamo disusso �n qui) pu�o essere suÆiente.

I dati sui quali i baseremo sono i seguenti:

massa dell'atomo di azoto: m = 2:32 � 10

�26

kg

distanza di equilibrio: x

0

= 1:09 � 10

�10

m

frequenza di vibrazione: � = 7:08 � 10

13

Hz

energia di legame: E

l

= 1:18 � 10

�18

J:

Vogliamo arrivare a fari un'idea dell'energia potenziale dell'interazione fra gli

atomi.

Andamento dell'energia potenziale

Faremo anzitutto una shematizzazione: he la moleola possa essere trat-

tata ome un sistema di due punti materiali he si muovono lungo una retta;

anzi i ouperemo soltanto del moto relativo, he desriveremo mediante una

oordinata x, he misura la distanza fra gli atomi. Nella realt�a gli atomi onsi-

stono iasuno di un nuleo e di 7 elettroni, ma noi supporremo he i gradi di

libert�a \interni" di iasun atomo non abbiano importanza, e he peri�o basti

ouparsi della distanza fra i nulei. Inoltre la moleola pu�o ruotare, e quindi il

suo moto non pu�o essere desritto ompletamente on un solo grado di libert�a;

ma fortunatamente la rotazione non rende del tutto inutile il modello. Tut-

t'al pi�u s'intuise he oorrer�a mettersi in un riferimento rotante, e tener onto

della forza entrifuga, ma gli aspetti di base dei fenomeni non vengono alterati

radialmente.

L'interazione fra gli atomi (attrattiva se sono lontani, ome vedremo, e

repulsiva se sono viini) �e ausata dalle arihe elettrihe presenti; ma noi non

vogliamo n�e possiamo entrare nel dettaglio di tutte queste forze tra le arihe:

tra l'altro perh�e qui la meania quantistia sarebbe veramente essenziale.

Vedremo he una prima idea di ome funziona la moleola si pu�o ottenere anhe

restando allo shema semplie he abbiamo desritto.

Dai dati (in realt�a dal fatto stesso he le moleole di azoto esistono) vediamo

he esiste una posizione di equilibrio del sistema (una sola): dunque l'energia

potenziale avr�a un minimo (e uno solo).

�

E poi evidente he a grande distanza

le forze saranno trasurabili, e anzi i himii i diono di pi�u: per dissoiare la
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moleola, ossia per separare i due atomi, basta una quantit�a �nita d'energia,

quella he abbiamo hiamato energia di legame nella tabella iniziale. Questo

i assiura he l'energia potenziale dovr�a avere un limite �nito per x ! 1.

Inoltre i aspettiamo he avviinando molto i nulei si faia sentire fortemente

la repulsione fra le loro arihe positive, e peri�o V (x) dovr�a resere ome 1=x

quando x! 0.

In questo tipo di problemi �e tradizionale prendere nullo il valore limite dell'e-

nergia potenziale a grande distanza, e ne segue il gra�o qualitativo di �g. 23{1,

dove abbiamo gi�a indiato le oordinate del punto di minimo, he sono note. Ci�o

�e ovvio per x

0

; quanto a V (x

0

), bisogna riettere sul signi�ato dell'energia di

legame.

Questa �e l'energia he oorre edere alla moleola per staare i due atomi,

portandoli fermi a grandissima distanza tra loro. Se la moleola a riposo sta

alla minima energia possibile, si vede dalla �gura he i�o aade quando gli

atomi si trovano fermi a distanza x

0

: allora l'energia inetia �e nulla, quella

potenziale vale V (x

0

), e questa �e anhe l'energia totale. Nello stato in ui gli

atomi sono fermi a grande distanza l'energia totale �e nulla, e peri�o �e resiuta

di E

l

= 0� V (x

0

) = �V (x

0

).

La frequenza di vibrazione

Dobbiamo ora oupari delle vibrazioni. Per ora non sappiamo niente

(o quasi) della funzione V (x), ma sappiamo he il gra�o non �e una parabola:

dunque il nostro sistema non �e un osillatore armonio. Ma abbiamo visto nel

Cap. 21 he possiamo sempre usare l'osillatore armonio ome approssimazione,

tutte le volte he esiste una posizione di equilibrio stabile, se i limitiamo alle

piole osillazioni. Per mettere in osillazione la moleola non dobbiamo far

altro he saldare il gas: penseranno gli urti fra le diverse moleole a provoare

le vibrazioni.

Se x di�erise poo da x

0

, potremo srivere:

V (x) = V (x

0

) + V

0

(x

0

) (x� x

0

) +

1

2

V

00

(x

0

) (x� x

0

)

2

+ o

�

(x� x

0

)

2

�

:

Ma x

0

�e un punto di minimo (posizione di equilibrio) e peri�o V

0

(x

0

) si annulla:

dunque una buona approssimazione sar�a

V (x) = V (x

0

) +

1

2

V

00

(x

0

) (x� x

0

)

2

: (23{1)

A parte la ostante V (x

0

) = �E

l

, questa �e l'energia potenziale di un osil-

latore armonio, ome i aspettavamo; e vediamo he il tradizionale k dell'osil-

latore oinide on V

00

(x

0

). Possiamo dunque srivere

! =

p

k=m (23{2)
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(ol solito signi�ato dei simboli)? No, perh�e se si srive os�� si dimentia un

fatto essenziale: qui i sono due atomi, e quando la moleola vibra, si muovono

entrambi.

Per apire quello he suede, introduiamo un'asissa x on origine in un

punto �sso e orientata dall'atomo 1 all'atomo 2 (�g. 23{2); dette x

1

, x

2

le asisse

dei due atomi sar�a x = x

2

�x

1

, e per iasun atomo potremo srivere la seonda

legge della dinamia:

m�x

1

= F

1

m�x

2

= F

2

:

(23{3)

Le due forze sono legate tra loro dal 3

Æ

prinipio: F

1

= �F

2

, e peri�o, sottraendo

la prima delle (23{3) dalla seonda troviamo

m�x = m (�x

2

� �x

1

) = F

2

� F

1

= 2F

2

= �2V

0

(x)

o anhe

1

2

m�x = �V

0

(x): (23{4)

La (23{4) mostra he per tener onto del moto dei due atomi dobbiamo

soltanto usare una massa met�a (massa ridotta). Ne segue he la (23{2) va

modi�ata os��:

! =

p

2k=m: (23{5)

Possiamo serviri di questa per alolare k, visto he ! = 2�� e m sono note; si

trova

k = 2�

2

m�

2

= 2:30 � 10

3

J=m

2

:

Se usiamo la (23{1), he approssima V (x) on una parabola, sritta os��:

V (x) = �E

l

+

1

2

k (x� x

0

)

2

possiamo traiare un gra�o di prima approssimazione. Si vede he la parabola

inontra l'asse x nei punti di oordinate x

0

� b, on

b =

r

2E

l

k

= 3:2 � 10

�11

m:

Poih�e b �e ira 1/3 di x

0

, il gra�o �e molto stretto, il he india he per spostare

la moleola dalla posizione di equilibrio oorre una forza notevole. In realt�a

dobbiamo aspettari he la urva reale sia anora pi�u ripida nel ramo di sinistra,

e sia invee pi�u dole in quello di destra, he deve avere addirittura un esso

(�g. 23{3).

Formazione della moleola

Esaminiamo ora un problema he nase dalla nostra shematizzazione. Sup-

poniamo di partire on due atomi distanti, e dotati di una erta energia inetia
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(anhe se piola): l'energia totale E del sistema in queste ondizioni �e positi-

va. Se le veloit�a dei due atomi sono tali da farli avviinare, la forza attrattiva

esistente a distanza maggiore di x

0

far�a aumentare l'energia inetia mentre la

distanza diminuise, e questo proesso ontinuer�a �no alla distanza x

0

. A quel

punto il moto relativo degli atomi prosegue, e la distanza diminuise anora, ma

la forza �e divenuta repulsiva: dunque la veloit�a derese, e si annulla quando

la distanza assume il valore x

min

nel quale V (x

min

) = E (�g. 23{4). La forza

repulsiva agise anora, e ausa un'inversione del moto: la onservazione del-

l'energia i assiura he gli atomi si allontaneranno inde�nitamente, perh�e la

veloit�a non si annulla mai (si riordi he E > 0).

Eo ora il problema: se le ose stanno os��, om'�e possibile he da due

atomi separati si formi una moleola? Due atomi potranno s�� avviinarsi, ma

poi dovranno separarsi di nuovo, on la stessa veloit�a on ui si sono avviinati!

La risposta �e he abbiamo trasurato e�etti dissipativi, ossia interazioni he

fanno diminuire l'energia del sistema. La pi�u ovvia �e l'emissione di radiazione

elettromagnetia: durante l'urto si pu�o avere irraggiamento, per ui l'energia

meania non si onserva (urto anelastio). Se l'energia perduta �e maggiore

di E, il sistema rimane on energia negativa, e non pu�o pi�u separarsi: gli atomi

sono ostretti a osillare intorno alla posizione di equilibrio (�g. 23{5). Nel orso

di queste osillazioni si avr�a un'ulteriore emissione di radiazione, e per questa

via la moleola si porter�a alla minima energia possibile, he vale �E

l

.

E�etti quantistii

Anhe se in tutto il nostro ragionamento non abbiamo tenuto onto di e�etti

quantistii, essi esistono e sono anhe essenziali per la validit�a del modello he

abbiamo fatto, per quanto i�o possa sembrare paradossale.

Un atomo di azoto in quiete ha un insieme di possibili valori della sua energia

(i osiddetti \livelli energetii"): dal pi�u basso al suessivo la di�erenza �e di

oltre 2 eV, ossia pi�u di 3 � 10

�19

J. Ne segue he se non �e disponibile un'energia

maggiore di questa, non �e possibile ambiare l'energia dell'atomo, he peri�o

si omporta proprio ome \atomo," ossia ome se non avesse gradi di libert�a

interni.

�

E questo he giusti�a il nostro modello, in ui abbiamo trattato gli

atomi ome punti materiali.

Invee le distanze fra i livelli di energia dovuti alle vibrazioni della moleola

valgono h� ' 0:5 � 10

�19

J, io�e sono nettamente pi�u piole (anhe se non mol-

to): ne segue he i sono situazioni in ui vengono eitate le vibrazioni, senza

disturbare gli atomi ome tali.

Nota: In realt�a le ose sono pi�u ompliate di os��; ma qui vogliamo soltanto

dare un'idea di quello he suede, anhe al prezzo di qualhe impreisione.

Il fatto he V (x) non sia esattamente una funzione quadratia di x� x

0

ha

una onseguenza: non si tratta di un osillatore armonio, quindi le osillazioni

non sono isorone. Dovr�a esseri una dipendenza della frequenza dall'ampiezza.

23{4



Dal punto di vista sperimentale, le osillazioni della moleola si vedono attraver-

so l'emissione e assorbimento di radiazione elettromagnetia (infrarossa, ome

risulta dalla frequenza). Se si trattasse di un vero osillatore armonio, si do-

vrebbe vedere una sola frequenza, mentre in realt�a se ne trovano parehie viine

tra loro. In termini quantistii, l'isoronismo dell'osillatore armonio si tradue

nell'equidistanza dei livelli (�g. 23{6); l'anarmoniit�a signi�a he i livelli non

sono pi�u equidistanti, e di onseguenza i salti di energia in emissione e in as-

sorbimento non sono tutti uguali (�g. 23{7). La relazione di Bohr �E = h�

implia allora he si dovranno vedere diverse frequenze viine, anzih�e una sola.

Un ultimo e�etto quantistio �e il seguente: l'energia minima di osillazione

non �e zero (un osillatore quantistio non sta mai fermo!) ma vale

1

2

h�. Ne segue

he l'energia di legame non �e jV (x

0

)j, ma jV (x

0

)j �

1

2

h�: peri�o jV (x

0

)j �e un

po' maggiore di E

l

. Coi nostri dati avremmo 1:23 invee di 1:18: una di�erenza

del 4%.
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