
17. Forze apparenti nel \laboratorio Terra"

Come gi�a detto, un 
ampo di appli
azione prati
a delle idee sviluppate nel


ap. pre
. �e il riferimento solidale alla Terra, 
he non �e 
ertamente inerziale, e

nel quale si possono mettere in evidenza tutti gli e�etti di 
ui abbiamo parlato.

Comin
iamo per
i�o 
ol de�nire la situazione, introdu
endo an
he le ne
essarie

s
hematizzazioni.

Il riferimento \Terra"

Agli s
opi della presente dis
ussione faremo le seguenti sempli�
azioni:

a) La Terra �e una sfera rigida, di raggio R = 6:38 � 10

6

m. In realt�a pi�u avanti

potremo ridis
utere quest'ipotesi, e distingueremo R

e

(raggio equatoriale)

da R

p

(raggio polare): il dato numeri
o 
itato sopra si riferis
e a R

e

.

b) Il suo 
entro T si muove attorno al Sole di moto 
ir
olare uniforme; la


orrispondente a

elerazione si 
al
ola a partire dal raggio dell'orbita e dal

periodo, e vale a

riv

= 5:9 � 10

�3

m=s

2

.


) Il moto di rotazione �e uniforme 
on asse �sso; l'asse forma angolo " ' 23

Æ


on la normale al piano dell'orbita; il periodo �e un giorno siderale, pari

a 
ir
a 8:62 � 10

4

s. Ne segue 
he all'equatore l'a

elerazione dovuta alla

rotazione vale a

rot

= 3:4 � 10

�2

m=s

2

.

d) La massa della Terra �e tras
urabile rispetto a quella del Sole (il rapporto

M

S

=M

T

vale 
ir
a 3 � 10

5

) ed �e pure tras
urabile l'azione degli altri pianeti.

e) Sebbene sia molto pi�u importante, tras
uriamo an
he l'azione della Luna.

Indi
hiamo 
on K un riferimento (inerziale) solidale al 
entro del Sole e

orientato verso le \stelle �sse"; 
on K

1

il riferimento solidale a T, ma in moto

puramente traslatorio rispetto a K; 
on K

0

quello solidale 
on la Terra (e quindi

in rotazione rispetto a K

1

).

Nel riferimento K

1

la sola forza apparente �e �m~a

riv

; visto 
he a

riv

=g �e

dell'ordine di 10

�3

, ne segue 
he tale forza �e � 10

�3

volte il peso di un 
orpo.

Essa �e diretta in verso opposto al Sole; per�o su ogni 
orpo agis
e an
he la forza

(reale)

~

F

S

di attrazione del Sole, 
he ha modulo GM

S

m=D

2

ed �e diretta verso

il Sole. Qui D �e la distanza PS (�g. 17{1), 
he �e presso
h�e uguale a D

0

= TS

(entro � 4 � 10

�5

); an
he la direzione di

~

F

S

�e 
ir
a la stessa di TS, 
io�e quella

di ~a

riv

. Inoltre a

riv

= GM

S

=D

2

0

.

L'a

elerazione ~a

S

prodotta da

~

F

S

�e dunque prati
amente uguale ad ~a

riv

(la Terra e tutti gli oggetti vi
ini \
adono" 
on la stessa a

elerazione verso il

Sole!) per 
ui la forza risultante

~

F

S

� m~a

riv

�e nulla, 
on ottima approssima-

zione. Dis
uteremo pi�u avanti l'e�etto dell'essere questa 
an
ellazione soltanto

approssimata.

Abbiamo dunque s
operto 
he il riferimento K

1

(
he possiamo 
hiamare

\riferimento in 
aduta libera" nel 
ampo gravitazionale del Sole) pu�o essere
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trattato 
ome inerziale, se allo stesso tempo dimenti
hiamo l'attrazione solare.

Questo nella me

ani
a terrestre si fa sempre, senza pensar
i: nessuno tiene


onto dell'attrazione solare sulla 
aduta di un grave, e nean
he sul moto di un

aereo. Eppure non si tratta di un e�etto tanto pi

olo: las
iando 
adere un

sasso dalla Torre Pendente, se l'attrazione solare entrasse in gio
o, devierebbe

il sasso verso Est al mattino e verso Ovest la sera, di oltre 3 
m! In e�etti

la relativit�a generale basa proprio su quest'osservazione una ride�nizione del


on
etto di riferimento inerziale. Ma an
he da un punto di vista prati
o, �e

molto 
omodo 
he 
i si possa dimenti
are dell'attrazione solare nella me

ani
a

terrestre.

Passiamo ora a K

0

, 
he ruota rispetto a K

1

. Qui dobbiamo aspettar
i due

e�etti:

{ forza 
entrifuga, in misura di qual
he millesimo dell'attrazione gravitazio-

nale della Terra

{ forza di Coriolis, 
he dipende dalla velo
it�a del 
orpo.

La forza 
entrifuga

L'espressione della forza 
entrifuga �e

~

F




= �m~! � (~! �~r) = m!

2

~r �m (~! �~r)~! = m!

2

~r

?

:

Si vede 
he j

~

F




j = m!

2

R 
os'

0

, e la direzione �e ortogonale all'asse di rotazione

(�g. 17{2).

Le forze agenti su di un grave sono dunque due: l'attrazione della Terra, 
he

indi
heremo 
on m~g

0

, e la forza 
entrifuga

~

F




. L'a

elerazione risultante sar�a

~g = ~g

0

+

~

F




=m, e si vede dalla �gura 
he �e sempre j~gj < j~g

0

j (la di�erenza �e del

3.4 per mille all'equatore); inoltre la direzione di ~g non �e pi�u radiale.

Chiaramente ~g d�a la direzione osservata della verti
ale (�lo a piombo); la

super�
ie libera dei liquidi �e ortogonale a ~g. L'angolo della verti
ale lo
ale 
ol

piano dell'equatore de�nis
e la latitudine geogra�
a ': dunque ' > '

0

('

0

si


hiama latitudine geo
entri
a). Las
iamo per eser
izio di veri�
are 
he il massi-

mo della di�erenza '� '

0

si ha per '

0

' 45

Æ

, e vale quasi esattamente 0:1

Æ

.

La 
onseguenza �si
a pi�u importante della forza 
entrifuga �e per�o lo s
hia
-


iamento della forma della Terra, 
ome vide lo stesso Newton. Se la Terra non �e

esattamente solida, ma 
uida (
ome 
ertamente �e, sulla s
ala dei tempi geologi-


i) allora la sua super�
ie di equilibrio deve in ogni punto essere perpendi
olare

a ~g (�g. 17{3). Naturalmente la deformazione ha per e�etto 
he an
he il 
ampo

gravitazionale ~g

0

non �e pi�u quello di una massa a simmetria sferi
a, e per
i�o

il 
al
olo si 
ompli
a. La forma della Terra �e 
on buona approssimazione un

ellissoide di rotazione s
hia

iato, per 
ui o

orre distinguere il raggio equatoria-

le R

e

dal raggio polare R

p

: la di�erenza misurata �e R

e

� R

p

= 21 km. Questo
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s
hia

iamento �e presente in tutti i pianeti, ma �e parti
olarmente mar
ato per

Giove e Saturno; per quest'ultimo la di�erenza fra R

e

e R

p

�e quasi il 10%.

Tanto la forza 
entrifuga quanto lo s
hia

iamento 
ospirano a rendere l'a
-


elerazione di gravit�a osservata maggiore al Polo e minore all'Equatore: i valori

misurati sono:

g

p

= 9:832m=s

2

; g

e

= 9:780m=s

2

g = 9:806m=s

2

per ' = 45

Æ

:

Va ri
ordato 
he mentre Newton fu in grado, in base alla sua teoria, di

prevedere tanto lo s
hia

iamento quanto le variazioni di g, an
he in termini

quantitativi, la situazione sperimentale ai suoi tempi era meno 
hiara, spe
ie

per lo s
hia

iamento. La variazione di g si ri
ondu
eva fa
ilmente a quella del

periodo di un pendolo, e dati attendibili erano gi�a stati ra

olti alla �ne del '600.

Inve
e lo s
hia

iamento �e pi�u diÆ
ile da mettere in evidenza: essendo fuori

questione la misura diretta di R

e

e di R

p

, si ri
orreva alla \lunghezza del grado

di meridiano": l'ar
o di meridiano 
orrispondente a una di�erenza di latitudine

di 1

Æ

deve variare 
on la latitudine se la Terra non �e sferi
a, risultando tanto

maggiore quanto pi�u 
i si avvi
ina al Polo, se la Terra �e s
hia

iata. (Per
h�e?)

Dato 
he la di�erenza �e pi

ola, le misure del tempo non fornivano risultati

univo
i: vi era an
he 
hi sosteneva 
he la Terra fosse allungata (a forma di

uovo). Solo anni dopo la morte di Newton la 
ontroversia fu de�nitivamente


hiusa.

La forza di Coriolis

La forza di Coriolis si manifesta soltanto su 
orpi in moto rispetto a K

0

.

Illustreremo ora due esempi 
lassi
i.

La deviazione dei gravi verso Est: Nella 
aduta dei gravi la forza �e orizzontale,

e per
i�o provo
a una pi

ola deviazione dalla traiettoria verti
ale; veri�
ando la

direzione della forza, si vede 
he la deviazione �e verso Est. Non faremo il 
al
olo;

il risultato �e proporzionale al 
oseno della latitudine e alla potenza 3/2 dell'al-

tezza di 
aduta: per la Torre Pendente sarebbe di 6mm, quindi diÆ
ilmente

osservabile.

Il pendolo di Fou
ault: Nel moto di un pendolo la forza di Coriolis provo
a una

rotazione del piano di os
illazione. Almeno nel 
aso di un pendolo posto al Polo,

il fenomeno si 
omprende molto meglio mettendosi nel riferimento K

1

: in questo

riferimento il piano �e invariabile, e per
i�o nel riferimento K

0

esso ruota in senso

opposto alla rotazione terrestre, fa
endo un giro in un giorno.

�

E meno sempli
e

dimostrare 
he a una latitudine intermedia l'e�etto 
'�e an
ora, ma la rotazione

�e pi�u lenta, in proporzione a sin'.

Questo esperimento �e universalmente noto 
ome \pendolo di Fou
ault," dal

nome del �si
o 
he per primo lo realizz�o nel 1851. La sua importanza stori
a
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e 
on
ettuale sta nell'aver dato una prova della rotazione terrestre del tutto

indipendente da osservazioni esterne (astronomi
he).

La forza di Coriolis nell'atmosfera

Ma l'e�etto di gran lunga pi�u importante della forza di Coriolis �e nei fe-

nomeni meteorologi
i. Per 
omin
iare, 
onsideriamo una massa d'aria 
he si

muove lungo un parallelo, verso Est, 
on velo
it�a ~v (�g. 17{4). Allora la forza di

Coriolis

~

F





= �2m~! �~v �e diretta verso l'esterno, ortogonale all'asse polare, e

ha modulo 2m!v. A noi interessa il moto dell'aria lungo la super�
ie terrestre,

e per
i�o useremo la 
omponente

~

F

0





tangente alla super�
ie: questa �e diretta

verso Sud, e ha modulo 2m!v sin'.

Eser
izio: Dimostrare 
he an
he se ~v ha direzione diversa, pur
h�e tangente alla

super�
ie terrestre,

~

F

0





ha sempre lo stesso modulo, ed �e sempre diretta verso

destra rispetto a ~v.

Dunque l'aria verr�a spinta verso Sud (o in generale verso destra), a meno


he non esista un'altra forza 
he 
ompensa la forza di Coriolis. Nell'atmosfera

tale forza proviene di solito da di�erenze di pressione: vediamo per
h�e.

In �g. 17{5 sono rappresentate due isobare (
urve di livello della pressione

al suolo) 
orrispondenti a due valori p

1

e p

2

molto vi
ini; sia h la distanza

delle isobare in P. Sull'aria 
ontenuta nel 
ubetto di lato h agis
ono, per e�etto

dell'aria 
ir
ostante, due forze diverse in direzione x (per la s
elta degli assi

v. la �gura): p

1

h

2

nel verso positivo, e p

2

h

2

nel verso negativo (le forze sulle

fa

e perpendi
olari a y si 
an
ellano, e quelle lungo z non 
'interessano). La

risultante �e

F

p

= (p

1

� p

2

)h

2

= �

dp

dx

h

3

;

il segno di F

p

sar�a positivo se p

1

> p

2

, ossia se la pressione de
res
e nel verso

positivo di x.

Se % �e la densit�a dell'aria, la massa 
ontenuta nel volumetto �e m = h

3

%, per


ui

F

p

= �

m

%

dp

dx

;

o meglio, in forma vettoriale:

~

F

p

= �

m

%

dp

dx

~e

x

:

Il vettore (dp=dx)~e

x

si 
hiama il gradiente di p.
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Se vogliamo equilibrio delle forze, o

orrer�a

~

F

p

+

~

F

0





= 0, da 
ui:

a) la velo
it�a ~v dev'essere ortogonale al gradiente di pressione: pi�u esattamente

l'alta pressione deve stare alla destra di ~v

b) il modulo del gradiente di pressione deve valere

�

�

�

�

dp

dx

�

�

�

�

= 2!v% jsin'j : (17{1)

Nota: la regola della destra vale �n
h�e sin' > 0, ossia nell'emisfero settentrio-

nale; nell'emisfero australe vale la regola della sinistra!

Mettiamo qual
he numero: ! = 7:3 � 10

�5

rad=s, % = 1:3 kg=m

3

(varia


on la pressione e la temperatura, ma solo di qual
he %). Se pensiamo a un

vento moderato, v = 10m=s, alle nostre latitudini (' = 45

Æ

), risulta jdp=dxj =

1:3�10

�3

Pa=m, 
he �e un gradiente di pressione del tutto 
onsueto nell'atmosfera.

(Si ri
ordi 
he 1Pa = 1N=m

2

.)

Quanto abbiamo visto spiega per
h�e in un'area di bassa pressione i venti

abbiano andamento antiorario (al Nord): per questo si parla di aree 
i
loni
he,

ossia 
on 
ir
olazione 
on
orde 
on la rotazione terrestre (�g. 17{6). Nelle aree

di alta pressione inve
e la 
ir
olazione �e opposta (aree anti
i
loni
he, �g. 17{7).

Nelle �gure sono indi
ate le isobare e i valori della pressione in mbar (unit�a usata

dai meteorologi: 1mbar = 10

2

Pa).

A rigore non pu�o essere vero 
he la 
ir
olazione dell'aria segua le isobare


on la velo
it�a indi
ata dalla (17{1), per due ragioni:

1) Se queste sono 
urve, esiste un'a

elerazione 
entripeta: quindi

~

F

0





e

~

F

p

non si equilibrano esattamente:

~

F

0





+

~

F

p

= m~a:

A 
onti fatti per�o, se la 
urvatura non �e troppo forte, l'a

elerazione 
en-

tripeta �e abbastanza pi

ola, per 
ui la (17{1) vale almeno 
ome prima

approssimazione.

2) Esiste un'altra forza, importante in vi
inanza del suolo: l'attrito. Poi
h�e la

forza di attrito �e opposta a ~v, si vede 
he la 
ondizione

~

F

0





+

~

F

p

+

~

F

a

= 0

�e soddisfatta solo se ~v ha una 
omponente radiale (verso l'interno in area


i
loni
a (�g. 17{8), verso l'esterno in area anti
i
loni
a). Per
i�o l'aria 
on-

verge al 
entro in un'area 
i
loni
a, e qui si solleva; vi
eversa in area anti-


i
loni
a l'aria si allontana dal 
entro, ed �e rimpiazzata da aria proveniente

da strati superiori.
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Conseguenza di quanto osservato in 2) �e 
he in un'area 
i
loni
a l'aria as
endente

si ra�redda (espansione adiabati
a), il vapore d'a
qua 
ondensa, e ne seguono

nuvole e pioggia; vi
eversa in un'area anti
i
loni
a l'aria 
he dis
ende si ris
alda,

le nubi si dissolvono e il 
ielo �e sereno. Questo in una s
hematizzazione molto

sempli�
ata; in realt�a i fenomeni meteorologi
i sono assai pi�u 
omplessi, se non

altro per
h�e 
oinvolgono e�etti termodinami
i.

Resta il fatto 
he in tutta la 
ir
olazione atmosferi
a la forza di Coriolis gio-


a un ruolo determinante: oltre 
he nei fenomeni a s
ala relativamente pi

ola,


ome quelli visti sopra, entra an
he nella 
osiddetta \
ir
olazione generale": i

grandi movimenti provo
ati dalle di�erenze d'insolazione fra le regioni equato-

riali e quelle polari. Se non 
i fosse la forza di Coriolis, questi moti 
onvettivi

si svolgerebbero prevalentemente lungo i meridiani; inve
e �e noto 
he la 
ir
ola-

zione alle latitudini temperate �e da Ovest verso Est, mentre quella verso la zona

equatoriale (alisei) �e da Nord-Est verso Sud-Ovest nell'emisfero settentrionale,

da Sud-Est verso Nord-Ovest in quello meridionale.

Le maree

Abbiamo visto all'inizio di questo 
apitolo 
he nel riferimento K

1

si pu�o di-

menti
are l'attrazione solare, per
h�e �e 
ompensata dalla forza apparente. Per�o

questa 
ompensazione �e soltanto approssimata, e vogliamo ora dis
utere le 
on-

seguenze di 
i�o.

Nella �g. 17{9 �e rappresentata la Terra, e il Sole �e indi
ato dalla fre

ia (alla

s
ala della �gura starebbe a 
ir
a 500m!) Nel punto A della super�
ie terrestre

pi�u vi
ino al Sole, la forza di attrazione solare �e maggiore di quella 
he si avrebbe

nel punto T: dunque la risultante delle due �e diretta verso il Sole. Inve
e nel

punto B l'attrazione �e minore, e la risultante �e diretta in verso opposto. In�ne, in

punti 
ome C (e D) la distanza �e prati
amente la stessa, e quindi il modulo della

forza di attrazione �e lo stesso di quello della forza apparente, ma le direzioni

sono diverse: la forza apparente ha sempre la direzione di �~a

riv

, ossia quella

opposta a TS, mentre l'attrazione �e diretta 
ome CS. Le due forze quindi non si


an
ellano, ma rimane una risultante diretta verso il 
entro della Terra.

Riassumendo: nel riferimento K

1

l'attrazione solare non viene esattamente


an
ellata dalla forza apparente, ma sopravvive un 
ampo di forze 
on l'anda-

mento della �g. 17{10. L'e�etto di questa forza �e di provo
are uno spostamento

dell'a
qua degli o
eani, 
he si solleva in 
orrispondenza dei punti A e B, mentre

si abbassa in C e D: per questo motivo la forza in questione prende il nome di

forza di marea. Poi
h�e la Terra gira, il punto A non �e �sso rispetto alla Terra

solida: ne segue 
he in dato luogo della Terra l'alta marea si presenta due volte

al giorno.

Vogliamo ora 
al
olare l'entit�a dell'e�etto di marea, e per questo �e ne
essario

studiare la forza di marea per un punto P generi
o della super�
ie terrestre.
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Avremo (�g. 17{9)

SP

2

= D

2

= D

2

0

+ R

2

� 2D

0

R 
os� = D

2

0

�

1�

2R

D

0


os�

�

;

avendo tras
urato un termine di se
ondo ordine in R=D

0

' 4 � 10

�5

. La forza di

attrazione del Sole ha modulo

F

S

=

GM

S

m

D

2

=

GM

S

m

D

2

0

�

1�

2R

D

0


os�

�

�1

=

GM

S

m

D

2

0

�

1 +

2R

D

0


os�

�

= ma

riv

�

1 +

2R

D

0


os�

�

; (17{2)

dove abbiamo fatto uso della relazione

1

1� "

= 1 + "+O("

2

):

Dunque la (17{2) �e 
orretta a meno di termini di se
ondo ordine in R=D

0

.

Assumendo gli assi 
ome in �gura, avremo

F

Sx

= F

S

; F

Sy

= �ma

riv

R

D

0

sin�;

sempre a meno di termini di se
ondo ordine.

Quanto alla forza apparente, il suo modulo �e esattamente ma

riv

; per
i�o la

forza di marea ha 
omponenti

F

mx

= ma

riv

2R

D

0


os�; F

my

= �ma

riv

R

D

0

sin�:

Per 
apire l'azione di marea, supponiamo 
he i punti A e C della �g. 17{9

siano 
ollegati da un tubo a L, 
he arriva al 
entro della Terra (�g. 17{11). Se

l'a
qua in A e in C avesse la super�
ie libera alla stessa distanza R da T, la

pressione nel punto T del tubo dovuta alla gravit�a terrestre sarebbe la stessa nei

due rami del tubo, ma a questa si sommerebbe la forza di marea nel ramo TC,

mentre si sottrarrebbe nel ramo TA. Cal
oliamo questi \di�erenziali di pressio-

ne": nel ramo TC la forza passa linearmente da zero (in T) a un massimo (in C);

potremo dunque usare la forza media 
he si ha alla distanza R=2 dal 
entro. La

massa della 
olonna di liquido �e %R�, se � �e la sezione del tubo, e quindi la forza

vale

%R� a

riv

R

2D

0

:

La forza nel ramo TA �e doppia di questa, e 
omplessivamente si ha uno sbilan-


iamento di pressione

3

2

%a

riv

R

2

D

0

;
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he dev'essere 
ompensato dal dislivello h 
he stiamo 
er
ando. Il 
ilindretto

di altezza h nel punto A avr�a un peso %gh� e produrr�a una pressione %gh :

uguagliando otteniamo

h =

3

2

a

riv

g

R

2

D

0

= 0:25m;

questa �e dunque l'es
ursione di marea prevista.

In realt�a le maree sono un fenomeno molto pi�u 
ompli
ato, per diverse

ragioni:

{ A

anto alla marea solare, 
he �e quella 
he abbiamo appena dis
usso, esiste

an
he una marea lunare, 
he ha la stessa origine ma �e un po' pi�u diÆ
ile

da spiegare. Dato 
he la forza di marea dipende da M=D

3

0

, a 
onti fatti

si vede 
he quella lunare ha intensit�a pi�u 
he doppia, e per
i�o prevale nel

determinare le maree osservate.

{ Le due maree hanno andamenti temporali diversi, per
h�e le posizioni della

Luna e del Sole 
ambiano nel tempo. Nelle fasi di luna piena e luna nuova

(sizigie) gli e�etti si sommano, mentre ai quarti si sottraggono.

{ Gli attriti dovuti al moto dell'a
qua sul fondo alterano le maree, soprattutto

sfasandole in ritardo.

{ Le os
illazioni dell'a
qua dovute alle maree vengono modi�
ate, e talvolta

grandemente ampli�
ate, da e�etti di risonanza: questo spiega per
h�e esi-

stano luoghi dove le maree possono essere an
he 20 volte pi�u ampie di quello


he il nostro 
al
olo darebbe.
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17a. Il prin
ipio di equivalenza

In questo 
apitolo vogliamo riprendere al
uni �li las
iati sospesi in diver-

si 
apitoli pre
edenti, e 
he 
i porteranno alle soglie di una delle pi�u grandi


onquiste della �si
a di questo se
olo: la teoria relativisti
a della gravitazione.

Propriet�a della gravitazione

Comin
iamo ri
hiamando i \�li" di 
ui si di
eva:

a) Cap. 4: tutti i gravi 
adono 
on la stessa a

elerazione (Galileo).

b) Cap. 5: gli e�etti inerziali della massa sono proporzionali agli e�etti gravi-

tazionali.


) Cap. 17: in un riferimento in 
aduta libera in 
ampo gravitazionale, la forza

di gravit�a viene 
an
ellata dalla forza apparente.

L'asserzione a) si generalizza | 
ome vedremo meglio pi�u avanti | nella

seguente: il moto in 
ampo gravitazionale �e lo stesso per tutti i 
orpi, ossia non

dipende n�e dalla massa n�e dalla natura �si
a del 
orpo 
he si muove. Poi
h�e

la forza agente �e una manifestazione gravitazionale della massa, mentre l'a
-


elerazione �e determinata dall'e�etto inerziale, quanto appena detto equivale

all'asserzione b).

Pi�u esattamente, a riguardo di b) o

orre distinguere due aspetti, per
h�e 
i

sono due tipi di e�etti gravitazionali di una massa: quelli attivi e quelli passivi.

Parliamo di e�etto attivo quando di
iamo 
he la forza prodotta (ad es. dalla

Terra) �e proporzionale alla massa 
he la produ
e; parliamo inve
e di e�etto pas-

sivo quando di
iamo 
he la forza �e proporzionale alla massa su 
ui agis
e. Che

le due 
ose debbano 
oin
idere dis
ende dal 3

Æ

prin
ipio: se infatti 
onsideriamo

l'interazione gravitazionale tra due 
orpi (ad es. la Terra e la Luna) e se ammet-

tiamo 
he la forza sulla Luna sia proporzionale alla massa della Terra (e�etto

attivo) avremo per 
onseguenza 
he an
he la forza sulla Terra, 
he ha la stessa

grandezza, �e proporzionale alla massa di questa: ma ora la massa della Terra

interviene per il suo e�etto passivo.

Dato 
he a) e b) sono equivalenti, per essere si
uri della validit�a di entrambe

le proposizioni basterebbe studiare sperimentalmente la 
aduta dei gravi. Questo

�e 
i�o 
he fe
e Newton usando dei pendoli: egli prov�o 
he il periodo dipendeva

solo dalla lunghezza del pendolo; ma misure di questo genere non sono molto

pre
ise.

Quanto a 
), se rivediamo la dimostrazione data nel Cap. 17 troviamo 
he

la 
an
ellazione si basa sul fatto 
he entrambe le forze sono proporzionali alla

massa, ossia di nuovo su b). In sostanza, a), b) e 
) di
ono esattamente la stessa


osa: per
i�o 
ias
uno dei tre fatti pu�o essere usato per provare gli altri.

Questo era gi�a 
hiaro a Newton, il quale ri
orse ai satelliti di Giove (s
operti

da Galileo 70 anni prima): il dis
orso �e il seguente. Si vede dalle osservazioni
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astronomi
he 
he i satelliti di Giove girano intorno al pianeta 
ome se il Sole non


i fosse. Eppure quei satelliti oltre 
he da Giove sono attratti an
he dal Sole:

ma �e un fatto 
he nel sistema di riferimento di Giove l'attrazione gravitazionale

del Sole non ha e�etto. Newton ne 
on
lude 
he la forza di gravit�a del Sole �e

proporzionale alla massa del 
orpo attratto. Infatti solo in tal 
aso l'a

elerazione

dovuta al Sole sar�a la stessa sia per Giove, sia per i satelliti: 
ondizione ne
essaria

e suÆ
iente per
h�e l'attrazione solare si 
an
elli nel riferimento di Giove, 
he �e

in 
aduta libera verso il Sole.

Sullo stesso prin
ipio si basano an
he gli esperimenti su

essivi, dagli inizi di

questo se
olo (E�otv�os) �no a tempi pi�u re
enti (Di
ke, Braginskij). Ad esempio,

questi ultimi veri�
ano 
on grandissima pre
isione quello 
he abbiamo detto

nel 
ap. pre
edente: 
onfrontando l'attrazione solare su 
orpi diversi, situati in

un laboratorio terrestre, non si trova nessuna di�erenza osservabile. Gli ultimi

risultati danno per queste misure errori inferiori a 10

�12

.

Il prin
ipio di equivalenza

Le propriet�a della gravitazione 
he abbiamo appena dis
usse non hanno una


onnessione logi
a 
on le leggi della me

ani
a newtoniana: si potrebbe 
on
epire

benissimo un universo in 
ui valgono le tre leggi di Newton, ma la forza di gravit�a

segue leggi diverse da quelle 
he 
onos
iamo. Tuttavia le 
ose nel nostro universo

stanno 
ome abbiamo visto, e le 
onferme sperimentali hanno un elevatissimo

grado di pre
isione. S'intende 
he tutto questo era ben noto gi�a dopo Newton: le

veri�
he sperimentali di questo se
olo sono soltanto servite a ra�orzare le nostre


onvinzioni in proposito.

A questo punto interviene Einstein. La sua prima idea 
onsiste nel 
apo-

volgere la relazione fra a), b) e 
): anzi
h�e vedere 
) 
ome una 
onseguenza

(
ome abbiamo fatto noi �nora) egli assume 
he l'esatta 
an
ellazione, e quindi

la stretta somiglianza tra la forza di gravit�a e le forze apparenti in un riferimento

a

elerato, esprima la natura fondamentale della gravitazione.

Einstein des
rive la situazione 
on uno dei suoi 
lassi
i esperimenti ideali :

quello dell'as
ensore (oggi a tutti noto 
ome \as
ensore di Einstein"). Si tratta

di un as
ensore 
he a 
ausa della rottura delle 
orde di sostegno, e in man
anza di

freni e attriti di qualsiasi genere, si trova in 
aduta libera verti
ale. La des
rizione


he la me

ani
a newtoniana d�a di un tale as
ensore �e la seguente: esso non

�e un riferimento inerziale, dal momento 
he si muove di moto uniformemente

a

elerato. Quindi su di un oggetto nell'as
ensore oltre alla forza peso

~

P = m~g,

rivolta verso il basso, agis
e la forza apparente

~

F = �m~a, dove~a �e l'a

elerazione

del riferimento (�g. 17a{1). Essendo ~a = ~g ne segue 
he le due forze sono uguali

e opposte, e la loro risultante �e nulla: in un as
ensore in 
aduta libera le 
ose

sono senza peso, nel senso 
he se si va a misurare 
on un dinamometro la forza

appli
ata a un qualsiasi oggetto, si trova zero. Ne segue poi 
he se a questo
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oggetto diamo una spinta, esso si muover�a di moto uniforme, 
ome vorrebbe il

prin
ipio d'inerzia.

O

orre notare 
he �n qui non abbiamo detto niente di nuovo: non 
'�e an
ora

nessuna s
operta. Per�o Einstein, 
ome abbiamo detto, parte dall'idea 
he questa

non sia una 
oin
idenza, ma un fatto fondamentale: sia 
i�o 
he 
aratterizza la

�si
a della gravit�a. A�erma per
i�o 
he di fatto l'as
ensore �e un riferimento

inerziale, a patto di dimenti
are la forza di gravit�a. In altre parole, l'as
ensore

in 
aduta libera �e indistinguibile da una navi
ella spaziale 
he sia lontana dalla

Terra, dal Sole, o da qualsiasi altro 
orpo; 
he si trovi insomma al di fuori di

ogni 
ampo gravitazionale e si muova di moto uniforme.

Per di pi�u, Einstein fa an
he in questo 
aso la stessa operazione 
he ha fatto

sul prin
ipio di relativit�a. A�erma 
he non solo 
i�o �e vero per quanto riguarda la

misura delle forze, ossia i fatti me

ani
i, ma �e vero per tutta la �si
a. Se den-

tro a quest'as
ensore 
he sta pre
ipitando verso il basso eseguiamo un qualsiasi

esperimento di �si
a, non potremo distinguerlo da un esperimento fatto in un

riferimento inerziale lontanissimo da qualsiasi sorgente di forze gravitazionali.

In questo 
ontesto, 
ome nella formulazione del prin
ipio di relativit�a, \qual-

siasi esperimento di �si
a" vuol dire proprio un esperimento relativo a qualsia-

si 
ampo della �si
a. Potremo fare ad es. un esperimento sulla propagazione

della lu
e; oppure potremo studiare 
ome si 
omporta un nu
leo radioattivo:

troveremo 
he questi esperimenti, fatti nell'as
ensore 
he 
ade, 
i daranno esat-

tamente gli stessi risultati 
he darebbero nel riferimento inerziale 
onsistente in

un'astronave 
he viaggia a motori spenti nello spazio interstellare (prin
ipio del

ta

uino).

Naturalmente l'as
ensore �e solo un esempio, ma il prin
ipio ha portata as-

solutamente generale:

\Tutti i riferimenti in 
aduta libera sono, per qualsiasi e�etto �si
o,

equivalenti a riferimenti inerziali."

�

E questo l'enun
iato del prin
ipio di equivalenza.

Prin
ipio di equivalenza \forte" e \debole"

Per distinguere tra il prin
ipio di equivalenza 
om'era noto a Newton, e

quello enun
iato da Einstein, si usa talvolta 
hiamare il primo \debole" e il

se
ondo \forte." Il prin
ipio di equivalenza \debole" di
e sempli
emente 
he

in un riferimento in 
aduta libera la gravit�a si 
an
ella, e questo non aggiunge

niente di nuovo alla �si
a newtoniana. La novit�a sta nel prin
ipio di equivalenza

\forte," se
ondo 
ui l'equivalenza tra la �si
a in un riferimento in 
aduta libera

e la �si
a in un riferimento inerziale si estende a qualsiasi fenomeno: le leggi

della �si
a sono identi
he.

�

E 
hiaro il parallelismo 
ol prin
ipio di relativit�a. Questo di
e 
he riferimenti

in moto traslatorio uniforme l'uno rispetto all'altro sono �si
amente equivalenti,
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io�e indistinguibili: nel senso 
he gli esperimenti fatti nell'uno e nell'altro danno

gli stessi risultati. Il prin
ipio di equivalenza fa la stessa a�ermazione, per�o

stavolta relativamente a riferimenti di tipo diverso, 
io�e a un riferimento in


aduta libera | ad es. nel 
ampo gravitazionale della Terra | 
onfrontato 
on

un riferimento inerziale.

Abbiamo gi�a osservato 
he il prin
ipio di equivalenza si appli
a a qualsiasi


ampo gravitazionale, e qualsiasi tipo di 
aduta libera: per esempio a un'astro-

nave in 
aduta libera verso il Sole. Non solo: non �e ne
essario, per parlare di


aduta libera, 
he si tratti di un moto verti
ale; �e solo ne
essario 
he il 
orpo


ui �e asso
iato il nostro riferimento non sia sottoposto ad altre forze esterne

oltre alla forza di gravit�a. Cos�� ad es. una navetta 
he gira intorno alla Ter-

ra, fuori dell'atmosfera, �e un riferimento in 
aduta libera, poi
h�e la sola forza

agente �e quella di gravit�a: non 
i sono motori a

esi, n�e la resistenza dell'aria

(tras
uriamo la pressione di radiazione del Sole).

Nel seguito useremo spesso questa espressione; tutte le volte 
he parleremo

di \riferimento in 
aduta libera" intenderemo un riferimento 
he si muova sotto

l'azione della sola gravit�a: della Terra, del Sole, della Luna, magari di tutti questi


orpi insieme. Un'astronave 
he si muove nel sistema solare sentir�a l'azione del

Sole e quella dei pianeti; seguir�a una traiettoria 
ompli
ata, 
he potr�a an
he

farla passare vi
ino a qual
he pianeta, dove verr�a deviata e magari a

elerata;

ma �n
h�e si muover�a sotto la sola azione della gravit�a 
ombinata di tutti gli

oggetti presenti, sar�a sempre un riferimento in 
aduta libera.

Nota: La distinzione fra equivalenza \forte" e \debole" non �e unanimemente


ondivisa: vi �e 
hi sostiene | 
on un 
erto fondamento | 
he an
he la sempli
e

equivalenza debole non potrebbe sussistere se l'equivalenza non valesse per tutti

i fenomeni �si
i, an
he a livello mi
ros
opi
o. Pertanto le veri�
he di tale iden-

tit�a, 
he sono estremamente a

urate, sarebbero prove dell'equivalenza in senso

forte.

Carattere lo
ale del prin
ipio di equivalenza

Dobbiamo ora pre
isare un punto. Un enun
iato rigoroso del prin
ipio di

equivalenza fa uso del termine \lo
ale": i riferimenti in 
aduta libera sono lo
al-

mente inerziali. L'equivalenza tra un riferimento in 
aduta libera e uno inerziale

non pu�o essere esatta: in realt�a tra l'as
ensore in 
aduta libera e l'astronave 
he

viaggia nello spazio 
ompletamente vuoto qual
he di�erenza 
i deve essere.

Se infatti 
onsideriamo due palline A e B dentro l'as
ensore, 
ome nella

�g. 17a{2, la forza di gravit�a 
ui sono soggette non �e esattamente la stessa,

per
h�e sono a distanza diversa dal 
entro della Terra. La pallina A sar�a attratta


on una forza un po' maggiore 
he se stesse al 
entro C della 
abina, B 
on una

forza un po' minore.

Di 
onseguenza mentre l'as
ensore 
ade 
on la sua a

elerazione g, A 
ade


on un'a

elerazione leggermente pi�u grande e B 
on una leggermente pi�u pi

ola.
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Dopo un po' di tempo non vedremo pi�u A dove stava all'inizio, ma un po
o pi�u in

basso; inve
e B rimarr�a indietro, e quindi la vedremo salire. Se inve
e vogliamo

tenerle ferme dobbiamo appli
are una forza. E

o 
he il prin
ipio di equivalenza

non �e pi�u vero: l'as
ensore in 
aduta non �e equivalente a un riferimento inerziale,

per
h�e nell'as
ensore si manifestano e�etti 
he in un riferimento inerziale non si

vedrebbero.

�

E per�o 
hiaro 
he se le dimensioni della 
abina sono pi

ole, l'e�etto 
he

abbiamo s
operto �e pi

olo. Esso dipende dalla di�erenza tra le a

elerazioni di

gravit�a in A e in B; quindi, quanto pi�u sono vi
ini questi due punti, tanto pi�u �e

pi

ola la di�erenza.

In termini rigorosi, 
i�o equivale a dire 
he si pu�o ridurre l'e�etto quanto

si vuole pur di prendere la 
abina abbastanza pi

ola; 
io�e, in generale, pur di

rendere pi

ole le dimensioni spaziali del laboratorio. Non solo, ma il dis
orso

vale an
he in termini di tempo. Dato 
he l'e�etto �e il moto relativo tra due og-

getti, �e 
hiaro 
he esso sar�a sensibile solo se 
i sar�a abbastanza tempo per vedere

lo spostamento. Riassumendo: se il laboratorio �e molto limitato in estensione

spaziale e temporale, questi e�etti se
ondari sono pi

oli, al di sotto dello speri-

mentabile; e possono essere resi pi

oli quanto si vuole ridu
endo le dimensioni

del laboratorio e l'intervallo di tempo.

Dunque il prin
ipio di equivalenza vale solo al limite, nel senso di regioni

spaziali e temporali la 
ui estensione tende a zero. In prati
a i limiti spazio-

temporali sono �ssati dalla pre
isione delle misure 
he si possono fare. Per

des
rivere questa situazione in una sola parola, si di
e 
he l'equivalenza ha 
a-

rattere \lo
ale."

Prin
ipio di equivalenza e forze di marea

Non sar�a sfuggita l'analogia tra il ragionamento fatto a proposito delle due

palline nell'as
ensore di Einstein e quello 
he 
i ha portato alle forze di marea

nel 
ap. pre
edente.

Si tratta in e�etti proprio della stessa 
osa: la Terra �e un riferimento in


aduta libera nel 
ampo gravitazionale del Sole, della Luna, e

.; l'equivalenza


on un riferimento inerziale non �e perfetta, per
h�e restano delle forze residue

osservabili, 
he 
ausano le maree. Per questo motivo si usa il termine \forze di

marea" in un 
ontesto pi�u generale: tutte le volte 
he si ha a 
he fare 
on un la-

boratorio di estensione spazio-temporale �nita, per 
ui il prin
ipio di equivalenza

non vale esattamente. Si manifestano allora degli e�etti, 
he nella des
rizione

della me

ani
a newtoniana vengono attribuiti a queste forze residue, di entit�a

proporzionale alla dimensioni del laboratorio.

Il prin
ipio di equivalenza da un altro punto di vista

Da tutta la nostra dis
ussione si trae una 
onseguenza, 
he 
i permette di

formulare diversamente il prin
ipio di equivalenza:
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\Gli e�etti �si
i di un 
ampo gravitazionale sono (lo
almente) indistin-

guibili da quelli di un'a

elerazione del riferimento."

Supponiamo ad es. di avere due laboratori: uno sulla Terra, l'altro in un'astro-

nave lontana, ma 
oi motori a

esi in modo da avere un'a

elerazione ~a = �~g.

Stiamo di
endo 
he nessun esperimento permette di distinguere i due riferimen-

ti.

Per quanto riguarda le forze, 
i�o dis
ende da quello 
he sappiamo 
ir
a i

riferimenti a

elerati nella me

ani
a newtoniana: nell'astronave si sentir�a su

ogni 
orpo una forza apparente �m~a = m~g, uguale a quella 
he si sente sulla

Terra. Ma il prin
ipio di equivalenza (forte) 
i di
e di pi�u: nell'as
ensore di

Einstein, 
he sta sulla Terra e per di pi�u �e a

elerato, saranno presenti tanto

gli e�etti della forza di gravit�a quanto quelli dell'a

elerazione, e sappiamo 
he

essi si 
an
ellano esattamente (in senso lo
ale) per ogni esperimento. Dunque

gli e�etti della gravit�a sono sempre equivalenti a quelli dell'a

elerazione, 
he �e

quanto avevamo a�ermato.

�

E proprio questa nuova forma 
he giusti�
a il nome dato al prin
ipio di

equivalenza: la forza di gravit�a equivale all'a

elerazione del riferimento, e vi-


eversa. In questo modo di vedere le 
ose (
he �e quello di Einstein) la forza

di gravit�a perde di signi�
ato, in quanto pu�o sempre essere simulata oppure

eliminata mettendosi in un riferimento a

elerato.

Rimane a questo punto una domanda: ma allora l'azione gravitazionale del

Sole, o della Terra, dove sono andate a �nire? 
ome si manifestano? La risposta

ha due aspetti:

{ Un primo passo sta nell'osservare 
he 
'�e qual
osa 
he non pu�o essere elimi-

nato n�e simulato: le forze di marea.

{ Un se
ondo passo, 
he qui possiamo solo a

ennare (�e sviluppato pi�u am-

piamente in Rel) �e 
he l'e�etto del Sole o della Terra �e di in
urvare lo

spazio-tempo.

Un eser
izio

Per vedere l'utilit�a del prin
ipio di equivalenza an
he in situazioni della vita

quotidiana, esaminiamo il seguente problema:

In uno s
ompartimento di un treno 
i sono due bambini: il primo tiene in mano

un pendolo, l'altro un pallon
ino.

a) Se il treno per
orre una dis
esa a velo
it�a 
ostante, 
ome si dispone il pen-

dolo? e il pallon
ino?

b) Se inve
e il treno 
ompie una lunga frenata 
on a

elerazione 
ostante, 
ome

si dispone il pendolo? e il pallon
ino?

Quello 
he si 
hiede �e mostrare 
he si pu�o rispondere alle domande b) senza

ri
orrere a forze apparenti, e senza sapere niente di stati
a dei 
uidi, ma solo

usando il prin
ipio di equivalenza.
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La de
essione gravitazionale della lu
e

Una sempli
e appli
azione del prin
ipio di equivalenza (forte) sta nella prova


he deve esistere la de
essione gravitazionale della lu
e. Ammettiamo infatti 
he

l'as
ensore in 
aduta libera sia equivalente a un riferimento inerziale: allora se

nell'as
ensore si monta un proiettore (�g. 17a{3) 
he manda un fas
io di lu
e

orizzontale, la lu
e in
ontrer�a la parete opposta alla stessa altezza. Questo se

ammettiamo 
he la legge della propagazione rettilinea della lu
e sia una legge

�si
a valida nei riferimenti inerziali.

Ma se la lu
e va in linea retta in questo riferimento, allora un osservatore 
he

stia 
on i piedi sulla Terra e osservi l'as
ensore 
he 
ade, non vedr�a pi�u la lu
e

propagarsi in linea retta. Al 
ontrario, la lu
e si 
omporter�a esattamente 
ome

si 
omporterebbe un proiettile di fu
ile. Se inve
e del proiettore montiamo un

fu
ile, e spariamo un proiettile, nel riferimento dell'as
ensore | 
he �e inerziale

nel senso di Einstein | esso non �e soggetto a nessuna forza e viaggia in linea

retta. Di 
onseguenza, 
ome tutti sanno, se 
i si mette nel riferimento solidale


on la Terra, si vede il proiettile muoversi lungo una traiettoria paraboli
a.

Mentre il proiettile viaggia la 
abina s
ende, e per di pi�u non s
ende 
on

velo
it�a 
ostante, ma 
on moto a

elerato. La 
omposizione del moto orizzontale

del proiettile rispetto alla 
abina e del moto verti
ale a

elerato della 
abina

produ
e una traiettoria paraboli
a. In tutto 
i�o non 
'�e niente di strano: �e

pura e sempli
e �si
a galileiana. Ma dal momento in 
ui usiamo il prin
ipio di

equivalenza, quello 
he su

ede al proiettile 
i porta a prevedere la de
essione

della lu
e. Se in un riferimento solidale alla Terra si vedono 
adere verso il basso

i proiettili, allora per la stessa ragione deve 
adere verso il basso an
he la lu
e.

L'idea della lu
e 
he segue una parabola appare a prima vista 
ontraria

all'esperienza; ma teniamo presente 
he lo spostamento verti
ale �e legato al

tempo 
he impiega il proiettile ad attraversare la 
abina. La lu
e ha una velo
it�a

molto pi�u grande di quella di un proiettile; quindi lo spostamento della 
abina in

quel tempo sar�a pi

olo e an
he la de
essione della lu
e sar�a si
uramente molto

pi

ola: a 
onti fatti, si trova 
he dentro un as
ensore di dimensioni ragionevoli

la si pu�o tras
urare 
ompletamente.

Per�o se la 
abina fosse suÆ
ientemente grande, la de
essione potrebbe di-

ventare misurabile. Potremmo addirittura far partire un raggio da molto lontano

e farlo passare vi
ino alla Terra, in modo da fargli fare un per
orso il pi�u lungo

possibile nel 
ampo gravitazionale della Terra. In questo 
aso il 
al
olo diventa

pi�u 
ompli
ato, per
h�e non abbiamo pi�u un'a

elerazione 
ostante di 
aduta;

non siamo pi�u in grado di farlo 
on strumenti elementari. Del resto, an
he in

queste 
ondizioni sarebbe impossibile vedere l'e�etto, 
he �e an
ora troppo pi

o-

lo. Solo sfruttando il 
ampo del Sole si ries
e a ottenere una de
essione an
ora

assai pi

ola, ma misurabile.
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Ri
ettiamo

Siamo partiti da un fenomeno 
he siamo abituati a 
onsiderare banale (ma


he non lo era a�atto ai tempi di Galileo): tutti i gravi 
adono 
on una stessa

a

elerazione g. Sempli
i ragionamenti 
i hanno portato direttamente a una delle

rivoluzioni s
ienti�
he del nostro se
olo. Si 
oglie qui il fas
ino 
aratteristi
o

della �si
a di Einstein: parte da 
ose 
he sembrano alla portata di tutti, da

osservazioni 
he ognuno potrebbe fare, e ne trae 
onseguenze profonde, 
he altri

non avrebbero neppure saputo immaginare.

Ci si potrebbe limitare a 
on
ludere: non per nulla si trattava di Einstein!

Ma 
'�e un insegnamento 
he pu�o valere an
he per noi: spesso le grandi s
o-

perte nas
ono da una 
omprensione della �si
a nella sua profonda unit�a, 
he �e

tutt'altra 
osa dalla sempli
e addizione di tante 
onos
enze s
onnesse tra loro.
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