
13. Il prodotto vettorePer proedere on lo studio della inematia abbiamo bisogno di un nuovotipo di operazione fra vettori, il ui risultato �e anora un vettore: si tratta dunquedi un'appliazione V 3 � V 3 ! V 3. Ne daremo, per ominiare, una de�nizionegeometria.De�nizione di prodotto vettoreDati due vettori ~a, ~b il loro prodotto vettore~ = ~a�~b�e il vettore os�� de�nito: �e ortogonale a entrambi, orientato in modo he ~a, ~b, ~in quest'ordine formano una terna destra, e ha moduloj~j = j~aj j~bj sin#; (13{1)essendo # l'angolo fra~a e~b, inteso nell'intervallo [0; �℄. Si pu�o dire he il prodottovettore misura l'area orientata del parallelogrammo di lati ~a e ~b.Nota: Purtroppo il simbolo pi�u in uso attualmente tra i �sii per il prodottovettore �e lo stesso he i matematii usano per il prodotto artesiano. In passatola suola italiana aveva adottato il simbolo \^" (he oggi i matematii usanoon un signi�ato simile, ma non identio); qui abbiamo preferito onformariall'uso orrente, aÆdando al ontesto la distinzione fra i due signi�ati di \�".Si vede subito he il prodotto vettore �e antisimmetrio:~a�~b = �~b�~a: (13{2)Infatti lo sambio di ~a e ~b non ambia #, e quindi il modulo di ~ ; ma il ver-so va invertito per mantenere l'orientamento della terna. Un aso partiolaredella (13{2) �e ~a�~a = 0;he si riava anhe dal fatto he in tal aso # = 0. Pi�u in generale, ~a�~b = 0 sse~a e ~b sono paralleli.Riusir�a utile fra poo la seguente identit�a:j~a�~bj2 = j~aj2 j~bj2 � (~a �~b )2 (13{3)he si ottiene immediatamente dalla (13{1) e da ~a �~b = j~aj j~bj os#.Per dedurre altre propriet�a del prodotto vettore onviene introdurre unabase ortonormale (destra) ~e1, ~e2, ~e3. Dalla de�nizione seguono i prodotti fra ivettori della base:~e1 � ~e2 = ~e3; ~e2 � ~e3 = ~e1; ~e3 � ~e1 = ~e2: 13{1



Si veri�a poi failmente he le omponenti di ~a�~b sono:1 = a2b3 � a3b22 = a3b1 � a1b33 = a1b2 � a2b1: (13{4)Infatti il vettore ~ le ui omponenti sono date dalle (13{4){ �e ortogonale ad ~a e a ~b{ ha il giusto modulo (basta usare la (13{3)){ ha il giusto orientamento (�e vero nel aso partiolare ~a = ~e1, ~b = ~e2; perontinuit�a �e vero in generale).Osservazione 1: Il fatto he la base �e arbitraria i assiura he le (13{4) valgonoin generale, purh�e la terna sia destra.Osservazione 2: Dalle (13{4) si vede he ~ �e funzione lineare tanto di ~a quantodi ~b, osa he non sarebbe stato faile dedurre direttamente dalla de�nizione.Propriet�a del prodotto vettoreAlune propriet�a del prodotto vettore sono di grande utilit�a, e onvieneonoserle a memoria.Il prodotto misto: Si tratta di un'espressione della forma~a �~b�~ oppure ~a�~b �~; (13{5)dove ~a, ~b,~ sono vettori qualsiasi. Osserviamo in primo luogo he non oorronoparentesi, perh�e ovviamente il prodotto vettore va alolato prima del prodottosalare. Usando le omponenti artesiane, e sfruttando la (13{4), si vede heentrambe le espressioni (13{5) equivalgono a������ a1 a2 a3b1 b2 b31 2 3 ������ : (13{6)Da qui, o dall'interpretazione del prodotto vettore ome area, segue anhe hele (13{5) danno la misura del volume del parallelepipedo di spigoli ~a, ~b, ~, presopositivo se la terna (~a;~b;~) �e destra, negativo nell'altro aso.Sempre da (13{6) si vede he il prodotto misto si annulla sse i tre vettorisono dipendenti : spesso si fa uso di questo riterio per veri�are l'indipendenzadi tre vettori.Anora: dal omportamento del determinante per sambio delle righe, sivede he il prodotto misto resta invariato per una permutazione pari dei termini,e ambia segno per una permutazione dispari. Il tutto �e riassunto nella tabella13{2



seguente, dove in iasuna olonna sono indiate espressioni di valore uguale,mentre quelle di olonne diverse hanno valore opposto:~a �~b�~ ~a �~�~b~b �~�~a ~b �~a�~~ �~a�~b ~ �~b�~a~a�~b �~ ~a�~ �~b~b�~ �~a ~b�~a �~~�~a �~b ~�~b �~aIl doppio prodotto vettore: Con questo nome s'indiano le espressioni~a� (~b�~ ) (~a�~b )�~;dove questa volta le parentesi sono neessarie. Usando le omponenti, on unpo' di manipolazioni algebrihe si dimostrano le identit�a:~a� (~b�~ ) = (~a �~ )~b� (~a �~b )~(~a�~b )�~ = (~a �~ )~b� (~b �~ )~a: (13{7)Destra e sinistraNella de�nizione del prodotto vettore interviene la onvenzione sulla ternadestra: ne segue he due �sii he usassero onvenzioni diverse otterrebberorisultati opposti per ~a�~b. A prima vista i�o pu�o apparire inaettabile, perh�esembra he ne segua un'inertezza ira i risultati dei aloli. Tuttavia questonon aade, e vogliamo disutere ome mai.Distingueremo i vettori in due lassi, a seonda he la loro de�nizione di-penda o no dalla onvenzione in questione: i primi si hiamano \pseudovettori,"o anhe \vettori assiali"; i seondi sempliemente \vettori," oppure \vettori po-lari." Se ~a e ~b sono polari, ~a�~b �e assiale; se uno dei due �e polare e l'altro assiale(ome nel doppio prodotto vettore di tre vettori polari) il risultato �e polare; sein�ne sono entrambi assiali, il risultato �e assiale. In termini mnemonii vale laregola dei segni, dove \polare" sta per \�" e \assiale" sta per \+".Un'ambiguit�a risulterebbe se in qualhe equazione �sia venissero eguagliativettori di tipi diversi, o se omparisse la somma di un vettore assiale e di unopolare, e. A�ermare he i�o non aade mai equivale ad asserire l'equivalenzadi destra e sinistra, di ui abbiamo gi�a disusso. Non a aso, la prima teoriahe ha reso orrettamente onto dei fenomeni osservati nei deadimenti debolifu hiamata \teoria V � A," perh�e nelle equazioni della teoria ompariva ladi�erenza tra un vettore polare e uno assiale. 13{3



14. I orpi rigidi: inematiaDopo il punto materiale, la shematizzazione pi�u semplie nella meanianewtoniana �e quella di orpo rigido: essa preisa l'idea intuitiva di orpo solido,ome quello he \ha forma e volume invariabili." Pi�u esattamente, un orporigido �e un orpo esteso (ossia di ui interessano le dimensioni, e di ui interessastudiare il moto delle parti he lo ompongono), ma tale he le distanze fra duequalsiasi suoi punti siano invariabili durante il moto. Ci�o vuol dire he il orponon si deforma, n�e si dilata o si ontrae, anhe se soggetto a forze.Nella pratia la de�nizione he abbiamo dato trova preisi risontri: ad es.per veri�are he un ilindro d'aiaio �e suÆientemente rigido, i assiureremohe la distanza delle basi non ambi, e he queste restino parallele; he il diametroresti lo stesso dovunque lo si misuri e in tutto il orso dell'esperimento; e.Va da s�e he abbiamo a he fare on una shematizzazione, perh�e nellarealt�a nessun orpo materiale �e veramente rigido; i orpi reali potranno appros-simare pi�u o meno quel aso limite, a seonda{ delle forze appliate{ delle \tolleranze" rihieste{ delle sale di tempi del fenomeno.Qualhe ommento:{ Un bihiere di vetro �e un buon esempio di orpo rigido nelle ondizioniusuali, ma non lo �e pi�u se ade per terra, perh�e le forze ui �e soggettodurante l'urto sono di qualhe ordine di grandezza superiori.{ Lo spehio di un telesopio, omposto di un bloo di vetro massiio,appare rigido se misurato on la preisione del millimetro; ma per la forma-zione delle immagini stellari oorre una tolleranza pi�u stretta per 4 ordinidi grandezza, e le deformazioni prodotte dalla gravit�a quando lo spehio simuove possono risultare eessive, se non si prendono preauzioni opportu-ne.{ La roia he forma una atena di montagne appare rigida sulla sala ditempi umana, ma in qualhe milione di anni pu�o piegarsi e fratturarsi,sotto la spinta delle forze tettonihe.Corpi rigidi e relativit�aLa de�nizione he abbiamo data di orpo rigido �e strettamente non relati-vistia. Essa assume infatti he la distanza fra due punti del orpo non dipendadal riferimento dal quale la si misura: in partiolare, se dal riferimento \del la-boratorio" (he supponiamo inerziale) o da un riferimento solidale al orpo. Ci�o�e senz'altro vero nella meania newtoniana, ma non �e male aver presente �nd'ora he l'esatta de�nizione di orpo rigido �e uno dei punti pi�u deliati dellarelativit�a. 14{1



Per hiarire la situazione, pensiamo al seguente esempio: in una stazionespaziale del futuro | situata a grande distanza da qualunque orpo eleste, eperi�o assimilabile a un riferimento inerziale | �e stata ostruita un'astronave diesplorazione, dotata di tutta la strumentazione neessaria a qualunque misura�sia. L'astronave �e inizialmente ferma rispetto alla stazione, e la sua lunghezza�e | poniamo | 50 metri. Il varo dell'astronave onsiste nel liberarla daglianoraggi, in modo he resti uttuante aanto alla stazione, ma sempre fermarispetto a questa; poi vengono aesi i motori, e l'astronave aelera, �no araggiungere la voluta veloit�a di roiera; dopo di he i motori vengono spenti.A questo punto l'astronave �e di nuovo un riferimento inerziale.Antiipiamo dalla relativit�a un risultato (del resto ben noto): la lunghezzadell'astronave, misurata dai due riferimenti inerziali, non �e la stessa: nel rife-rimento della stazione appare pi�u orta he in quello (di quiete) dell'astronavestessa.Ora il problema �e: he osa vuol dire l'ipotesi he l'astronave �e un orporigido? rispetto a quale riferimento la sua lunghezza sar�a anora 50 metri? Se larisposta fosse \rispetto al riferimento della stazione," gli oupanti dell'astronavedovrebbero misurare un allungamento, he non ha aluna ausa �sia plausibile(riordiamo il prinipio di relativit�a): dunque �e nel riferimento di quiete hela lunghezza di un orpo rigido non deve ambiare, e di onseguenza risulter�avariata se la si misura da un riferimento inerziale (quello della stazione).Quest'osservazione ha una serie d'interessanti onseguenze, he qui non pos-siamo disutere; i basti aver segnalato i limiti di validit�a delle onsiderazionihe stiamo faendo. Poih�e l'e�etto di ontrazione �e � v2=2, �e hiaro he intutti i asi onreti possiamo disinteressari del problema.Gradi di libert�a di un orpo rigidoLa desrizione matematia del moto di un orpo rigido �e pi�u omplessadi quella del singolo punto materiale, ma anora relativamente semplie, se lasi onfronta ad es. on quella di un uido, ome l'aqua di un �ume. Infatti ipunti di un orpo rigido non possono muoversi indipendentemente uno dall'altro,proprio perh�e le distanze non possono ambiare: ne segue he per spei�are ilmoto di un orpo rigido basta un piolo numero d'informazioni.Vediamo pi�u in dettaglio. Osserviamo anzitutto he per onosere la po-sizione di un orpo rigido basta onosere quella di 3 suoi punti non allineati:infatti la posizione di un quarto punto �e determinata dalle distanze (invariabili)dai primi tre (�g. 14{1).Nota: A stretto rigore i sono due punti nello spazio he hanno le stesse distanzeda tre punti dati; ma durante un moto ontinuo non si pu�o passare dalla on�-gurazione ABCD alla ABCD0, ome non si pu�o trasformare il guanto destro diun paio nel sinistro.14{2



Per�o durante il moto la posizione dei tre punti A, B, C non pu�o ambiare inmodo arbitrario, perh�e le distanze sono ostanti: dunque se A va in A0, hepu�o essere un punto qualsiasi, B0 potr�a stare soltanto sulla sfera di entro A0 eraggio uguale ad AB. Quanto a C, la sua nuova posizione C0 potr�a trovarsi solosu di un erhio (�g. 14{2).Riassumendo: possiamo segliere ad arbitrio le 3 oordinate di A0, ma solodue oordinate di B0, e soltanto una di C0: in totale 6. Per questo si die he unorpo rigido ha 6 gradi di libert�a. Assegnando 6 numeri �ssiamo ompletamentela posizione del orpo; e allo stesso modo, on 6 numeri determiniamo le veloit�adi tutti i suoi punti, ome vedremo meglio fra poo.Il ampo delle veloit�a di un orpo rigidoVogliamo ora studiare pi�u da viino ome possono essere distribuite le ve-loit�a in un moto rigido (abbreviazione per \moto di un orpo rigido"). Comin-iamo ol onsiderare due punti: P1 e P2. La ondizione di rigidit�a i die heP1P2 = j~r1�~r2j non dipende dal tempo. Per brevit�a, poniamo temporaneamente~r =~r1 �~r2: allora possiamo srivere0 = ddt j~rj2 = ddt (~r �~r) = 2~r � _~r:Dunque: 8 P1;P2: (~r1 �~r2) � (~v1 �~v2) = 0: (14{1)A un dato istante t, i diversi punti del nostro orpo rigido hanno varieveloit�a; abbiamo io�e un ampo di veloit�a, intendendo on i�o he ad ognipunto P (ossia a ogni vettore posizione ~r) orrisponde un dato vettore veloit�a~v(P). �E questo il primo esempio he inontriamo di ampo vettoriale; un onettodi fondamentale importanza in tutta la �sia. La (14{1) i die he il ampodelle veloit�a di un orpo rigido non pu�o essere arbitrario, ma deve obbedire aun erto vinolo, espresso appunto da quell'equazione.Dobbiamo ora mettere a frutto questo risultato, per riavarne le possibiliespressioni per il ampo di veloit�a, he | ome vedremo | sono molto semplii.Ci onverr�a ominiare esaminando dei moti partiolari he si presentano difrequente, anhe allo sopo d'introdurre aluni termini.Moti traslatoriEsempio 1: Pensiamo a un treno he viaggi a veloit�a ostante su di un binariorettilineo. In questo aso, non solo la veloit�a di iasun punto del treno nonambia nel tempo, ma non ambia neppure da punto a punto: abbiamo a hefare on un moto traslatorio, rettilineo e uniforme.Esempio 2: Se ora il treno frena, la veloit�a di ogni suo punto ambia nel tempo,ma resta anora la stessa per tutti i punti: il moto �e anora traslatorio, ma nonpi�u uniforme (sebbene rettilineo). 14{3



Esempio 3: La abina di una funivia (�g. 14{3), trasurando eventuali osilla-zioni, mantiene orientamento ostante durante il moto, ma questo non sar�a ingenerale rettilineo (il avo portante �e urvo fra i piloni) e neanhe uniforme (laabina aelera alla partenza e deelera all'arrivo). Resta il fatto he tutti i puntidella abina a uno stesso istante hanno la stessa veloit�a, e desrivono traietto-rie parallele: si tratta anora di un moto traslatorio, sebbene non rettilineo n�euniforme.De�nizione: Un moto rigido si die traslatorio se per ogni oppia di punti P1 e P2il vettore ��!P1P2 �e ostante nel tempo (non solo in modulo, il he aade in ognimoto rigido, ma anhe in direzione).Ne seguono due propriet�a:1) le traiettorie di tutti i punti sono parallele2) a ogni t, tutti i punti hanno la stessa veloit�a.La 1) �e evidente (�g. 14{4); quanto alla 2), essendo��!P1P2 =~r2 �~r1;se il moto �e traslatorio la derivata del primo membro �e nulla, e peri�o ~v2 = ~v1.Dunque se un orpo rigido si muove di moto traslatorio, basta onosere ilmoto di un solo punto per aratterizzare ompletamente quello dell'intero orpo.Moti rotatoriSono assai frequenti i moti in ui tutti i punti di una retta (asse di rotazione)sono �ssi, e gli altri desrivono traiettorie irolari on entro sull'asse e in pianiperpendiolari all'asse.Esempio 4: In molti asi il moto di iasun punto �e irolare uniforme (onmaggiore o minore approssimazione): giradishi, ventilatori, mahine utensilidi vario tipo, motori elettrii in generale, e. Si parla allora di moto rotatoriouniforme on asse �sso.Esempio 5: Negli stessi asi pu�o aadere he la veloit�a ambi nel tempo, purrestando �sso l'asse di rotazione: un motore \sotto sforzo" rallenta, e. Avremoallora un moto anora rotatorio e on asse �sso, ma non pi�u uniforme.Si vede subito he se due punti del orpo sono �ssi, tutti quelli della retta ahe li unise debbono anh'essi essere �ssi: basta pensare he nel moto rigidole distanze non possono ambiare. Inoltre, se P �e un punto fuori dell'asse dirotazione, la sua veloit�a ~v dev'essere ortogonale a tutti i vettori he vanno da Pai punti dell'asse (si vede dalla (14{1)) e quindi �e perpendiolare al piano � hepassa per a e per P. Il modulo di ~v �e proporzionale alla distanza di P da a: ilfattore di proporzionalit�a �e la veloit�a angolare !.Tutti questi fatti si riassumono omodamente introduendo il vettore velo-it�a angolare ~!, he ha modulo !, �e parallelo all'asse di rotazione, ed �e orientato14{4



in modo he il verso di rotazione sia quello antiorario. Infatti, se O �e un puntoqualsiasi di a, posto ~r = �!OP si ha sempre~v = ~! �~r: (14{2)Per dimostrare la (14{2), osserviamo he direzione e verso di ~! �~r sonoquelli giusti: infatti ~v riese ortogonale a due rette del piano � (�g. 14{5), einoltre ~!, ~r, ~v formano una terna destra. Quanto al modulo, esso vale ! r sin#,e r sin# �e proprio la distanza di P dall'asse di rotazione.Osservazione: Dalla de�nizione �e hiaro he ~! �e un vettore assiale; la onfermasta nella (14{2), in ui ~v (polare) �e uguagliato al prodotto ~! �~r.Esempio 6: Le ruote di un'automobile (o quelle del treno dell'esempio 1) se nonslittano, hanno a ogni istante dei punti on veloit�a nulla: quelli he toano lastrada (o le rotaie). Per�o aadono due ose:{ il punto he momentaneamente toa la strada, poi se ne staa, e la suaveloit�a non �e pi�u nulla{ i punti fermi non sono mai gli stessi, n�e rispetto alla ruota, n�e rispetto allastrada.In questo aso si pu�o anora parlare di asse di rotazione: si aggiunge l'at-tributo \istantaneo," per riordare he esso ambia nel tempo. Ci�o he ontaper�o �e he per quanto riguarda il ampo delle veloit�a \fotografato a un ertoistante," tutto va ome se l'asse di rotazione restasse �sso. Peri�o la (14{2)vale anora (�g. 14{6). In partiolare, se l'automobile si muove in linea retta aveloit�a ostante, la veloit�a angolare delle ruote �e ostante ome vettore.Nota: Per designare il ampo delle veloit�a \fotografato a un erto istante" �e inuso in italiano il termine \atto di moto," he per�o non ha il orrispondente inaltre lingue.Esempio 7: Il moto di una trottola poggiata su di un supporto a punta �e moltopi�u ompliato dei preedenti. Esiste un punto �sso (la punta) ma non unasse �sso: l'asse di simmetria della trottola desrive un ono (a parte pioleosillazioni).A questo aso si applia un fondamentaleTeorema: Se in un atto di moto rigido esiste un punto O on veloit�a nulla,esiste una retta per O i ui punti hanno tutti veloit�a nulla. Un tale atto dimoto si hiama rotatorio.Dim.: Consideriamo i punti di una sfera on entro in O; le veloit�a di questipunti sono neessariamente tutte tangenti alla sfera. Segliamo sulla sfera unqualsiasi punto P: se la sua veloit�a �e nulla, il teorema �e dimostrato. In asoontrario, traiamo il erhio massimo per P perpendiolare a ~v(P). Segliamoora un seondo punto Q, he non stia su quel erhio; se ~v(Q) 6= 0, traiamoanhe il erhio massimo per Q perpendiolare a ~v(Q). I due erhi s'inontranoin due punti, e dio he la loro veloit�a �e nulla. Sia infatti A uno di questi punti:14{5



si vede, usando la (14{1), he ~v(A) dev'essere ortogonale a entrambi i erhi, ilhe rihiede ~v(A) = 0.Si pu�o dunque anora parlare di asse istantaneo di rotazione: esso passer�asempre per il punto �sso, ma la sua direzione pu�o ambiare nel tempo. Con-seguenza del teorema ora dimostrato �e he la (14{2) �e valida in generale, perqualsiasi moto rigido on un punto �sso. Si dovr�a solo tener onto del fatto he ~!pu�o dipendere dal tempo, tanto in grandezza quanto in direzione. Osserviamopoi he in un atto di moto rotatorio tutte le veloit�a sono ortogonali all'asse dirotazione.Aggiungiamo he il teorema non rihiede he O sia fermo per tutto unintervallo di tempo: basta he la sua veloit�a si annulli a un erto istante, perh�ea quello stesso istante vi sia tutta una retta di punti on veloit�a nulla. Nel restodel tempo, il moto potr�a essere qualsiasi.Moti rigidi pianiEsiste una lasse di moti rigidi he pu�o sembrare piuttosto generale, ma hein realt�a si ridue sempre a un aso semplie: i osiddetti moti piani. Di questotipo �e il moto delle ruote viste all'esempio 6. Eone un altro:Esempio 8: Un'automobile he slitta su di una strada ghiaiata pianeggiante,magari faendo un \testa{oda."De�nizione: Un atto di moto rigido si die piano se le veloit�a di tutti i puntisono parallele a uno stesso piano �.La sempliit�a dei moti piani deriva dal seguenteTeorema: Un atto di moto piano o �e traslatorio o �e rotatorio, on asse di rota-zione ortogonale al piano.Dim.: Sia P1 un punto del piano � e ~v1 la sua veloit�a. Due asi sono possibili:{ tutti i punti di � hanno veloit�a parallele a ~v1{ esiste in � un punto P2 la ui veloit�a ~v2 non �e parallela a ~v1.Nel primo aso le veloit�a sono tutte uguali, anhe per i punti fuori di �; altri-menti la (14{1) non pu�o essere soddisfatta: il moto �e dunque traslatorio. Nelseondo aso, sia O il punto di � intersezione delle rette ondotte per P1, P2perpendiolarmente alle rispettive veloit�a (�g. 14{7): dio he ~v(O) = 0. In-fatti dev'essere ortogonale a entrambe le rette, sempre per la (14{1). Abbiamodunque un atto di moto rotatorio, e l'asse di rotazione, dovendo essere perpen-diolare a tutte le veloit�a, �e perpendiolare a �.I moti piani sono molto importanti nella pratia, perh�e sono pi�u sempliida realizzare del moto rigido generio: trovano quindi molte appliazioni nei pi�udiversi tipi di mahine. Un esempio omunissimo sono le bielle dei motori apistoni.14{6



Moti rigidi in generaleNel moto rigido pi�u generale non esiste nessun punto �sso; gli esempi po-trebbero essere innumerevoli.Esempi 9:{ un motosafo he fa evoluzioni in uno spehio d'aqua{ il rotore di un eliottero in volo{ il diso laniato da un disobolo: : :Attenzione: Un possibile equivoo sta nel redere he il punto �sso, quando esi-ste, debba essere un punto materialmente appartenente al orpo. Questo per�onon �e neessario perh�e valgano le propriet�a viste sopra: quando parliamo di mo-to di un orpo rigido dobbiamo sempre immaginare il orpo ome in�nitamenteesteso, os�� da inludere anhe punti he nella realt�a sono esterni al orpo.Esempio 10: Basta pensare a un'automobile he perorre una urva orizzontaledi raggio ostante (�g. 14{8): il entro C della urva �e un punto �sso. Anzi, lavertiale per C �e l'asse di rotazione, he in questo aso �e �sso.Invee negli esempi 9 il punto �sso non esiste a�atto. Possiamo tuttaviaanalizzare il moto seondo le stesse linee, ome segue. Segliamo un puntoqualsiasi Q del orpo, e per ogni altro punto P poniamo:~r = �!QP; ~w = ~v(P)�~v(Q):Se riportiamo i vettori ~r a partire da un punto �sso O, i loro estremi desrivonoun moto rigido il ui ampo di veloit�a �e ~w, e he ha il punto �sso O: per talemoto vale dunque la (14{2). Allora:~v(P) = ~v(Q) + ~! ��!QP; (14{3)he si hiama la formula fondamentale della inematia dei orpi rigidi. Si tengapresente he per il modo ome la (14{3) �e stata dimostrata, essa vale per duepunti P e Q qualsiasi, e sempre on la stessa ~!. Infatti per un altro punto Q0avremo: ~v(Q0) = ~v(Q) + ~! ��!QQ0e sottraendo dalla (14{3):~v(P)�~v(Q0) = ~! � (�!QP��!QQ0) = ~! ���!Q0P:Dalla (14{3) si vede, ome aso partiolare, he i moti traslatori sono quelliin ui la veloit�a angolare �e nulla. Nel aso generale, un atto di moto rigido �eompletamente aratterizzato dalla veloit�a di un punto qualsiasi e dalla veloit�aangolare; ossia da 6 parametri, ome avevamo antiipato. 14{7



15. Il moto on punto �sso \alio modo"Vogliamo qui approfondire lo studio del moto rigido on punto �sso, per ri-trovare risultati gi�a noti da un diverso punto di vista, he hiarir�a meglio l'esattosigni�ato della veloit�a angolare, e spiegher�a anhe l'origine dell'operazione diprodotto vettore.Per abbreviare il disorso, iniziamo on un banaleLemma: Se sono nulli i prodotti salari di un vettore dato ~a on tre vettori traloro indipendenti, ~a �e nullo.Dim.: �E ertamente ~a = 1~b1 + 2~b2 + 3~b3, e ne segue~a �~a = 1 (~a �~b1) + 2 (~a �~b2) + 3 (~a �~b3) = 0:Il ampo delle veloit�a ome omomor�smo�E naturale prendere il punto �sso ome origine: allora la (14{1) on P1 = Oe P2 = P si srive sempliemente ~r �~v = 0 (15{1)e grazie a questa la stessa (14{1) si sempli�a ome segue:~r1 �~v2 +~r2 �~v1 = 0: (15{2)Per apire il signi�ato della (15{2) �ssiamo P2, indiandolo on P0, e po-niamo anhe ~v(P0) = ~v0. Dunque~r �~v0 +~r0 �~v = 0: (15{3)Se prendiamo un altro punto P0, tale he sia ~r0 = ~r, per la orrispondente ~v0avremo, dalla (15{3) ~r0 �~v0 +~r0 �~v0 = 0~r �~v0 +~r0 �~v0 = 0e onfrontando on la stessa (15{3)~r0 �~v0 = ~r0 �~v~r0 � (~v0 � ~v) = 0:Poih�e ~r0 �e arbitrario, questa i die he ~v0 = ~v.In maniera analoga, se ~r =~r1 +~r2, risriviamo la (15{3) per ~r1 e ~r2:~r1 �~v0 +~r0 �~v1 = 0~r2 �~v0 +~r0 �~v2 = 0: 15{1



Sommando: ~r �~v0 +~r0 � (~v1 +~v2) = 0he onfrontata on la (15{3) d�a~r0 �~v =~r0 � (~v1 +~v2)~r0 � (~v �~v1 �~v2) = 0;e in�ne ~v = ~v1 +~v2sempre perh�e ~r0 �e arbitrario.Conludendo: ~v �e funzione lineare di ~r. O in altre parole: l'appliazione
 : ~r 7! ~v �e un omomor�smo dello spazio vettoriale delle posizioni ~r in quellodelle veloit�a ~v. La relazione (15{1) i d�a poi un'altra propriet�a di 
:~r �
(~r) = 0 (15{4)e si dimostra failmente he la (15{4) implia anhe~r1 �
(~r2) +~r2 �
(~r1) = 0 (15{5)(e vieversa). Un omomor�smo on questa propriet�a si die antisimmetrio.Dunque: il vettore veloit�a in un moto rigido on punto �sso �e legato da unomomor�smo antisimmetrio al vettore posizione; ma �e anhe vero il vieversa:ogni omomor�smo antisimmetrio de�nise un moto rigido on punto �sso. Laprova sta nel fatto he dalla (15{4) si dedue subito la (14{1), he �e la propriet�aaratteristia del moto rigido.L'asse di rotazione ome nuleo di 
Dimostriamo ora il seguenteTeorema: L'omomor�smo 
, se non �e nullo, ha un nuleo unidimensionale.Dim.: Dimostriamo anzitutto he dim (ker
) � 1. Siano infatti ~r1, ~r2 duevettori indipendenti e tali he 
(~r1) = 
(~r2) = 0. Prendiamo un vettore ~rindipendente da entrambi, e aloliamo ~v = 
(~r). Sar�a ~v �~r = 0 per la (15{4), eanhe ~v �~r1 = 0, perh�e la (15{5), appliata a ~r e ~r1, i die ~v �~r1+
(~r1) �~r = 0.Lo stesso aade per ~v �~r2, e quindi ~v = 0, per il lemma. Ne segue 
 = 0.Dimostriamo ora he il nuleo esiste. Selti a aso due vettori ~r1, ~r2, traloro indipendenti, due asi sono possibili per 
(~r1), 
(~r2): o sono tra loro di-pendenti, oppure no. Nel primo aso, sia ad es. 
(~r2) = 
(~r1): si vede subitohe 
(~r2 � ~r1) = 0, e abbiamo trovato il nuleo di 
. Nel seondo aso, os-serviamo anzitutto he non pu�o essere 
(~r1) �~r2 = 0: infatti per la (15{5) neseguirebbe anhe 
(~r2) �~r1 = 0 e peri�o 
(~r1), 
(~r2) sarebbero entrambi orto-gonali alla stessa oppia di vettori indipendenti, osa impossibile se 
(~r1), 
(~r2)15{2



sono indipendenti. Inoltre, a meno di un fattore salare esiste un unio vettore~rortogonale a entrambi (e peri�o indipendente). Allora 
(~r) �~r1 = �~r �
(~r1) = 0,e lo stesso on~r2; ed �e anhe 
(~r) �~r = 0. Ma~r �e indipendente da~r1,~r2: se fosseinfatti ~r = a~r1+ b~r2 si avrebbe he ad es. 
(~r1), he �e ortogonale a~r, lo sarebbeanhe a ~r2, osa he abbiamo esluso. Conludendo: abbiamo visto he 
(~r) �eortogonale a tre vettori indipendenti, e peri�o �e nullo.La veloit�a angolarePer studiare l'omomor�smo 
 i onviene introdurre una base ortonormale~e1, ~e2, ~e3. Allora tanto ~r quanto ~v saranno rappresentati dalle loro omponenti,e la relazione ~v = 
(~r) diventer�a0� v1v2v31A = 0�
11 
12 
13
21 
22 
23
31 
32 
331A0� r1r2r31A : (15{6)Si vede subito he le (15{4), (15{5) rihiedono
11 = 
22 = 
33 = 0
12 = �
21 
23 = �
32 
31 = �
13e vieversa: queste impliano le (15{4), (15{5). Conviene dunque porre:
32 = !1 
13 = !2 
21 = !3;ol he la (15{6) si sempli�a: v1 = !2r3 � !3r2v2 = !3r1 � !1r3v3 = !1r2 � !2r1: (15{7)Le (15{7) si srivono brevemente~v = ~! �~r; (15{8)dato he ~! � ~! = 0, si vede he ~! 2 ker
: abbiamo dunque dimostrato ilTeorema: Ogni omomor�smo antisimmetrio 
 ha la forma (15{8), dove il vet-tore ~! genera il nuleo di 
.Il prodotto vettore ome omomor�smo antisimmetrioVieversa, sia dato un vettore ~!, e per tutti i punti P (ossia per tutti ivettori ~r) de�niamo ~v = 
(~r) = ~! �~r: (15{9)15{3



Vale allora ilTeorema (inverso del preedente): 
, de�nito dalla (15{9), �e un omomor�smoantisimmetrio, e il suo nuleo �e generato da ~!.Dim.: Si tratta erto di un omomor�smo, in quanto il prodotto vettore �e linearein~r. Vogliamo poi far vedere he~r1 �
(~r2)+~r2 �
(~r1) = 0. Per la (15{9) questaequivale a ~r1 � ~! �~r2 +~r2 � ~! �~r1 = 0;he segue dalle propriet�a del prodotto misto. Quanto al nuleo,
(~!) = ~! � ~! = 0:Questa relazione fra omomor�smi antisimmetrii e prodotti vettori illuminain altro modo il problema \destra{sinistra": hiaramente l'omomor�smo in s�enon dipende dalle onvenzioni sulla destra, he invee entrano quando si stabi-lise la orrispondenza 
 *) ~!. Si potrebbe quindi evitare del tutto il problemanon usando mai i prodotti vettori, e sostituendo i vettori assiali, tutte le voltehe apitano, on i orrispondenti omomor�smi antisimmetrii (o tensori anti-simmetrii, ome anhe si hiamano).

15{4


