
10. Approssimazioni e alolo di�erenzialeDaremo ora un'introduzione al alolo di�erenziale, nei limiti delle neessit�adel nostro orso. Arriveremo ai onetti di ui abbiamo bisogno prendendo inesame aluni dei molti modi di approssimare una funzione data on un'altrapi�u semplie. (S'intende he questo apitolo non sostituise la trattazione pi�uompleta e rigorosa he verr�a fatta nel orso di Analisi.) Fino a nuovo avviso,supporremo sempre di aver a he fare on funzioni R ! R, ossia funzioni realidi variabile reale.In�nitesimiIniziamo introduendo delle notazioni he i riusiranno utili per sempli�a-re molti disorsi. Riordiamo he una funzione f : x 7! y = f(x) si die limitatain un intervallo se esiste un reale positivo K tale he in ogni punto x dell'inter-vallo jf(x)j < K. Vieversa, f non sar�a limitata se omunque si selga K, esistequalhe punto dell'intervallo in ui jf(x)j � K. In parole, il valore assoluto diuna funzione non limitata \diventa grande quanto si vuole."Notazione 1: Se sriviamo y = O(x�) (� > 0) intendiamo he esiste un intervallo(�a; a) in ui y=jxj� �e limitato, e he � �e il pi�u grande reale per ui i�o aade.In queste ondizioni diremo he y �e in�nitesimo di ordine � rispetto a x, oppurehe y �e in�nitesimo di ordine x�. In partiolare, y = O(1) sta a signi�are hey �e limitato, ma y=jxj� non lo �e se � > 0.Esempio: x osx = O(x); invee pjxj non �e O(x), perh�e pjxj=jxj non �e limi-tato; ma pjxj = O(x1=2), ossia pjxj �e in�nitesimo di ordine 1/2.Notazione 2: y = o(x�) signi�a invee he y=jxj� ! 0 per x! 0. In partiolare,y = o(1) vuol dire he y ! 0 per x ! 0. Diremo he y �e in�nitesimo di ordinesuperiore a x� (detto alla buona, y tende a zero pi�u rapidamente di x�).Nota: Mentre y = O(x�) implia y = o(x�) per � < �, pu�o benissimo aaderehe sia y = o(x�), ma he non esista nessun � tale he y = O(x�). Esempio:y = x log jxj �e o(x�) se � < 1, ma per ogni � � 1 si ha jxj1�� log jxj ! 1per x! 0.Approssimazione di una funzioneA�ronteremo ora il problema di approssimare una data funzione f on unafunzione g, selta in una erta lasse.De�nizione: Diremo errore dell'approssimazione di f on g in un intervallo (a; b)il numero " = supt2(a;b) jf(t)� g(t)j:In parole: " �e il pi�u piolo numero tale he la di�erenza fra f e g non supera "in nessun punto dell'intervallo (a; b). 10{1



Approssimazione on ostantiLa selta pi�u semplie possibile per g �e una ostante: peri�o nell'intervallo[t0 � �; t0 + � ℄ poniamo g(t) = f(t0) (questa selta di g verr�a indiata on f0).Sia " l'errore dell'approssimazione di f on f0 (he in generale, per un dato t0,dipende da �). Se si pu�o migliorare l'approssimazione, ossia ridurre " quantosi vuole, pur di prendere � abbastanza piolo, si die he f �e ontinua in t0.In altre parole, f �e ontinua in t0 sse " = o(1) (�g. 10{1). Questo orrispondeall'idea intuitiva he una funzione ontinua varia di poo per piole variazionidella variabile indipendente.Controesempio: f(t) = bt (parte intera di t), t0 = 1: allora 8� �e sempre " � 1(�g. 10{2). In asi ome questo i si pu�o aontentare di approssimare a destrao a sinistra: t 2 [t0; t0 + �) oppure t 2 (t0 � �; t0℄. La funzione bt �e ontinuaa destra, non a sinistra.Una funzione pu�o benissimo essere ontinua in ogni punto di un intervallo,ma a parit�a di � l'errore " in genere dipende da t0 in un modo imprevedibile.Ad es. la funzione f(t) = 1=t �e ontinua nell'intervallo aperto (0; 1): si veri�hiper eserizio he " = �=t0(t0 � �) (naturalmente oorre prendere � < t0). Inquesto aso a parit�a di � l'errore rese inde�nitamente quando t0 diminuise:dunque non �e possibile approssimare ugualmente bene la funzione in tutti i puntidell'intervallo. Per�o questa spiaevole situazione non si presenta se la funzione�e ontinua in un intervallo hiuso, ome die ilTeorema: Se f �e ontinua in ogni punto di un intervallo hiuso [a; b℄, l'errore ",�ssato � , ha un massimo in [a+ �; b� � ℄. In altre parole: �ssato ", esiste � talehe jf(t1)� f(t2)j < " tutte le volte he t1; t2 2 [a; b℄ e jt1 � t2j < � . Si die hef �e uniformemente ontinua. Tralasiamo la dimostrazione.L'insieme delle funzioni ontinue in [a; b℄ s'india on C0[a; b℄.Approssimazione on funzioni lineariDopo la ostante, la selta pi�u semplie per g �e una funzione lineare: nel-l'intervallo [t0 � �; t0 + � ℄ poniamog(t) = f(t0) + k (t� t0):Si vede subito he se f �e ontinua in t0 la g approssima f on errore o(1), o-munque si selga k. Si pu�o fare in modo he l'approssimazione sia \migliore"?Con i�o s'intende segliere k per avere errore o(�). Come vedremo, la rispo-sta non �e sempre positiva; se un tale k esiste, lo indiheremo on f 0(t0), e laorrispondente g on f1.Teorema: Se f 0(t0) esiste, �e unio.Dim.: Sia g = f(t0) + k(t � t0), �g = f(t0) + �k(t � t0) e siano ", �" i rispettivierrori. Supponiamo he " ed �" siano entrambi o(�). Abbiamojg(t)� �g(t)j � jf(t)� g(t)j+ jf(t)� �g(t)j10{2



e peri�o sup jg(t)� �g(t)j � "+ �"ossia jk � �kj � � "+ �":Ora se k 6= �k il primo membro �e O(�), mentre il seondo �e o(�) per ipotesi:dunque k = �k.Interpretazione gra�a: Il gra�o di f1 �e la retta tangente a quello di f in t0(�g. 10{3); il teorema die he se il gra�o di f ha una tangente in t0, questa �eunia.Controesempio: f(t) = t1=3 �e ontinua in t0 = 0. Per�o g(t) = kt per � abba-stanza piolo d�a errore �1=3 � k� , e ��2=3 � k ! 1 per � ! 0, qualunquesia k. Questo suede perh�e il gra�o di f in t0 = 0 ha tangente \vertiale"(�g. 10{4).De�nizione: Se f ammette approssimazione lineare o(�), si die he �e derivabile(o di�erenziabile) in t0; f 0(t0) �e la derivata in t0 edf def= f1(t)� f0(t) = f 0(t0)(t� t0)si hiama il di�erenziale della f in t0.Per la funzione f(t) = t ovviamente df = dt = t� t0, e peri�odf = f 0(t0) dt f 0(t0) = dfdt (notazione di Leibniz):Anora: f(t) = f(t0 + dt) = f(t0) + df + o(dt):Da qui si vede he dfdt = limdt!0 f(t0 + dt)� f(t0)dthe �e la lassia de�nizione di derivata.Nota: L'uso he abbiamo fatto del di�erenziale �e piuttosto sorretto, in quantonon se ne apise bene la natura: �e una funzione di due variabili (t e t0)? �e unanuova variabile indipendente? oppure �e una funzione dell'\inremento" t � t0?Quest'ultima �e la risposta pi�u viina all'uso matematio orrente, ma per ilmomento non insistiamo.Se f non �e derivabile in t0, pu�o darsi he esista un k he soddisfa la on-dizione di approssimazione o(�) solo per t > t0, oppure solo per t < t0: in talaso diremo he f �e derivabile a destra oppure a sinistra. Pu�o anhe aaderehe f sia derivabile tanto a destra quanto a sinistra, ma on derivate distinte:un esempio banale �e f(t) = jtj in t = 0 (�g. 10{5). Il gra�o di una funzionesi�atta ha un punto angoloso in t0. 10{3



Attenzione: Una funzione derivabile a destra e a sinistra (ma on derivate di-stinte) non �e derivabile in senso stretto! Quando diremo \derivabile" senzaspei�are, intenderemo sempre in senso stretto.De�nizione: Se f �e derivabile in tutti i punti di (a; b) si die derivabile in (a; b)e la derivata de�nise in (a; b) una nuova funzione f 0: la derivata (prima) di f .Nota: Il fatto he f sia derivabile non implia he f 0 sia ontinua. Ad es.f(t) = t2 sin(1=t) �e derivabile per tutti i t reali, ma la derivata non �e ontinuain t = 0. Infatti f 0(0) = 0, mentre esistono in�niti punti, viini a 0 quanto sivuole, in ui f 0(t) = 2t sin(1=t)� os(1=t) �e maggiore per es. di 1=2.L'insieme delle funzioni derivabili on derivata ontinua in (a; b) si indiaon C1(a; b).Primi risultati sulle derivatePer l'impiego pratio sono essenziali aluni semplii risultati, he ora espo-niamo (il pi�u delle volte senza dimostrazione).Teorema (banale!): Una funzione ostante in un intervallo ha derivata nulla inogni punto. Non �e invee a�atto banale l'inverso:Teorema: Se una funzione ha derivata nulla in un intervallo, essa �e ostante.La dimostrazione sar�a data nel orso di Analisi.Teorema: Se f; g sono derivabili in t0 lo �e h = af + bg (a, b reali), e si hah0(t0) = af 0(t0) + bg0(t0). In altri termini:1) le funzioni derivabili in t0 formano uno spazio vettoriale V sui reali2) la derivata �e un omomor�smo di V su R.La dimostrazione �e ovvia.Teorema: Se f; g sono derivabili in t0 lo �e h = fg, e si hah0(t0) = f 0(t0) g(t0) + f(t0) g0(t0)(le funzioni derivabili formano un'algebra rispetto alla moltipliazione).Dim.: Abbiamo f(t) = f(t0) + f 0(t0) (t� t0) + o(t� t0)g(t) = g(t0) + g0(t0) (t� t0) + o(t� t0)e allora:f(t) g(t) = f(t0) g(t0) + �f 0(t0) g(t0) + f(t0) g0(t0)�(t� t0) + o(t� t0)da ui h(t) = h(t0) + h0(t0) (t� t0) + o(t� t0);e da qui la tesi.10{4



Osservazione: Questa \regola del prodotto" �e aratteristia della derivazione, epu�o essere usata per de�nirla in modo astratto.Teorema: Se f , g sono derivabili in t0, e se g(t0) 6= 0, anhe h = f=g �e deriva-bile, e si ha h0(t0) = f 0(t0) g(t0)� f(t0) g0(t0)[g(t0)℄2Dim.: Osserviamo he f = gh: alloraf 0(t0) = g0(t0)h(t0) + g(t0)h0(t0)e basta qualhe passaggio per arrivare al risultato voluto.Teorema (di derivazione della funzione inversa): Se f �e derivabile in t0 onderivata non nulla, ed �e strettamente resente (o deresente) in un intervalloaperto ontenente t0, la funzione inversa g : u 7! g(u) = f�1(u) �e derivabilein u0 = f(t0), e si ha g0(u0) = 1=f 0(t0).Tralasiamo la dimostrazione.Teorema (di derivazione delle funzioni omposte): Se f �e derivabile in t0, e g �ederivabile in u0 = f(t0), la funzione h = g Æ f �e derivabile in t0 e si hah0(t0) = f 0(t0) g0(u0):Tralasiamo la dimostrazione.Teorema: La funzione f : t 7! t�, � 2 R, �e derivabile per ogni t (on l'eezionedi t = 0 se � < 0). La derivata vale � t��1.Dim.: Si proede in pi�u tempi:1) Se � �e intero positivo, abbiamo(t+ h)� = t� + � t��1h+ o(h)e di qui segue immediatamente la tesi.2) Per � intero negativo, si srive t� = 1=tj�j e i si appoggia sul teorema diderivazione del quoziente.3) Per � = m=n razionale, si osserva he ponendog : u 7! v = un; h : t 7! v = tmsi ha h = gÆf . Basta allora il teorema di derivazione delle funzioni omposteper arrivare al risultato.4) Il aso generale di � reale deriva per ontinuit�a dal aso razionale; omettia-mo i dettagli. 10{5



Appliando ripetutamente questi teoremi si possono alolare le derivate diuna larga lasse di funzioni, he inlude tutte le funzioni algebrihe, ossia quelleottenute attraverso somme, prodotti, potenze e radii. In partiolare i polinomie le funzioni razionali, ossia i quozienti di due polinomi. Restano invee eslusemolte funzioni trasendenti (ossia non algebrihe): il aso pi�u ovvio �e quello dellefunzioni irolari (o trigonometrihe). Ce ne ouperemo nel prossimo apitolo.Approssimazione on funzioni quadratiheFaiamo ora un terzo passo: supposta f derivabile, poniamog(t) = f1(t) + k (t� t0)2:Si vede failmente he per un k generio l'approssimazione resta o(�). Se esistek tale he l'errore sia o(�2) diremo he f �e derivabile (o di�erenziabile) due volte,e indiheremo la orrispondente g on f2:f(t) = f2(t) + o(�2)f2(t) = f0 + f 00 � (t� t0) + 12f 000 � (t� t0)2 (il fattore 12 �e omodo!)f(t) = f0 + df + 12d2f + o(dt2) f 000 = d2fdt2 :La f 000 si hiama derivata seonda di f in t0.Interpretazione gra�a: Il gra�o di f2 �e la parabola osulatrie a quello di fin t0 (�g. 10{6).Osservazione: Perh�e la notazione d2f? Abbiamof(t0 + dt) = f(t0) + f 0(t0) dt+ 12f 00(t0) dt2 + o(dt2)f(t0 � dt) = f(t0)� f 0(t0) dt+ 12f 00(t0) dt2 + o(dt2)e sommando f(t0 + dt) + f(t0 � dt)� 2f(t0) = f 00(t0) dt2 + o(dt2):Dunque d2f �e la \di�erenza entrale seonda" a meno di o(dt2).Teorema: Se f �e derivabile in (a; b) on derivata anh'essa derivabile, allora f �ederivabile due volte, e vieversa. Si ha poi f 00 = (f 0)0. Omettiamo la dimostra-zione.ContinuandoSi pu�o iterare il proedimento seguito �n qui, tentando d'introdurre ap-prossimazioni via via migliori, e parallelamente una derivata terza, una derivataquarta, e. Possono aadere due ose:10{6



a) esiste la derivata n-ma, ma non la suessivab) esistono derivate di qualunque ordine.Nel primo aso diremo he la funzione �e derivabile n volte, nel seondo aso he�e in�nitamente derivabile.Esempi: La funzione x5 sin(1=x) �e derivabile 5 volte in x = 0; la funzione x5 �ein�nitamente derivabile; os�� pure exp(�1=x2), he ha derivate tutte nulle.Se una funzione �e derivabile n volte in un intervallo (a; b), on derivatetutte ontinue, diremo he f 2 Cn(a; b); se �e in�nitamente derivabile diremo hef 2 C1(a; b).Osservazione: Tutto quanto detto �n qui non rihiede he f sia R! R. Infattiper l'insieme immagine si �e rihiesto he fossero de�nite:a) una di�erenzab) la moltipliazione per i reali) una \norma" (per dare signi�ato all'errore)d) l'esistenza dei limiti.Tutte queste propriet�a valgono ad es. per uno spazio vettoriale dotato di prodottosalare: potremo dunque de�nire derivate di funzioni a valori vettoriali. Valgonoanhe nel orpo omplesso: possiamo peri�o derivare funzioni R! C.Funzioni di pi�u variabiliConsideriamo ora funzioniRn ! R (per sempliit�a n = 2, ma �e inessenziale;v. anhe l'osservazione alla �ne del par. preedente per lo spazio immagine). Leidee e le de�nizioni introdotte �nora si generalizzano senza diÆolt�a; qui ilimiteremo per�o a di�erenziare una sola volta.Intorno e raggio: Sono possibili in�nite de�nizioni del onetto di intorno, ad es.le seguenti tre: diiamo intorno di raggio % del punto (t0; u0) l'insieme dei punti(t; u) he soddisfano a) jt� t0j+ ju� u0j < %b) p(t� t0)2 + (u� u0)2 < %) max (jt� t0j; ju� u0j) < %(�e essenziale notare he le ondizioni hanno <, non �). Nel piano (t; u) laprima de�nizione individua un quadrato oi lati paralleli alle bisettrii degli assiartesiani; la seonda un erhio; la terza un quadrato oi lati paralleli agli assi.Le tre de�nizioni sono equivalenti, nel senso he de�nisono la stessa topologiain R2 (v. il orso di Analisi).De�nizione di aperto: Si die aperto un insieme he ontiene un intorno di ognisuo punto.Osservazione: L'equivalenza delle tre de�nizioni di intorno si vede nel fatto heportano agli stessi aperti (lasiamo la veri�a per eserizio). 10{7



Esempi: Un singolo punto, un segmento, una urva qualsiasi, non sono aperti;non lo �e neppure un erhio o un quadrato, se s'intende he ne faiano partesia il ontorno, sia l'interno; sono invee aperti il erhio e il quadrato senzaontorno; anhe l'intero piano �e aperto.De�nizione: Una funzione g approssima f on errore " in un aperto A se" = sup(t;u)2A jf(t; u)� g(t; u)j:Come si vede, l'unio ambiamento �e he si parla di \aperto A" in luogo di\intervallo aperto," ome si faeva �nora. L'approssimazione on ostanti ela de�nizione di funzione ontinua e uniformemente ontinua non rihiedonoambiamenti: solo he una funzione �e uniformemente ontinua in un insiemeompatto (generalizzazione dell'intervallo hiuso: la questione verr�a hiarita nelorso di Analisi).Approssimazione on funzioni lineariPreso un punto (t0; u0) e un intorno di raggio % poniamog(t; u) = f(t0; u0) + h (t� t0) + k (u� u0):Se f �e ontinua, g approssima f on errore o(1) rispetto a %. Se poi esistonoh, k tali he l'errore sia o(%), ossiaf(t; u) = f(t0; u0) + h (t� t0) + k (u� u0) + o(%) (10{1)diremo he f �e di�erenziabile in (t0; u0).Se �ssiamo u al valore u0, ossia se restringiamo la funzione f a un segmentoparallelo all'asse t, possiamo hiederi se la funzione os�� ottenuta sia derivabile(rispetto all'unia variabile t). In aso a�ermativo:De�nizione: Tale derivata si hiama derivata parziale di f rispetto a t, e s'indiaon ft. Analogamente si de�nise la derivata parziale rispetto a u. Si usanoanhe le notazioni: ft = �f�t fu = �f�u :Teorema: Se f �e di�erenziabile in (t0; u0), esistono le derivate parziali in (t0; u0),e i oeÆienti h e k nella (10{1) oinidono on ft, fu.Dim.: Basta guardare la (10{1), per u = u0: ne segue proprio he esiste laderivata parziale rispetto a t.Attenzione: In pi�u variabili \di�erenziabile" �e pi�u forte di \derivabile": que-st'ultimo onetto riguarda l'esistenza delle derivate parziali, e si dimostra onontroesempi he esistono funzioni derivabili ma non di�erenziabili. Non i sof-fermiamo, perh�e a noi interesseranno solamente funzioni di�erenziabili.10{8



Interpretazione gra�a: Il gra�o di f1 �e il piano tangente in (t0; u0) al gra�odella f , ossia alla super�ie di equazione z = f(t; u).De�nizione: L'espressionedf def= f1(t; u)� f(t0; u0) = ft (t� t0) + fu (u� u0)si hiama di�erenziale di f . Si pu�o srivere: df = ft dt+ fu du e poi:f(t; u) = f(t0; u0) + df + o(%):I di�erenziali dei �sii e quelli dei matematiiChi abbia letto questo apitolo on suÆiente spirito ritio avr�a notato quae l�a delle impropriet�a di linguaggio e anhe disorsi un po' onfusi, on qualheosura avvertenza. Ci�o dipende da una diÆolt�a di fondo, he ha radii storihelontane, e he ora vogliamo guardare un po' pi�u da viino.Il alolo di�erenziale nase nel '600 (Cavalieri, Fermat, Torrielli), e sisviluppa nel seolo suessivo, prima di tutto ome strumento della �sia. Lepreoupazioni di rigore sono inizialmente assai sarse, om'�e naturale per unampo del tutto nuovo. La sistemazione aurata e la de�nizione preisa dei on-etti sono opera dei matematii dell'800, e in parte non piola sono proseguiteanhe in questo seolo. Nel frattempo i �sii ontinuavano a usare lo strumen-to matematio nella sua forma pi�u intuitiva e utile (nel senso dello \strumentodi pensiero," ome abbiamo detto nell'introduzione, e non solo ome puro stru-mento di alolo) interessandosi ben poo delle esigenze di rigore. La progressivaspeializzazione delle ompetenze, iniziata proprio nell'800 (anora nel '700 granparte dei maggiori matematii sono anhe grandi �sii, e vieversa) ha portato aseparare i problemi: di onseguenza la riera si �e raramente proposta di eraresoluzioni he venissero inontro a tutte le neessit�a, sia quelle della ostruzionematematia, sia quelle della riera �sia.Il risultato �e stato he la matematia ha elaborato una tenia per trattaretutti i problemi in ui intervengono limiti (la osiddetta \matematia dell'"" diWeierstrass) he risolveva le esigenze di rigore, ma era assai poo agile e quindiinadatta a un impiego intuitivo ome quello rihiesto dai �sii; in ontrappo-sizione, i �sii hanno proseguito sulla strada iniziata nel '700, he si potrebbede�nire degli \in�nitesimi attuali," interpretando i dx, tanto nelle espressioni dif-ferenziali quanto negli integrali, ome degli inrementi in�nitamente pioli (allosopo di sentirsi autorizzati a trasurare i residui di ordine superiore). Solo nelnostro seolo i matematii si sono riavviinati a questa pratia, generalizzandoil onetto di di�erenziale ome funzione lineare dell'inremento della variabileindipendente, e trattando i dx negli integrali ome misure (v. al Cap. 34). Unaltro approio moderno al problema degli in�nitesimi �e stata la osiddetta \ana-lisi non standard," he per�o non ha portato innovazioni pratihe nella didattiatradizionale. 10{9



Quello he abbiamo fatto in questo apitolo �e stato un tentativo, neessa-riamente ibrido, di tenersi a avallo dei due atteggiamenti del �sio e del mate-matio. Nel seguito per�o dovremo propendere per l'uso �sio; peri�o dobbiamoora trattare di erte regole pratihe per l'uso \disinvolto" dei di�erenziali.Uso \disinvolto" dei di�erenzialiSe f(t) �e derivabile in t0, sappiamo he si pu�o onfondere la variazionedi f ol di�erenziale, a meno di termini di ordine superiore nell'inremento di t.Peri�o in tutti i nostri ragionamenti (aloli, �gure : : : ) i sentiremo autorizzatia srivere df , dx, d#, dt tutte le volte he vorremo sottintendere he le relazionisritte sono valide a meno di in�nitesimi di ordine superiore. La sola diÆolt�a �ehe bisogna prendere pratia on quello he s'intende, aso per aso, per \ordinesuperiore": la osa migliore �e vedere un esempio.Esempio: Riprendiamo in esame il alolo della veloit�a in oordinate polari,visto nel ap. preedente. Osserviamo la �g. 10{7, he riprodue la (9{9): il fattohe l'angolo �e indiato on d# i die he vogliamo trasurare termini di ordinesuperiore rispetto a quell'angolo, e peri�o possiamo identi�are la lunghezza dellaorda PP1 on quella dell'aro, e la sua direzione on quella della tangente in P:�!PP1 = r d#~e#:Allo stesso modo, i due vettori ��!P1P0 e �!PP2 hanno uguale lunghezza, ma direzionihe di�erisono per d#: dunque la loro di�erenza �e in�nitesima ome d#, e anheome dr. Poih�e d# e dr vanno entrambi a zero quando il punto P0 si avviinaa P (il he �e quanto dire he sono entrambi almeno O(dt)), ne segue he a menodi termini di seondo ordine ��!P1P0 = �!PP2 = dr ~ere in�ne d~r = dr ~er + r d#~e#:Si vede ome il ragionamento risulti snellito dall'uso dei di�erenziali.
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