
9. Sistemi di 
oordinate
Fino a questo punto non abbiamo mai impiegato le 
oordinate, 
ontraria-mente all'uso 
orrente: 
i sono delle ragioni per questa s
elta. In molti 
asinon �e ne
essario far uso di 
oordinate per trattare un argomento o risolvere unproblema; se pensiamo ad es. alle questioni geometri
he, non �e un 
aso se dallasistemazione eu
lidea della geometria all'invenzione delle 
oordinate 
artesianepassano 19 se
oli.An
he in �si
a, possiamo ri
ordare in primo luogo 
he Galileo non si serve di
oordinate, il 
he non gl'impedis
e di porre le basi della me

ani
a. Inoltre, oggiabbiamo imparato 
he questioni an
he assai profonde possono essere 
ompresemeglio se si fa ri
orso a strutture matemati
he 
he rappresentino pi�u da vi
ino glioggetti della realt�a, senza sovrapporvi 
ostruzioni arti�
iose, 
ome spesso sonole 
oordinate. Cos�� nell'introduzione alla me

ani
a �e bene 
he si 
apis
a 
heil sistema di riferimento non �e la stessa 
osa di un sistema di 
oordinate; 
he ivettori 
he rappresentano spostamenti, velo
it�a, forze, sono altra 
osa dalle loro
omponenti, e

.Ci�o non toglie 
he un uso intelligente delle 
oordinate pu�o essere utilissimo in
erti 
asi (o addirittura fondamentale): tutto sta a rendersi 
onto di quale sia,in ogni singola situazione, la \s
elta intelligente"! Per
i�o dedi
heremo questo
apitolo a dis
utere l'idea generale di \sistema di 
oordinate" (abbr. SC), ade�nire i prin
ipali, e a vedere qual
he esempio 
on
reto.

De�nizione di 
oordinateSistema di 
oordinate �e un'appli
azione � : E3 ! R3. Non �e detto 
hel'appli
azione sia sempre su R3, ossia 
he tutte le terne di reali siano valoripossibili per le 
oordinate: questo a

ade per le ben note 
oordinate 
artesiane,ma ad es. non a

ade per le 
oordinate polari. Quello 
he inve
e si deve sempreri
hiedere, �e 
he � sia iniettiva sulla sua immagine �(E3), ossia 
he una stessaterna di 
oordinate non si possa ottenere a partire da due punti diversi di E3. Inparole sempli
i: a ogni punto P si asso
iano 3 
oordinate (a; b; 
) e le 3 
oordinatedeterminano P.Nota: Per l'esattezza, non basta un'appli
azione quale 
he sia per de�nire un SC.O

orre per lo meno 
he sia 
ontinua, e per i nostri s
opi dev'essere an
he dif-ferenziabile (magari due volte). Ma non �e qui possibile approfondire, senzaadeguate premesse matemati
he. 9{1



Coordinate 
artesianeSfruttando quanto gi�a visto, possiamo de�nirle 
os��: s
egliamo un punto O(origine) e una base (una terna) di vettori ~ex, ~ey, ~ez . Allora le 
omponenti(x; y; z) di �!OP in quella base:�!OP = x~ex + y~ey + z~ezsono le 
oordinate 
artesiane di P.Se la terna ~ex, ~ey, ~ez �e ortonormale, le 
oordinate si 
hiamano ortogonalie isometri
he. Un SC 
artesiano ortogonale isometri
o �e del tutto de�nito s
e-gliendo l'origine e tre semirette ortogonali. Per esempio, la terna 
artesiana pu�oessere 
ostituita da tre spigoli del laboratorio: �e per questo 
he spesso s'identi�-
a riferimento e terna, 
ome nella frase \sia dato un riferimento 
on origine nel
entro della Terra e assi orientati se
ondo le stelle �sse." Ma questo �e un abusodi linguaggio, 
he �e bene 
er
are di evitare. Analogamente non si dovrebbe dire\un 
orpo si muove lungo l'asse x" oppure \sia dato un 
ampo magneti
o unifor-me diretto 
ome l'asse z." Il moto o il 
ampo fanno parte della situazione �si
ae per
i�o vengono prima: le 
oordinate 
he s
egliamo per des
riverla vengonodopo.Destra e sinistraUn 
on
etto assai pi�u deli
ato �e la distinzione tra SC destro e sinistro. �E unfatto intuitivo 
he prese due basi ortonormali possono presentarsi due 
asi:a) le due basi possono essere portate a 
oin
idere 
on una rotazioneb) 
i�o non �e possibile.Naturalmente questo �e un 
aso parti
olare di un fatto molto pi�u generale: nel-lo spazio �si
o si possono 
ostruire �gure (e oggetti reali) 
he sono uguali, nelsenso 
he tutte le dimensioni, angoli, e

. 
oin
idono nei due oggetti (il terminematemati
o �e 
ongruenti); e tuttavia le �gure non sono sovrapponibili, ossia nonesiste nessun movimento (traslazione, rotazione) 
he le porti a 
oin
idere. L'e-sempio 
lassi
o sono i due guanti di uno stesso paio. Diamo qui per s
ontato 
hea questa propriet�a �si
a 
orrisponde un teorema nella des
rizione matemati
a:in E3 esistono due tipi di 
ongruenza (diretta e inversa).Tornando alle basi ortonormali, ne abbiamo dunque di due 
lassi: quelledi 
ias
una 
lasse sono tutte direttamente 
ongruenti tra loro, e inversamente aquelle dell'altra 
lasse. Per
i�o quando de�niamo una base �e ne
essario sapere aquale 
lasse appartiene. Il problema a
quista una lu
e 
ompletamente diversa,a se
onda 
he lo si veda da un punto di vista prati
o, o dal punto di vista deiprin
ipi fondamentali della �si
a.In prati
a si pu�o de�nire una terna fa
endo ri
orso a oggetti familiari: lemani, le viti, gli orologi a lan
ette, i 
avatappi, e

. Naturalmente tutto dipende9{2



dal fatto 
he ogni essere umano de�nis
e la sua mano destra in a

ordo 
ongli altri, 
he tutti gli orologi girano nello stesso senso, e

. (per le viti la 
osa�e leggermente pi�u 
ompli
ata, per
h�e oltre alle viti 
omuni, 
he si 
hiamano\destre," esistono an
he quelle \sinistre": ma per fortuna si usano molto pi�u dirado).Possiamo dunque dire:{ polli
e indi
e e medio della mano destra de�nis
ono una terna destra{ un uomo 
he abbia i piedi nell'origine, e la testa nella direzione e verso di ~ez,vedr�a in senso antiorario la rotazione 
he porta ~ex su ~eye de�nizioni analoghe si possono dare 
on le viti e i 
avatappi.�E per�o evidente 
he tutte queste de�nizioni hanno in 
omune il fatto diappoggiarsi su oggetti e/o 
onvenzioni 
he non hanno una base �si
a intrinse
a.Sorge per
i�o la domanda: �e possibile distinguere tra destra e sinistra su base�si
a? O in altre parole: nella realt�a �si
a, destra e sinistra sono esattamenteequivalenti o no?Si pu�o ri
ondurre la risposta alla dis
ussione fatta sul prin
ipio di relativit�a:se in due laboratori si adottano 
onvenzioni opposte, si tratta di vedere se sar�apossibile ri
onos
erli in base all'esito degli esperimenti (prin
ipio del ta

uino).Come al solito, soltanto l'esperienza pu�o de
idere, e l'esperienza ha mostrato
he una larghissima 
lasse di fenomeni non permette la de
isione (destra e si-nistra sono �si
amente equivalenti). Di nuovo, questa equivalenza aveva �nitoper essere presa 
ome logi
amente ne
essaria, ed �e stato quindi un fatto assaisorprendente 
he po
o pi�u di trent'anni fa si siano s
operti fenomeni in 
ui inve-
e l'equivalenza di destra e sinistra non �e rispettata (i de
adimenti di parti
ellelegati alle interazioni deboli). Ma dobbiamo qui limitar
i a questo breve 
enno.Nel seguito parlando di 
oordinate 
artesiane sottintenderemo sempre orto-gonali, destre, isometri
he.Coordinate polari nel piano�E il se
ondo SC in ordine d'importanza. La de�nizione �e la seguente: in undato piano si s
eglie an
ora un'origine O (
he in questo 
aso viene an
he dettapolo) una semiretta u us
ente da O e un verso positivo delle rotazioni (o degliangoli, il 
he �e lo stesso). Le 
oordinate r e # sono rispettivamente la distanzadel punto P da O e l'angolo fra u e �!OP (�g. 9{1).In questo 
aso si vede 
he il SC non �e un'appli
azione da E2 (piano eu
lideo)su R2: infatti i valori negativi di r non vengono usati. Inoltre non servononeppure tutti i valori reali di #, e due distinte 
onvenzioni sono in uso:{ la prima restringe # all'intervallo [0; 2�){ la se
onda all'intervallo (��; �℄(misure in radianti); ma naturalmente in�nite altre s
elte sarebbero ugualmentelegittime. In 
erti 
asi ries
e an
he 
omodo prendere # 2 R, il 
he signi�
a usare9{3



un SC a pi�u valori : la ragione �e 
he quando un punto si muove girando attornoad O, le de�nizioni \ortodosse" introdu
ono delle dis
ontinuit�a arti�
iali, 
he �emeglio evitare.Un'altra parti
olarit�a delle 
oordinate polari �e 
he per il punto O la 
oordi-nata # �e inde�nita; il 
he vuol dire 
he a rigore la de�nizione di SC data sopranon funziona bene in questo 
aso, e andrebbe modi�
ata. Ma non �e il 
asod'insistere, per
h�e raramente questo fatto 
rea vere diÆ
olt�a.Coordinate 
ilindri
heQuesto SC in E3 si de�nis
e 
omodamente a partire dalle 
oordinate polarinel piano. Preso un piano �, e in esso le 
oordinate polari de�nite sopra, o

orreaggiungere una terza 
oordinata. Osserviamo intanto 
he il piano orientato �individua un semispazio positivo e uno negativo: il semispazio positivo �e quellodal quale il verso positivo di rotazione sul piano appare antiorario.Ci�o posto, per un punto P qualsiasi le 
oordinate 
ilindri
he sono de�nite
ome segue: r e ' (si usa di solito questa lettera, in luogo di #) sono le 
oordinatepolari della proiezione ortogonale P0 di P su �; z �e la distanza di P dal piano(�g. 9{2), presa 
ol segno positivo se P sta nel semispazio positivo, e

.Si pu�o an
he de�nire la 
oordinata z 
ome segue: si prende 
ome asse z laperpendi
olare a � 
ondotta per O, e orientata verso il semispazio positivo; z �el'as
issa della proiezione ortogonale P00 di P sull'asse z.Valgono naturalmente per le 
oordinate 
ilindri
he tutte le osservazioni fatteper quelle polari nel piano.Coordinate polari nello spazio�E questo il terzo e ultimo esempio di SC di uso frequente. Per de�nire le
oordinate polari nello spazio o

orre assegnare:{ un polo O{ una semiretta u per O (asse polare){ un semipiano � avente u 
ome origine.La de�nizione delle 
oordinate �e la seguente:{ % �e la distanza OP{ # (
olatitudine) �e l'angolo fra u e �!OP, inteso nell'intervallo [0; �℄{ ' (azimut) �e l'angolo fra � e il semipiano di origine u e passante per P,inteso positivo nel senso antiorario attorno a u, e 
on le stesse 
onvenzioniquanto all'intervallo viste per le 
oordinate polari piane (�g. 9{3).Il nome \
olatitudine" viene dalle 
oordinate geogra�
he: infatti # �e il 
omple-mento della latitudine geogra�
a. In luogo di \azimut" sarebbe pi�u 
oerenteparlare di \longitudine," ma quello indi
ato �e l'uso pi�u 
omune.9{4



Come per le 
oordinate polari piane, esistono delle anomalie: i punti dellasemiretta u (per i quali # = 0) e quelli della semiretta opposta (dove # = �)hanno una ' inde�nita; il punto O �e an
ora pi�u anomalo, per
h�e non vi sonode�nite n�e ' n�e #.Coordinate asso
iateI tre SC sopra des
ritti (
artesiane, 
ilindri
he, polari) sono spesso usati in-sieme (asso
iati). Per questo esistono pre
ise 
onvenzioni, 
he o

orre rispettare,per evitare errori. E

ole:{ l'asse polare viene sempre preso 
ome asse z nelle 
oordinate 
artesiane e
ilindri
he{ l'asse x sta sempre nel semipiano �, origine della 
oordinata '.Ne seguono le formule di trasformazione, 
he riportiamo senza dimostrarle indettaglio:Da 
oordinate 
ilindri
he a 
artesiane:x = r 
os'y = r sin'z = z:Nota: A parte la z, queste sono an
he le trasformazioni da polari a 
artesianenel piano.Da 
oordinate polari a 
artesiane:x = % sin# 
os'y = % sin# sin'z = % 
os#:Da 
oordinate polari a 
ilindri
he:r = % sin#' = 'z = % 
os#:Le trasformazioni inverse sono pi�u deli
ate, in quanto ri
hiedono l'impiegodelle funzioni trigonometri
he inverse (ar
oseno, ar
otangente). Vediamo un soloesempio:Da 
oordinate 
artesiane a 
ilindri
he:r =px2 + y2' = ar
tg yxz = z: 9{5



Il problema �e 
he la funzione ar
tg, avendo 
ome argomento y=x, non pu�o di-stinguere due punti opposti, 
he inve
e dovrebbero avere 
oordinate ' di�erentidi � (�g. 9{4). Inoltre la formula 
os�� 
om'�e non va bene se x = 0, sebbene ipunti dell'asse y siano buoni 
ome gli altri.La soluzione sta nell'usare un'espressione diversa:r =px2 + y2' = arg(x; y)z = z:dove si �e introdotta la funzione arg, la 
ui de�nizione �e illustrata in �g. 9{5.Las
iamo per eser
izio le altre trasformazioni: da 
artesiane a polari e da
ilindri
he a polari.Linee 
oordinate, base ortonormale asso
iataDato un SC, si 
hiamano linee 
oordinate le 
urve su 
ui varia una sola
oordinata. Il SC si di
e ortogonale se le linee 
oordinate sono sempre ortogonalitra loro. Tutti i SC pi�u usati sono ortogonali.Esempio 1: In 
oordinate 
artesiane (x; y; z) le linee 
oordinate x sono le retteparallele all'asse x, e

.Esempio 2: In 
oordinate polari (r; ') nel piano le linee 
oordinate r sono lesemirette us
enti dal polo O; le linee 
oordinate ' sono i 
er
hi di 
entro O(�g. 9{6).Esempio 3: In 
oordinate polari (%; #; ') nello spazio le linee 
oordinate % sonoan
ora le semirette us
enti dal polo; le linee 
oordinate # sono i semi
er
hi di
entro O 
on diametro lungo l'asse polare; le linee 
oordinate ' sono i 
er
hi
on 
entro sull'asse polare (o sul suo prolungamento) e ad esso perpendi
olari(�g. 9{7).D'ora in poi 
i o

uperemo solo di SC ortogonali. Siano (�1; �2; �3) le 
oor-dinate. In ogni punto P si asso
iano al SC tre vettori unitari, tangenti alle linee
oordinate, e orientati nel verso in 
ui 
ias
una 
oordinata 
res
e: ~e1, ~e2, ~e3(�g. 9{8). Questa si 
hiama la base ortonormale asso
iata al SC (�1; �2; �3).Attenzione: Solo per le 
oordinate 
artesiane la base ortonormale asso
iata �e lastessa in tutti i punti!Allora per un vettore de�nito in P (ad es. la velo
it�a di un punto materiale
he passa per P) potremo s
rivere:~v = v1~e1 + v2~e2 + v3~e3e poi v1 = ~e1 �~v; e

:9{6



I tre numeri v1, v2, v3 si 
hiamano brevemente le 
omponenti di ~v nel SC(�1; �2; �3); ma bisogna tener presente 
he | 
on la sola e

ezione delle 
oordinate
artesiane | queste 
omponenti dipendono an
he dal punto P.Nota: I versori della base ortonormale sono intesi 
ome numeri puri ; in tal modose~v �e una grandezza �si
a qualsiasi, il vettore e le sue 
omponenti hanno le stessedimensioni, il 
he sempli�
a tutti i ragionamenti.Appli
azione: velo
it�a e a

elerazione in 
oordinate polari�E spesso utile esprimere velo
it�a e a

elerazione in 
oordinate polari, sia nelpiano, sia nello spazio. Qui 
i limiteremo a trattare il primo 
aso.Con riferimento alla �g. 9{9, se P �e la posizione del punto all'istante t, e P0quella all'istante t+�t, abbiamo�~r = �!PP0 = �!PP1 +��!P1P0:Inoltre: �!PP1 = r�#~e# + o(�#)��!P1P0 = �!PP3 = �!PP2 + O(�r�#) = �r ~er + O(�r�#)e quindi �~r = �r ~er + r�#~e# + O(�r�#) + o(�#):Poi
h�e tanto �r quanto �# sono al massimo O(�t), si pu�o an
he s
rivere�~r = �r ~er + r�#~e# + o(�t)e in�ne: ~v = d~rdt = _r ~er + r _#~e#; (9{1)
he risponde al primo problema: le 
omponenti della velo
it�a sonovr = _r; v# = r _#: (9{2)Possiamo interpretare le (9{1), (9{2) nel modo seguente: un moto generi
opu�o sempre essere s
omposto (per pi

oli �t) nella sua parte radiale e nella suaparte trasversale. Alla prima 
orrisponde la velo
it�a radiale _r, alla se
onda lavelo
it�a trasversale, 
he �e la stessa 
he si avrebbe nel moto 
ir
olare uniforme
on velo
it�a angolare _#, ossia r _#.Passiamo ora all'a

elerazione. Basta partire dalla (9{1), e derivarla rispettoa t: ~a = d~vdt = �r ~er + _r _~er + _r _#~e# + r �#~e# + r _# _~e#: (9{3)9{7



Per ottenere la (9{3) abbiamo fatto sempli
emente uso della regola di derivazionedel prodotto: ddt fg = _fg + f _g;
he vale an
he quando f �e uno s
alare e g un vettore, o vi
eversa. Inoltreabbiamo tenuto 
onto del fatto 
he i vettori ~er, ~e# della base asso
iata alle
oordinate polari 
ambiano da punto a punto, e per
i�o dipendono da t se li
al
oliamo seguendo un punto 
he si muove. Resta per�o da s
oprire 
he 
osasiano _~er, _~e#.Osserviamo la �g. 9{10, dove abbiamo riportato alla stessa origine le duebasi relative ai due istanti t e t+�t. La base nel tempo �t ruota dell'angolo �#,e per
i�o le variazioni dei due vettori sono:�~er = ~e#�#+ o(�t); �~e# = �~er �#+ o(�t):Ne segue _~er = _#~e#; _~e# = � _#~ere sostituendo nella (9{3):~a = �r ~er + 2 _r _#~e# + r �#~e# � r _#2 ~er= (�r � r _#2)~er + (r �#+ 2 _r _#)~e#: (9{4)ossia: ar = �r � r _#2; a# = r �#+ 2 _r _#: (9{5)Alla 
omponente trasversale dell'a

elerazione si pu�o dare un'altra espres-sione, molto utile in 
erti 
asi: a# = 1r ddt (r2 _#): (9{6)La veri�
a �e immediata.Attenzione: �E importante non 
onfondere la de
omposizione (9{4) dell'a

e-lerazione, in 
omponenti radiale e trasversale, 
on quella data dalla (8{7), in
omponenti tangenziale e normale. Le basi sono in generale diverse: ~er, ~e# nelprimo 
aso, ~� , ~� nel se
ondo (�g. 9{11). Sfortunatamente la 
omponente nor-male viene talora 
hiamata 
entripeta: denominazione ragionevole, ma 
he pu�oa

res
ere il ris
hio di 
onfusione.
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