
7. Riferimenti, spazio, vettoriDis
utendo nel 
ap. pre
. il prin
ipio di relativit�a, abbiamo pi�u volte fattouso del termine \riferimento." Poi
h�e si tratta di uno dei 
on
etti fondamentalidella �si
a, dobbiamo ora dis
uterlo 
on una 
erta attenzione.RiferimentiCome di
e il termine, un riferimento serve per riferirvi il moto dei 
orpi(o pi�u in generale qualsiasi fenomeno �si
o). Per
i�o un riferimento �e qual
osadi reale, di tangibile, e non un'astrazione matemati
a. Possiamo dire 
he ilriferimento �e un laboratorio, ossia un ambiente (
orpo) rigido, dotato di tuttol'insieme di strumenti ne
essari per le misure (di posizione, di tempo, di velo
it�a,e

.) Ad es. un riferimento si potr�a trovare solidale alla super�
ie terrestre (�eil 
aso pi�u 
omune), oppure montato su di un treno, o in una nave (il \grannavilio" di Galileo), o in una navetta spaziale: : :Spesso 
onverr�a pensare a un riferimento non materialmente esistente, maben de�nito e �si
amente possibile. L'esempio pi�u ovvio �e il riferimento solidaleal 
entro della Terra, ma orientato 
ome le stelle �sse, di 
ui abbiamo parlatoalla �ne del Cap. 5: l'astronomia insegna 
ome 
aratterizzare le misure rispettoa tale riferimento.Attenzione: Spesso si 
onfonde \riferimento" (sistema di riferimento) e \siste-ma di 
oordinate." Si tratta di due 
on
etti del tutto distinti: il primo, 
omeabbiamo gi�a detto, �e un oggetto della �si
a; il se
ondo fa parte della des
rizionematemati
a. In uno stesso riferimento si possono benissimo usare diversi sistemidi 
oordinate (
artesiane 
on assi s
elti 
ome fa 
omodo, polari, e

.); ma ad es.il fatto 
he un riferimento sia inerziale �e una sua propriet�a �si
a, 
he non haniente a 
he fare 
on le 
oordinate 
he si de
ide di usare.Spazio eu
lideoA un riferimento si asso
ia il suo \spazio �si
o," 
he �e lo spazio dell'intui-zione 
omune, ma dotato di una struttura matemati
a: nella �si
a newtonianasi tratta di uno spazio eu
lideo 3-dimensionale E3. Non o

orre entrare in det-tagli, per
h�e le propriet�a di E3 sono ben note dalla geometria eu
lidea, di 
uipossiamo presupporre i 
on
etti base (punti, rette, distanze, angoli : : : ) e i teo-remi fondamentali. Abbiamo gi�a osservato 
he lo spazio E3 viene abbandonatonella relativit�a generale (non in quella ristretta); vedremo meglio pi�u avanti.Vettori nello spazio eu
lideoIn uno spazio eu
lideo si de�nis
e in modo sempli
e il 
on
etto di vettore.Si possono seguire due strade equivalenti:{ Con la prima, si parte dall'idea di spostamento, o pi�u esattamente di trasla-zione: ogni traslazione �e 
aratterizzata dal suo vettore (�g. 7{1) 
he ne d�a la7{1



grandezza e la direzione (verso in
luso). Alla 
omposizione delle traslazioni(
he �e asso
iativa) 
orrisponde l'addizione dei vettori, se
ondo la ben notalegge del parallelogrammo (�g. 7{2): l'addizione di vettori �e 
ommutativa.�E de�nita la traslazione nulla e quindi il vettore nullo; per ogni traslazioneesiste l'inversa, 
ui 
orrisponde il vettore opposto, 
he ha la stessa grandez-za e direzione ma verso 
ontrario. Tutte queste propriet�a delle traslazionie dei vettori si riassumono di
endo 
he il loro insieme ha la struttura di ungruppo 
ommutativo.{ La se
onda strada parte dai segmenti orientati, 
ome �!AB in �g. 7{3. Tra isegmenti orientati esiste una relazione di equivalenza: sono equivalenti duesegmenti paralleli, 
on la stessa lunghezza e lo stesso verso. Si 
hiama alloravettore 
ias
una 
lasse di equivalenza di segmenti orientati. Per
i�o a rigore�!AB (
io�e un singolo segmento orientato) non �e un vettore, ma �e un 
omodoabuso dire an
he \il vettore �!AB."Tralas
iamo di rendere rigorosa l'a�ermazione, intuitivamente evidente, 
he ledue strade sono in sostanza la stessa 
osa.Oltre all'addizione, sui vettori �e de�nita un'altra operazione: la moltipli
a-zione per uno s
alare (in questo 
ontesto, \s
alare" signi�
a \numero reale").Non �e ne
essario insistere, per
h�e la de�nizione �e geometri
amente evidente: lalunghezza del vettore viene alterata in proporzione al moltipli
atore; la direzio-ne resta la stessa, e il verso 
ambia se il moltipli
atore �e negativo (�g. 7{4).Ri
ordiamo solo la propriet�a distributiva:
 (~u+~v) = 
~u+ 
~v:L'insieme dei vettori in E3 �e uno spazio vettoriale di dimensione 3 (questova an
ora 
hiarito), 
he indi
heremo 
on V 3.S
elto in E3 un punto O, a ogni vettore ~r 
orrisponde un punto P tale 
he�!OP =~r, e vi
eversa: a ogni punto P 
orrisponde il vettore~r = �!OP. Abbiamo 
os��una 
orrispondenza bigettiva fra E3 e V 3. Per
i�o si usa des
rivere un punto Pmediante il vettore ~r : va per�o tenuto presente 
he la 
orrispondenza dipendedalla s
elta del punto O, 
he non �e intrinse
a al riferimento.Attenzione: Molto spesso, quando siano state introdotte 
oordinate 
artesiane,il punto O �e l'origine di queste: ma in generale la 
orrispondenza fra punti evettori non ri
hiede le 
oordinate.Dimensioni e basiL'indi
e 3 in E3 e in V 3 sta a signi�
are 
he si tratta di spazi 3-dimensionali,il 
he �e del tutto intuitivo; ma vediamone ora la pre
isa de�nizione matemati
a.Premettiamo al
une abbreviazioni terminologi
he.7{2



De�nizione: Diremo 
he n vettori ~v1; : : : ;~vn sono indipendenti (sottinteso li-nearmente) se la relazione 
1~v1 + � � �+ 
n~vn = 0vale solo quando tutti i 
1; : : : ; 
n sono nulli.In parti
olare, se n vettori sono tra loro indipendenti, nessuno di essi pu�o essereespresso 
ome 
ombinazione lineare degli altri: l'equazione~v1 = b2~v2 + � � �+ bn~vn (7{1)non ha soluzioni nelle in
ognite b2; : : : ; bn, e lo stesso a

ade per le equazionianaloghe 
on ~v2, e

. al posto di ~v1.De�nizione: Se ~v1; : : : ;~vn non sono indipendenti si di
ono dipendenti, ovvero sidi
e 
he ~v1 dipende da ~v2; : : : ;~vn, e

.Osservazione: Se n vettori sono indipendenti, nessuno di essi �e nullo: infatti se~v1 = 0, la (7{1) �e soddisfatta prendendo i b tutti nulli.De�nizione: Due vettori ~u, ~v tra loro dipendenti si di
ono an
he paralleli. Sead es. ~v 6= 0, sar�a ~u = 
~v: i vettori si di
ono 
on
ordi se 
 > 0.Ci�o posto, di
endo 
he V 3 �e uno spazio (vettoriale) 3-dimensionale inten-diamo questo:{ esistono 3 vettori indipendenti{ 4 (o pi�u) sono sempre dipendenti.De�nizione: Una terna ~e1, ~e2, ~e3 di vettori indipendenti di V 3 si 
hiama unabase.Poi
h�e ogni altro vettore ~v �e ne
essariamente dipendente da ~e1, ~e2, ~e3, sipotr�a sempre s
rivere ~v = v1~e1 + v2~e2 + v3~e3;i tre numeri v1, v2, v3 si di
ono le 
omponenti di ~v nella base data. Per questomotivo, una volta �ssata una base, un vettore pu�o essere visto 
ome una ternaordinata di numeri reali (ossia un elemento di R3); ma bisogna sempre ri
ordare
he le 
omponenti dipendono dalla base.Valgono le seguenti propriet�a, 
he si dimostrano banalmente:{ le 
omponenti della somma di due vettori sono le somme delle 
omponenti{ le 
omponenti di 
~v sono 
v1, 
v2, 
v3.In una parola, 
i�o signi�
a 
he l'appli
azione V 3 ! R3 �e un isomor�smo fraspazi vettoriali.Osservazione: �E evidente 
he tutto quanto abbiamo detto �n qui si estende aspazi vettoriali 
on qualsiasi numero (�nito) di dimensioni; questo potr�a o

a-sionalmente rius
ire utile in seguito. 7{3



Per l'appli
azione allo spazio �si
o, �e ovvio 
he E3 si 
hiama 3-dimensionaleper
h�e �e in 
orrispondenza biunivo
a 
on V 3. In termini intuitivi, tenendo pre-sente l'interpretazione dei vettori 
ome spostamenti, possiamo dire 
he lo spazio�si
o �e 3-dimensionale per
h�e si possono s
egliere una volta per tutte tre di-rezioni, in modo tale 
he da ogni punto se ne pu�o raggiungere qualsiasi altro
omponendo tre spostamenti in quelle direzioni: due sole direzioni non sono ingenerale suÆ
ienti, mentre quattro non sono mai ne
essarie. �E bene non dimen-ti
are 
he la tridimensionalit�a dello spazio �si
o �e un fatto sperimentale, nonuna ne
essit�a logi
a o a priori, in nessun senso.Distanza e prodotto s
alareUn 
on
etto dello spazio eu
lideo del quale non abbiamo an
ora fatto uso�e quello di distanza. (Per questo motivo, la struttura �n qui 
ostruita non �e inrealt�a uno spazio eu
lideo, ma uno spazio aÆne.) La distanza si pu�o introdurrealla maniera della geometria eu
lidea elementare, ma per il nostro uso 
onvienepassare attraverso un arri

himento della struttura di V 3, dotandolo di prodottos
alare. La de�nizione elementare di prodotto s
alare �e nota: \prodotto deimoduli per il 
oseno dell'angolo 
ompreso." Conviene per�o prendere a basedella de�nizione al
une propriet�a 
he da quella de�nizione elementare si possonodedurre: questo per
h�e in appli
azioni non geometri
he non �e sempre 
hiaro inpartenza 
he 
osa sia \modulo," e 
he 
osa \angolo 
ompreso."De�nizione: Prodotto s
alare in V 3 (o pi�u in generale, in V n) �e un'appli
azioneV � V ! R; (~u;~v) 7! ~u �~v(
io�e una funzione a valori reali de�nita sulle 
oppie ordinate di vettori) 
on leseguenti propriet�a:{ �e lineare in ~v, ossia~u � (a1~v1 + a2~v2) = a1~u �~v1 + a2~u �~v2{ �e simmetri
a, ossia ~u �~v = ~v � ~u{ �e de�nita positiva: ~v 6= 0 ) ~v �~v > 0:Dalle prime due propriet�a segue ovviamente an
he la linearit�a in ~u.De�nizione: Si 
hiama norma o modulo di un vettore l'espressionej~v j def= p~v �~v:7{4



Se j~v j = 1, il vettore ~v si di
e unitario. �E ovvio 
he dato un vettore non nullone esiste sempre un altro unitario, ad esso parallelo e 
on
orde.Due 
onseguenze immediate di queste de�nizioni (
he non dimostriamo)sono:{ la disuguaglianza triangolarej~u+~v j � j~u j+ j~v jdove il segno = vale sse (se e solo se) ~u e ~v sono paralleli e 
on
ordi ;{ la disuguaglianza di S
hwarz�j~u jj~v j � ~u �~v � j~u jj~v jdove il segno = vale a sinistra sse ~u e ~v sono paralleli e opposti, a destra ssesono paralleli e 
on
ordi.Dalla disuguaglianza di S
hwarz segue 
he esiste sempre uno e un solo # 2 [0; �℄tale 
he ~u �~v = j~u jj~v j 
os#;abbiamo 
os�� ritrovato l'angolo fra i vettori, e la de�nizione elementare di pro-dotto s
alare.De�nizione: Se ~u �~v = 0 (da 
ui # = �=2), ~u e ~v si di
ono ortogonali.Osservazione: Due o pi�u vettori non nulli, e a due a due ortogonali, sono sempreindipendenti: infatti se �e 
1~v1 + � � �+ 
n~vn = 0il prodotto s
alare 
on ~v1 porta 
1 = 0, e

. Ne segue 
he in V n non possonoesistere pi�u di n vettori non nulli, a due a due tra loro ortogonali. Vale poi ilseguente risultato, 
he non dimostriamo:Teorema: In V n si possono trovare n vettori non nulli, a due a due tra loroortogonali.De�nizione: Un insieme di n vettori unitari, a due a due tra loro ortogonali, si
hiama una base ortonormale di V n.Le basi ortonormali sono estremamente 
omode, e per
i�o assai usate. Anzid'ora in poi, a meno di diverso avviso, useremo soltanto basi ortonormali. Spessouna base ortonormale di V 3 si denota 
on~{,~|, ~k oppure 
on ~e1, ~e2, ~e3. Una pro-priet�a delle basi ortonormali, 
he non vale per una base generi
a, �e la seguente.Le 
omponenti v1, v2, v3 di ~v si ottengono per mezzo di prodotti s
alari:v1 = ~e1 �~v; v2 = ~e2 �~v; v3 = ~e3 �~v:Da qui segue an
he subito:~u �~v = u1v1 + u2v2 + u3v3: 7{5



I vettori in �si
aDobbiamo ora tornare alla �si
a, per rispondere a una domanda: a 
he ser-vono i vettori? Abbiamo gi�a visto 
he possiamo usare un vettore per individuareun punto nello spazio, ed �e per
i�o abbastanza evidente 
he i vettori ries
onoutili per des
rivere il moto dei 
orpi (lo vedremo in dettaglio nel 
ap. seguente).Infatti non �e diÆ
ile dimostrare 
he velo
it�a, a

elerazione, quantit�a di motosono vettori; la 
osa ries
e per�o meno evidente per altre grandezze, 
ome ad es.le forze.Nelle presentazioni elementari si usa dire 
he una grandezza ha 
aratte-re vettoriale quando per determinarla o

orre assegnarne intensit�a, direzione everso. Sebbene questo sia a

ettabile 
ome appro

io intuitivo, non soddisfereb-be un matemati
o; e an
he dal punto di vista �si
o las
ia a desiderare, per dueragioni:{ non �e detto 
he sia sempre fa
ile de�nire intensit�a, direzione e verso di unagrandezza vettoriale{ vi
eversa, si possono dare esempi di grandezze non vettoriali, per le qualisi potrebbe assegnare in modo naturale tutte e tre queste 
aratteristi
he: ilpi�u 
hiaro �e quello delle rotazioni, su 
ui per�o non possiamo ora so�ermar
i.In e�etti la propriet�a pi�u importante dei vettori �e la possibilit�a di sommarli :dunque per
h�e una grandezza sia un vettore �e ne
essario 
he si possa parlare disomma. Vediamo il 
aso delle forze.De�nire la somma di due forze �e fa
ile: date due forze ~F1 e ~F2, appli
ate allostesso punto di un dato 
orpo, la loro somma �e quella forza 
he appli
ata semprenello stesso punto produ
e lo stesso e�etto dell'appli
azione 
ongiunta di ~F1 e ~F2.Per e�etto intendiamo tanto il moto 
he quelle forze possono produrre, quantoeventuali deformazioni di un 
orpo vin
olato.Nota: �E ne
essario 
he le forze siano appli
ate allo stesso punto. Infatti po-tremmo avere due forze opposte, appli
ate agli estremi di una molla: sebbene lasomma delle forze sia zero, l'e�etto delle due forze non �e nullo, per
h�e la mollasi allunga. An
ora: se due forze opposte ma non sulla stessa retta agis
ono sudi un 
orpo, questo ruoter�a, e di nuovo non potremo sostituirle 
on una forzanulla, e

.�E un fatto sperimentale 
he una tale forza esiste sempre, e 
he si ottieneda ~F1, ~F2 
on la regola del parallelogramma: il 
he dimostra 
he la somma diforze ha le propriet�a ri
hieste alla somma vettoriale. Ormai siamo talmente abi-tuati a 
i�o (l'abbiamo sentito dire �n da bambini) 
he non 
i rendiamo pi�u 
onto
he si tratta di una verit�a di fatto, ossia 
he potrebbe an
he essere diversamente.Ma non �e stato 
os�� per i fondatori della me

ani
a: il problema della 
omposi-zione delle forze ha dato da pensare | da un punto di vista logi
o | an
ora inquesto se
olo.La pi�u forte veri�
a sperimentale del 
arattere vettoriale delle forze stanella me

ani
a 
eleste. Per des
rivere il moto di un pianeta �e ne
essario tener7{6




onto delle attrazioni gravitazionali del Sole e di tutti gli altri pianeti. Questeforze vengono sommate vettorialmente nella se
onda legge della dinami
a, perdeterminare l'a

elerazione del pianeta: i risultati dei 
al
oli 
on
ordano 
on leosservazioni, 
he sono di grande pre
isione (almeno 10�8).Veniamo a un altro punto: le equazioni della �si
a 
onnettono fra lorograndezze dello stesso tipo: ad es. ~F = m~a �e una relazione fra vettori, il primoprin
ipio della termodinami
a �e una relazione fra s
alari, e

. (Ci sono an
heoggetti pi�u 
ompli
ati, ma in questo 
orso non avremo o

asione d'in
ontrarli.)Non a

ade mai 
he a primo membro di un'equazione 
i sia un vettore, e ase
ondo membro uno s
alare, o altre 
ose del genere. Pu�o sembrare 
he questasia una banalit�a, pi�u o meno 
ome \non si possono sommare le mele 
on legalline," ma non �e 
os��: 
'�e sotto una questione profonda, sulla quale per�o non�e il 
aso di fermarsi, almeno per ora.
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8. Tempo e motoIn questo 
apitolo 
omin
eremo a introdurre le idee fondamentali della 
i-nemati
a del punto materiale. Una sommaria esposizione dei ne
essari 
on
ettidi 
al
olo di�erenziale si trova nel Cap. 10.Il punto materialeIl moto di un 
orpo generi
o pu�o essere assai 
omplesso. Infatti per \
orpo"possiamo intendere qualsiasi 
osa: un pianeta, un 
al
iatore, un atomo, l'a
quadi un lago: : : O

orre quindi partire da qual
osa di pi�u sempli
e, e questo si faintrodu
endo una prima s
hematizzazione: quella di punto materiale. Con taletermine s'intende un qualsiasi oggetto di 
ui non interessa la \struttura interna"(in parti
olare per
h�e non ha e�etto sul moto).O

orre per�o fare attenzione: non �e a�atto detto 
he un punto materialedebba essere \pi

olo": pu�o essere un elettrone, oppure un granello di polvere,o una palla da tennis; ma pu�o an
he essere la Terra o una galassia. Vi
eversa,in 
erte situazioni un atomo non viene trattato 
ome punto materiale (ad es.per
h�e viene urtato da un elettrone, 
he ne 
ambia lo stato di e

itazione: urtoanelasti
o). Un esempio pi�u banale, ma in 
erto senso pi�u signi�
ativo, �e quellodi una pallina 
he rotola lungo un piano in
linato: vedremo in seguito 
he la suaa

elerazione, indipendentemente dalle dimensioni, �e sempre del 29% inferiore aquella 
he si 
al
olerebbe trattandola 
ome punto materiale!Traiettoria e 
urva orariaS
elto un riferimento, per des
rivere il moto di un punto materiale bastadarne la posizione P (un punto nello spazio �si
o del riferimento) in funzione deltempo. Pi�u rigorosamente, assegneremo una 
urva oraria 
 in E3:
 : R! E3; t 7! P = 
(t):Attenzione: Una 
urva oraria non �e solo l'insieme delle posizioni o

upate da Pai diversi istanti, per
h�e �e parametrizzata dal tempo t. L'insieme dei punti(il sostegno della 
urva oraria) �e la traiettoria. Potremo avere ad es. traiettoria
ir
olare, oppure rettilinea, e

. Ma sulla stessa traiettoria il moto pu�o essereuniforme, uniformemente a

elerato, os
illante : : : ; e in 
ias
un 
aso la 
 �e di-versa. Possiamo an
he des
rivere la situazione 
ome segue: 
 �e la traiettoria 
onle \eti
hette" t (�g. 8{1).Come abbiamo gi�a visto, se s
egliamo un punto O (origine) nel nostro ri-ferimento, a ogni punto P 
orrisponde un vettore. Ne segue 
he a un punto
he si muove 
orrisponde un vettore funzione del tempo: ~r(t). Vediamo qual
heesempio. 8{1



Esempio 1: L'espressione ~r =~r0 +~vtrappresenta (�g. 8{2) un moto uniforme 
on velo
it�a ~v e posizione iniziale P0de�nita da ~r0 per mezzo della relazione �!OP0 =~r0.Esempio 2: L'espressione ~r =~r0 +~a sin!trappresenta inve
e un moto armoni
o lungo la retta per P0 individuata dal vet-tore ~a (�g. 8{3). Il modulo di ~a d�a l'ampiezza dell'os
illazione.Esempio 3: L'espressione ~r = ~v0t+ 12~g t2 (8{1)des
rive il moto di un proiettile lan
iato dal punto O 
on velo
it�a iniziale ~v0.Osserviamo 
he la (8{1) esprime~r 
ome 
ombinazione lineare di ~v0 e di ~g: questobasta per a�ermare 
he il moto si svolge tutto nel piano passante per O 
he
ontiene quei vettori. Com'�e noto, la traiettoria �e una parabola (�g. 8{4).Esempio 4: L'espressione ~r = a (~{ 
os!t+~| sin!t) (8{2)dove~{ e~| sono vettori unitari tra loro ortogonali, rappresenta un moto 
ir
olareuniforme 
on velo
it�a angolare !: la traiettoria �e un 
er
hio di raggio a nel pianoindividuato da~{, ~| (�g. 8{5).Esempio 5: Inve
e ~r = a (~{ 
os�t2 +~| sin�t2)�e an
ora un moto 
ir
olare, ma uniformemente a

elerato: la traiettoria �e lastessa di prima, ma la 
urva oraria �e diversa!Problema: Qual �e il moto des
ritto dalla (8{2) se ~{, ~| non sono unitari? E senon sono neppure ortogonali?As
issa 
urvilinea e legge orariaQuando la traiettoria di un moto �e 
onos
iuta (magari per
h�e �e �ssata daivin
oli: si pensi a un pendolo) ries
e spesso utile introdurre su di essa un'as
issa
urvilinea. In termini sempli
i, si s
eglie un punto Q della traiettoria, un versopositivo, e si asso
ia a ogni altro punto P il reale s 
he misura la distanzaorientata di P da Q lungo la traiettoria (�g. 8{6). (Ci sono questioni sottili darisolvere se la traiettoria �e 
hiusa, per
h�e a uno stesso punto P 
orrispondonopi�u valori di s; ma non 
e ne preo

upiamo.)Naturalmente se il punto P si muove, la sua as
issa 
urvilinea varia neltempo: s = s(t). A questa funzione si d�a il nome di legge oraria del moto. Sipu�o allora dire 
he la 
urva oraria 
 riassume la traiettoria e la legge oraria 
on
ui �e per
orsa.8{2



Abbiamo introdotto due parametrizzazioni della traiettoria: una data daltempo t, l'altra dall'as
issa 
urvilinea s. Potremo quindi vedere ~r(t) 
ome unafunzione 
omposta t 7! s 7!~r, e questo torner�a utile in 
erti 
asi.Esempi: Negli esempi visti sopra, le leggi orarie sono rispettivamente:1. s = vt2. s = j~aj sin!t3. s = espressione 
ompli
ata4. s = a!t5. s = a�t2:(las
iamo la veri�
a per eser
izio).Velo
it�a media e istantaneaLo spostamento di P in un 
erto intervallo di tempo, fra t e t+�t, �e�~r def= ~r(t+�t)�~r(t);la velo
it�a media �e ~vm def= �~r�te la velo
it�a istantanea �e ~v def= _~r = d~rdt = lim�t!0 �~r�t(la notazione _~r �e quella di Newton, mentre d~r=dt �e di Leibniz). Abbiamo evi-dentemente supposto 
he ~r(t) sia di�erenziabile: tale ipotesi va riveduta in 
asiparti
olari (ad es. negli urti).Possiamo an
he vedere la 
osa al modo seguente. Fissiamo un istante t0,e sia P0 la posizione di P a quell'istante: ~r(t0) = �!OP0. Consideriamo un altropunto materiale P1, 
he si muova di moto uniforme 
on una 
erta velo
it�a ~v1, e
he all'istante t0 o

upi an
h'esso la posizione P0:~r1(t) =~r0 +~v1 (t� t0):Lo s
ostamento di P da P1 �e dato da~r�~r1: esso si annulla per t = t0 (�g. 8{7) e
res
e in modulo quando t si allontana da t0. Con la sola ipotesi 
he il moto sia
ontinuo, avremo (per una spiegazione dettagliata della notazione o( ) si veda ilCap. 10): ~r(t)�~r1(t) = o(1);ma possiamo 
hieder
i se s
egliendo opportunamente ~v1 non si possa fare dimeglio: pi�u esattamente se non si possa ottenere~r(t)�~r1(t) = o(t� t0): 8{3



Se il moto (ossia la funzione~r(t)) �e di�erenziabile, questo a

ade, per de�nizione,quando si prenda ~v1 = _~r(t0):Per intendere intuitivamente questo risultato, osserviamo 
he in generale 
isono due distinte ragioni per 
ui~r(t) si s
osta da~r1(t): una �e la diversa direzione,l'altra la diversa rapidit�a 
on 
ui la traiettoria viene per
orsa. O

orre dunque,per avere la migliore approssimazione possibile, 
he i due moti 
oin
idano{ in direzione, il 
he vuol dire 
he ~v1 deve essere tangente alla traiettoria di P{ in rapidit�a, il 
he vuol dire 
he j~v1j deve 
oin
idere 
ol modulo della velo
it�aistantanea di P.Riassumendo: La velo
it�a istantanea �e la velo
it�a del moto uniforme 
he meglioapprossima il moto reale di P, nel senso di o(t� t0).Ri
ordiamo 
he se �e stata introdotta un'as
issa 
urvilinea, il vettore posi-zione �e funzione 
omposta del tempo, attraverso s. Avremo allora:~v = d~rdt = d~rds dsdt : (8{3)Che 
osa �e d~r=ds? Possiamo s
rivere:d~rds = lim�s!0 �~r�se dalla �g. 8{8 si vede 
he lim j�~rj=j�sj = 1, mentre la direzione di �~r �e quelladella tangente alla traiettoria, e il verso �e quello in 
ui 
res
e s.Tutto questo si riassume s
rivendod~rds = ~�; (8{4)dove ~� �e il vettore unitario tangente alla traiettoria, orientato nel verso positivo(brevemente: \versore della tangente"). Allora la (8{3) diventa:~v = _s~�: (8{5)Attenzione: Sarebbe in generale sbagliato s
rivere ~v = j~vj~� , per
h�e il punto Pnon si muove sempre nel senso in 
ui s 
res
e: basta pensare a un moto armoni
o.Per questo motivo spesso _s (
he pu�o benissimo essere negativa) viene 
hiamatavelo
it�a s
alare, 
he �e 
osa diversa dal modulo v della velo
it�a. Naturalmentej~vj = j _sj.L'a

elerazioneLa velo
it�a istantanea �e de�nita a ogni istante, ed �e dunque funzione di t.Come per la velo
it�a, possiamo dunque de�nire un'a

elerazione media:�~v def= ~v(t+�t)�~v(t) ~am def= �~v�t8{4



e un'a

elerazione istantanea:~a def= _~v = d~vdt = lim�t!0 �~v�t :Useremo an
he la notazione: ~a = �~r = d2~rdt2
he mostra 
ome ~r(t) debba essere di�erenziabile almeno due volte.An
he dell'a

elerazione possiamo dare un'interpretazione intuitiva, se
on-do la stessa linea vista sopra per la velo
it�a. Abbiamo detto 
he~r1(t) =~r0 +~v0 (t� t0);dove ~v0 = _~r(t0), �e il moto uniforme 
he meglio approssima il moto reale di P.Ma si pu�o migliorare l'approssimazione se si prova un moto uniformemente a
-
elerato: ~r2(t) =~r0 +~v0 (t� t0) + 12~a (t� t0)2:Se ~r(t) �e di�erenziabile due volte, esiste una s
elta di ~a tale 
he lo s
ostamento~r(t)�~r2(t) = o�(t� t0)2� :Riassumendo: L'a

elerazione istantanea �e l'a

elerazione del moto uniforme-mente a

elerato 
he meglio approssima il moto di P, nel senso di o�(t� t0)2�.Passiamo ora a studiare pi�u in dettaglio l'a

elerazione. Basta derivarela (8{5) rispetto a t:~a = d~vdt = d _sdt ~� + _s d~�dt = �s~� + _s d~�ds dsdt = �s~� + v2 d~�ds :Che 
osa �e d~�=ds? Sappiamo 
he ~� �~� = 1, e derivando rispetto a s troviamo~� � d~�ds = 0;ossia d~�=ds �e ortogonale alla traiettoria. Per 
apire il signi�
ato di jd~�=dsj
onsideriamo in un primo momento il 
aso parti
olare di traiettoria 
ir
olare:allora la �g. 8{9 mostra 
he ����d~�ds ���� = 1% (8{6)dove % �e il raggio del 
er
hio. La stessa �gura fa 
apire 
he an
he nel 
asogenerale jd~�=dsj misura la rapidit�a 
on 
ui la direzione di ~� 
ambia lungo latraiettoria; il 
he vuol dire 
he ai �ni di questo problema ogni traiettoria pu�oessere approssimata 
on un 
er
hio (di raggio opportuno). Questo raggio si8{5




hiama il raggio di 
urvatura della traiettoria: s'intende 
he se questa non �e un
er
hio, il suo raggio di 
urvatura varia da punto a punto.Si noti 
he per un moto in tre dimensioni il 
er
hio approssimante (
er
hioos
ulatore) non solo ha un raggio determinato, ma sta an
he in un piano de-terminato fra tutti gli in�niti piani 
he passano per P e 
ontengono la tangentealla traiettoria (piano os
ulatore). Lo s
ostamento della traiettoria dal pianoos
ulatore �e o(�s2).Riassumendo: ~a = �s~� + v2% ~� (8{7)dove abbiamo introdotto il vettore unitario ~� della normale prin
ipale (direttoverso il 
entro di 
urvatura).Con
lusione: L'a

elerazione 
onsiste di due termini:1) a

elerazione tangenziale �s~� , 
he misura di quanto varia la velo
it�a s
alare:�e la sola presente se il moto �e rettilineo2) a

elerazione normale (o 
entripeta) 
he dipende dalla velo
it�a e dalla 
ur-vatura della traiettoria: questa esiste tutte le volte 
he la traiettoria �e 
urva,an
he se il moto �e uniforme (�s = 0); l'esempio pi�u banale �e il moto 
ir
olareuniforme.EsempiRiprendiamo gli esempi visti sopra, e 
al
oliamo in 
ias
un 
aso velo
it�a ea

elerazione.Esempio 1: Questo �e del tutto elementare: ~r0 �e 
ostante, per 
ui ha derivatanulla; ~v t �e il prodotto di un vettore 
ostante per lo s
alare t, e la sua derivatavale ~v. Dunque: _~r = ~v; �~r = 0
he �e quanto 
i si aspettava.Esempio 2: �E solo leggermente pi�u 
ompli
ato: o

orre saper derivare sin!t, 
he�e una funzione 
omposta: y = sinx e x = !t. La derivata �e dunque il prodottodi 
osx per !, ossia ! 
os!t. In�ne:_~r = !~a 
os!t; �~r = �!2~a sin!t = �!2(~r �~r0):L'ultimo passaggio mostra la ben nota propriet�a del moto armoni
o.Esempio 3: Non 
i sono diÆ
olt�a nuove:_~r = ~v0 +~gt; �~r = ~ge non o

orrono 
ommenti.8{6



Esempio 4: Si trova subito_~r = !a (�~{ sin!t+~| 
os!t):Questa mostra 
he il modulo della velo
it�a �e !a, e 
he la velo
it�a �e ortogonalea ~r (veri�
are!) Derivando an
ora:�~r = �!2a (~{ 
os!t+~| sin!t) = �!2~r:An
he questo �e un risultato ben noto, 
he mostra tra l'altro 
ome l'a

elerazionesia tutta 
entripeta, in quanto ortogonale a ~v.Esempio 5: Questo lo las
iamo per eser
izio.
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