
M8. Il problema della LunaA�ronteremo ora il osiddetto problema della Luna, io�e lo studio del motodel satellite della Terra dal punto di vista della meania eleste. Si tratta di unproblema assai ompliato se si vuole raggiungere una preisione onfrontabileon le osservazioni; i limiteremo quindi a indiare i passi neessari per ompren-dere aluni degli aspetti pi�u visibili: quelli he abbiamo gi�a desritti, dal puntodi vista osservativo, nel Cap. G2.Per i nostri sopi il problema della Luna si pu�o ridurre al problema dei treorpi Terra{Luna{Sole, he per�o non �e pi�u un problema ristretto, in quanto lamassa della Luna non �e trasurabile rispetto a quella della Terra:MS :MT :ML = 3 � 105 : 1 : 181 :Usando l'approssimazione del problema ristretto ome guida, si vede he la Luna�e ostretta a girare intorno alla Terra a una distanza he non supera mai unerto massimo. Per dimostrarlo, si pensi alle super�i di Hill (�g. M6{1) e sialoli la posizione di L1 per il aso Terra{Sole: si trova he dista dalla Terraira 1:5 � 106 km, io�e 4 volte la distanza della Luna.Le oordinate barientrihe
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Nelle nostre onsiderazioni i ser-viranno i punti S, T, L (Sole, Terra,Luna) e anhe G (entro di massa delsistema Terra{Luna) e Q (entro dimassa del sistema totale) (�g. M8{1).Rispetto a un'origine arbitraria indi-heremo on ~rS, ~rT, ~rL, ~rG, ~rQ le varie distanze (vettoriali); porremo inol-tre ~rSL =~rL �~rS e analogamente le altre (~rST, ~rTL : : : ).Studieremo le equazioni del moto partendo dall'hamiltonianaH = p2S2MS + p2T2MT + p2L2ML �G�MSMTrST + MSMLrSL + MTMLrTL � (M8.1)dalla quale si riavano subito le equazioni di Hamilton_~rS = �H�~pS = ~pSMS e: (M8.2)_~pS = ��H�~rS = GMSMTr3ST ~rST + GMSMLr3SL ~rSL e: (M8.3)Derivando le (M8.2) rispetto al tempo e sostituendo nelle (M8.3) si ritorna alleequazioni di NewtonMS�~rS = GMSMTr3ST ~rST + GMSMLr3SL ~rSL e: M8{1E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03



Invee qui trasformeremo opportunamente l'hamiltoniana on un ambia-mento di variabili. Poniamo ~rTL =~r ~rSG = ~R:Possiamo esprimere ~rS, ~rT, ~rL in termini di ~r, ~R, ~rQ ome segue:~rS = �MT +MLM ~R+~rQ~rT = MSM ~R� MLMT +ML ~r +~rQ~rL = MSM ~R+ MTMT +ML ~r +~rQ: (M8.4)
dove M =MS +MT +ML.Per trovare i momenti oniugati, he hiameremo ~p, ~P , ~pQ, basta prenderela forma dell'energia inetiaT = 12�MSj _~rSj2 +MTj _~rTj2 +MLj _~rLj2�;sostituire alle _~r le espressioni riavate dalle (M8.4) e derivare, in quan-to p = �T=� _q (V non dipende dalle q!). Il risultato della sostituzione �e semplie:T = 12�M j _~rQj2 +Mj _~Rj2 + � j _~rj2� (M8.5)dove � = MTMLMT +ML�e la massa ridotta del sistema Terra{Luna eM = MS(MT +ML)M�e la massa ridotta del sistema: Sole{(sistema Terra{Luna, pensato ome onen-trato in G).La (M8.5) si poteva ottenere direttamente appliando due volte il teoremadi K�onig: l'energia inetia totale si ottiene ome energia del entro di massain ui sia onentrata tutta la massa (12M j _~rQj2) pi�u quella del moto rispetto alentro di massa. Nel aso nostro questa seonda �e l'energia del sistema Sole{(Terra{Luna), data da 12Mj _~Rj2, pi�u l'energia del sistema Terra{Luna rispettoal suo entro di massa G, he �e 12� j _~rj2.M8{2 E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03



Dalla (M8.5) si trovano i momenti oniugati alle variabili ~rQ, ~R, ~r:~pQ =M _~rQ ~P =M _~R ~p = � _~r:In questi termini l'energia inetia si pu�o srivereT = p2Q2M + P 22M + p22�:L'approssimazione di quadrupoloFin qui il nostro alolo �e esatto, nella sola ipotesi di poter trasurare lapresenza di altri orpi. In tale ipotesi il sistema �e isolato, dunque il riferimentodel entro di massa �e inerziale. Conviene allora prendere Q ome origine delsistema di oordinate, per ui si ha ~rQ = 0, ~pQ = 0, sempli�ando os�� il proble-ma. Che questo sia leito, si vede dal fatto he l'hamiltoniana non ontiene ~rQ,in quanto nell'energia potenziale vi sono solo di�erenze del tipo ~rST = ~rT �~rS,dove ~rQ non ompare. Ci�o implia he _~pQ = �H=�~rQ = 0, io�e he ~pQ = ost:,he in partiolare possiamo porre uguale a zero segliendo opportunamente ilriferimento.Per proedere oltre oorre fare delle approssimazioni. La geometria delnostro sistema i die he rST � rLT; inoltre~rST =~rT �~rS = MSM ~R� MLMT +ML ~r + MT +MLM ~R = ~R� �~ravendo posto � =ML=(MT+ML). Dal momento he r=R ' 0:4=150 ' 2:7 �10�3e inoltre � = 1=82, possiamo sviluppare in serie il primo termine dell'energiagravitazionale:1rST = 1j~R� �~rj = 1R + � ~R �~rR3 + 12 �2 3 (~R �~r)2 �R2r2R5 + � � �In modo analogo si trova~rSL = ~R+ (1� �)~r �1� � = MTMT +ML�1rSL = 1j~R+ (1� �)~rj = 1R � (1� �) ~R �~rR3 + 12 (1� �)2 3 (~R �~r)2 � R2r2R5 + � � �M8{3E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03



Potremo allora srivere per l'energia potenziale:V = �G"MTMLr +MSMT� 1R + � ~R �~rR3 + 12�2 3 (~R �~r)2 � R2r2R5 + � � ��+MSML� 1R � (1� �) ~R �~rR3 + 12(1� �)2 3 (~R �~r)2 � R2r2R5 + � � ��#e raogliendo i termini on ~R �~r si trovaMSMT � ~R �~rR3 �MSML (1� �) ~R �~rR3 = 0per la de�nizione di �. Dunque on la nostra selta dell'origine anora una voltail termine di dipolo sompare e rimane solo quello di quadrupolo; sriveremoin�neV = �G�MTMLr + MS(MT +ML)R + 12MS � 3 (~R �~r)2 �R2r2R5 + � � ��per ui l'hamiltoniana risulter�a:H = � P 22M � GMS(MT +ML)R �+ � p22� � GMTMLr ��12GMS � 3 (~R �~r)2 � R2r2R5 + � � � (M8.6)DisussioneNotiamo he la prima parte in [: : :℄ nella (M8.6) i d�a l'hamiltoniana delsistema formato dal Sole e dal sistema Terra{Luna onentrato in G, mentre laseonda parte i d�a l'hamiltoniana del sistema Terra{Luna: �no a questo puntoi due sistemi non interagisono. Se non vi fosse altro si avrebbe os�� la purasovrapposizione di due moti perfettamente kepleriani, iasuno soluzione di unproblema dei due orpi: uno per il moto di G attorno al Sole, l'altro per il motorelativo Terra{Luna.Non �e os�� per la presenza di altri termini: gi�a quello di quadrupolo, il solohe si �e onsiderato, ontiene le variabili di entrambi i sistemi suddetti. Que-sto termine �e peri�o responsabile dell'interazione tra i due moti e pu�o essereonsiderato in due modi diversi seondo il punto di vista:1) perturbazione del Sole sul moto Terra{Luna2) perturbazione del moto di G attorno al Sole, dovuta al fatto he G non �eun e�ettivo punto materiale, ma �e invee il entro di massa di due puntiseparati.M8{4 E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03
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Spieghiamo meglio questo seondo aspetto. Poih�eil ampo gravitazionale solare non �e uniforme, larisultante delle forze ui sono soggette la Terra ela Luna non oinide on la forza ~FG ui sareb-be soggetto G se fosse un punto materiale di mas-sa MT+ML (�g. M8{2). Tale risultante varia inol-tre a seonda della posizione dei due orpi.Prima di proedere, oorre provare he il no-stro trattamento perturbativo �e giusti�ato:1) i termini oltre il quadrupolo sono e�ettivamente trasurabili?2) il termine di quadrupolo �e abbastanza piolo da ritenersi perturbativo?Risriviamo la forma trovata per l'hamiltoniana:H = H1 +H2 +H3(on ovvio signi�ato dei simboli). Vogliamo anzitutto vedere quanto l'ultimotermine perturba il moto di G: possiamo stimare questo e�etto alolando ilrapporto dell'ultimo termine rispetto alla parte V1 di energia potenziale del primotermine:H3V1 = GMS�R5 R2r2 RGMS(MT +ML) =�MT +ML � rR�2 ' 180 � 1400�2 = 8 � 10�8:Si tratta dunque di un e�etto osservabile, ma trasurabile in prima approssi-mazione: il alolo ompleto d�a uno spostamento del perielio (nel moto di G)di ira 700 per seolo.Vediamo invee in he misura �e perturbato il moto della Luna attorno allaTerra:H3V2 = GMS�R5 R2r2 rGMTML = MS �MTML � rR�3 =MSMT +ML � rR�3 ' 3 � 105� 1400�3 = 5 � 10�3:L'e�etto �e abbastanza grande e erto non trasurabile.Quanto ai termini suessivi al quadrupolo, riordiamo he prevengonoda uno sviluppo in serie di r=R: dobbiamo peri�o aspettari he il suessi-vo sia � 400 volte minore, e os�� via. Non possono dunque essere trasurati inun alolo di preisione, ma la perturbazione prinipale �e omunque dovuta alquadrupolo. Noi i ouperemo solo di questo. M8{5E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03



Conludendo, possiamo dunque supporre he G si muova di moto irolareuniforme e pensare l'hamiltoniana ome funzione soltanto di ~r, ~p. Invee ~Rompare nell'hamiltoniana ome un vettore noto ~R(t), non ostante in direzione:abbiamo dunque una perturbazione he dipende dal tempo. (L'eentriit�a nelmoto reale di G �e minore di 0.0017, per ui non �e ingiusti�ata, per i nostrisopi, la sempli�azione del moto irolare uniforme).Il problema �e dunque ridotto a quello dei due orpi, on in pi�u una pertur-bazione dipendente dal tempo: anhe questo problema �e risolubile solo faendoaltre approssimazioni.Le perturbazioni seolari
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χ PFig. M8{3In primo luogo i ouperemo solo diperturbazioni seolari, per le quali onta so-lo il valor medio nel tempo (o nell'anoma-lia media, ad esso proporzionale) del termineperturbativo H 0 = H3 = �GMS�2R5 h3 (~R �~r)2 �R2r2i:Srivendo S = 3 (~R �~r)2�R2r2 in termini delle variabili solite (elementi dell'or-bita, �g. M8{3) si ha:S = 34R2r2 ��os2i� 13�+ sin2i os 2(��  )�+34R2r2 os 2(�+ v) �sin2i+ (1 + os2i) os 2(��  )�+32R2r2 sin 2(�+ v) sin 2(��  ) os i(� longitudine del Sole). Usando la relazione r du = a d' e mediando su 'otteniamo:hSi' = 34R2a2 �1 + 32e2���os2i� 13�+ sin2i os 2(��  )�+158 R2a2e2 os 2� �sin2i+ �1 + os2i� os 2(��  )�+34R2a2e2 sin 2� sin 2(��  ) os i:Quest'espressione �e anora dipendente dal tempo tramite �. Se supponiamohe gli e�etti seolari sull'orbita (retrogradazione dei nodi, rotazione del perigeo)abbiano un periodo molto maggiore di un anno, possiamo mediare S anhe sulperiodo di �. Si ottiene:hSi';� = 14R2a2 �1 + 32e2��3 os2i� 1�+ 158 R2a2e2 os 2� sin2i: (M8.7)Nella (M8.7) ompare J' tramite a, J� tramite e, J tramite i; ompare inoltresolo �, ma non ' n�e  . Ne segue _J' = _J = 0, da ui J' = ost:, J = ost.M8{6 E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03



Invee J� sar�a funzione periodia di �, on periodo met�a del periodo del perigeo;questo perh�e � �gura solo in os 2�. Riordiamo he questo periodo �e statosupposto lungo.J� dovr�a sempre soddisfare la relazione J � J� � J'; ma l'orbita dellaLuna �e poo ellittia, per uiJ�J' = p1� e2 ' 1 ) J� ' J':Inoltre essa �e poo inlinata sull'elittia (i �e piolo) per uiJ J� = os i ' 1 ) J ' J�:Dunque se pure J� non �e ostante, varia di poo tra i due valori di J' e J ,e possiamo ritenerlo anh'esso ostante, trasurando quindi il seondo terminenella (M8.7).Quest'ulteriore sempli�azione porta a srivere l'hamiltoniana ome segue:H 0 = �18 GMS�R3 a2 �1 + 32e2� (3 os2 i� 1)e introduendo le variabili anoniheH 0 = � 116 A J2'J2� �5J2' � 3J2���3J2 � J2��avendo posto A = 1n21 �3R6 � MSMT +ML�2 n21 = GMSR3(si noti he n1 �e approssimativamente il moto medio del Sole).Tenendo onto anhe dell'hamiltoniana imperturbata si avranno le equazionidel moto _' = n0 � 18 A J'J2� �3J2 � J2���10J2' � 3J2��_� = 38 A J2'J3� �5J2'J2 � J4��_ = �38 A J2'J J2� �5J2' � 3J2��dalle quali on l'ulteriore approssimazione J' ' J� ' J si ottiene_' = n0 � 74AJ3'_� = 32AJ3'_ = �34AJ3': (M8.8)M8{7E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03



Passiamo ora ai numeri. Conviene de�nire il parametro m = n1=n0, rap-porto tra il moto medio del Sole e quello della Luna; il suo valore �em = 0:0748 1=m ' 13io�e la Luna fa ira 13 giri mentre il Sole ne fa uno. Dalla relazione di Keple-ro n20 a3 = G (MT +ML) si ottiene subitom = � MSMT +ML a3R3�1=2e inoltre AJ3' = n1m: (M8.9)Dalle (M8.8) e dalla (M8.9) risulta os�� he i moti di � e  hanno un periododell'ordine di 13 anni. Faendo il alolo otteniamo (in gradi per anno):osservati alolati_� +40:6_ �19:3 �20:3 (buono al 5%)_�+ _ +40:6 +20:3 (errato per un fattore 2).Dunque la teoria spiega abbastanza bene la retrogradazione dei nodi, ma sbagliadi un fattore 2 il moto del perigeo.La ausa prinipale dell'errore sta nell'aver fatto la media su �, onsiderandoun anno ome molto minore del periodo di questi moti (� 13 anni). Si pu�o fareun alolo esatto, he fornise una serie in m (noi i siamo fermati al primotermine): i risultati si vedono nella tabella he segue.Moto del nodo Moto del perigeo1Æ termine �0:00419 1Æ termine 0:004202Æ termine 0:00011 2Æ termine 0:002943Æ termine 0:00006 3Æ termine 0:00099. . . . . . . . 4Æ termine 0:000305Æ termine 0:00009somma �0:00400 6Æ termine 0:00003. . . . . . .somma 0:00857Mentre nel aso dei nodi la somma di�erise solo del 5% dal primo termine,nel aso del perigeo onsiderare solo il primo termine signi�a sbagliare di unM8{8 E. Fabri, U. Peno: Lezioni di Astronomia { Ed. 2002{03



fattore 2 rispetto alla somma ompleta: questo spiega perfettamente i dati diosservazione.Va riordato he il alolo al prim'ordine si trova gi�a nei Prinipia di Newton(anhe se il metodo �e diverso da quello qui esposto). Newton per�o lasia quasinasosto il fatto he il seondo risultato dev'essere moltipliato per 2 per averebuon aordo on le osservazioni. Per un erto periodo la diÆolt�a a spiegareil moto della Luna rishi�o di mettere in risi la teoria di Newton; solo a met�adell'800, dopo he i maggiori astronomi e matematii si erano imentati nelproblema, Delaunay rius�� a alolare la serie e dimostrare os�� he l'unia ausadel disaordo on le osservazioni era la sua lenta onvergenza.
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