M4. Perturbazioni: effetto di un primario non sferico.

Incominceremo lo studio delle perturbazioni in meccanica celeste esaminan-
do effetto, sul moto di un satellite, di un primario con distribuzione di massa
non sferica. Il potenziale newtoniano in questo caso non va piu bene; di conse-
guenza il moto non sara piu kepleriano.

Sviluppo in multipoli dell’energia potenziale

La formula generale dell’energia potenziale e

V(F):—Gm/ o) gy (M4.1)

7=

I1 denominatore ¢ sviluppabile in serie di r'/r

0 1#/| = ifj <r—/>lPI(cosw) (M4.2)

r
=0

dove w & 'angolo tra 7' e /. La serie converge per r > r’, e per r > r’ basta
prendere in considerazione solo i primi termini. E ovvio che i coefficienti dello
sviluppo dipendono solo da w; molto meno ovvio che si tratti addirittura di
polinomi in cosw, che si chiamano polinom: di Legendre. Si puo dimostrare che
e sempre |P(cosw)| < 1; inoltre, se i vettori 7 e 7' hanno rispettivamente gli
angoli polari ¥, A e ¥, \', in modo che sia

cosw = cosV cos ¥’ + sin ¥ sin )’ cos(A — \)

(teorema del coseno per il triangolo sferico formato da 7, ¥’ e 'asse z) si ha il
teorema di addizione

Pi(cosw) = Z Em % P (cos ) P (cos¥') cos m(A — \') (M4.3)

dove
- _{1 (m=0)
T2 (m > 0).

I polinomi “associati” che compaiono nella (M4.3) sono definiti da:

Pz = (1= 2y ST — 2™ )

dz™m

e, nel caso particolare m = 0, da PP(z) = Pi(2).
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Sostituendo 'espressione (M4.3) nella (M4.2) e questa nella (M4.1), e scri-
vendo l'integrale in coordinate polari, avremo in generale

(M4.4)

Simmetria cilindrica

A questo punto conviene fare un’ipotesi semplificativa abbastanza naturale:
che la distribuzione di massa del pianeta abbia simmetria cilindrica. Scegliendo
allora 'asse z come asse di simmetria la o(7’) non dipendera da \'. In que-
st’ipotesi nella (M4.4) avremo da calcolare

27

/cos m(A — N)dN

0

che da sempre 0, a meno che non sia m = 0. La somma in m si riduce quindi al
solo termine con m = 0 e abbiamo:

N
V(F) = _Gr_m Z Pi(cos 19)/(%) Py(cos ') o(r', 9", \) ' sind’ dr' do' d)'.
l

Sviluppiamo la somma per 1 primi termini, tenendo presenti le espressioni
dei polinomi di Legendre

Py(cosv) =1 Pi(cos?) = cos Py(cos?) = % (3cos?y — 1)

€ avreino:

!
V(r) = - {/@(F') dr' + cos 19/% cos 19’@(?’) dr’ +
(M4.5)

12

~

% (3 cos?) — ) o(¥)ydr' +---|.

[\

% (3 cos? — 1)/

7

Notiamo adesso che [odF’ = M (massa totale del pianeta); poi
/r’ cos ¥ o(F) dF’ = /Z’g(?’) dr' = MZg
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per la definizione di centro di massa. Data 'arbitrarieta dell’origine delle coordi-
nate si puo sempre porre Zg = 0, col risultato di far sparire il secondo termine,
detto di dipolo.

Il potenziale di quadrupolo

Il terzo termine della (M4.5) puo essere scritto

1
7 (3 cos® — 1)/(32’2 - r’2> o(F") dF! =

7

% (3 cos2y) — 1)/{(:1;’2 + Z/2> + (y’2 + Z/2> — 2(:1;’2 + y’zﬂ o(F") dr’

r2

ma qui compaiono i momenti d’inerzia relativi ai tre assi; precisamente
2 2 — 2 2 — 2 2 —
7, :/<y’ + 2/ )gdr’ 7, :/<:1;’ + 2 )gdr’ I. :/<:1;’ + 9 )gdr’.

Questi di solito si scrivono I, = 7, = A e Z. = C (per la simmetria cilindrica
i primi due coincidono necessariamente). In definitiva si ottiene:

V(F):_G_m {M_|_%(3cos219—1)(14—0)—|----] (M4.6)

”
Il termine addizionale rispetto al potenziale 1/r ¢ detto potenziale di quadru-

polo e va come 1/r%; esso & proporzionale alla differenza dei momenti d’inerzia.
La (M4.6) si scrive di solito cosi:

V() =

GMm 3R?
— [1 + 52 NG (% — cos219) + .. ] ) (M4.7)

7

Nella (M4.7) oltre alla costante GMm = k*u compare il numero puro
C—-A

che ¢ una costante del pianeta in considerazione: nel caso della Terra si
ha Jy = 1.08263 - 1073,

La (M4.7) si presta a una valutazione dell’ordine di grandezza della pertur-
bazione. Ad esempio nel caso della Luna, tenendo conto che

R? 1\’
2 ~ -3 ~ ~ —4
(%—cosﬁ)wl Jo ~ 10 r2_<60>_3-10
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si ha una perturbazione che vale 3 - 10~7 del termine newtoniano; essa produce
tra ’altro, come vedremo, un avanzamento o retrogradazione dei nodi, con una
velocita angolare che sara 3-107" del moto orbitale della Luna. Cio significa che
il periodo sara di circa 10® giorni ~ 3 - 10° anni. L’effetto & molto piccolo, anche
se rilevabile con buoni strumenti.

Va detto pero che nel caso della Luna vi sono perturbazioni ben piu impor-
tanti, aventi tutt’altra causa, che vedremo in seguito.

Prima analisi del moto perturbato

Riprendiamo l'espressione (M4.7) dell’energia potenziale, che puo scriversi
COSl:
k2

7

!/
V=-— +V
dove abbiamo separato la perturbazione V' dal termine newtoniano. Passando
poi a coordinate cartesiane:

V= —g (L —cos™) = —Q(:Jc2 +y? —22%)

r 3 o

dove
Q= 1uR*7J,.

Ne risultano le componenti della forza perturbatrice:

fe =3Qr™* (5cos®) — 1) sind cos A
fy =3Q r4 (5 cos? — 1) sin 9 sin A
f. =3Q 4 (5 cos? — 3) cos 0.

Si vede che fpassa sempre per 'asse z, e in un
piano meridiano ha la distribuzione in fig. M4-1.

Dunque J, resta costante del moto. Se la
linea dei nodi e normale al foglio, si vede che
la componente di J nella direzione di 0 (che e
zero all’istante considerato) decresce; dunque )
ruota in senso retrogrado. Se l'orbita e circo-
lare ¢ anche chiaro che la perturbazione della
rimanente componente di J su meta dell’orbita
compensa quella sull’altra meta (vedremo che la
cosa € vera piu in generale). Pertanto il modulo

B
di J non varia in media su un periodo, e lo stes-

so accade anche per 7 e per ¢; ci saranno pero
perturbazioni periodiche.
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Consideriamo ora una generica orbita ellittica, ma con ¢ = 0. Le equazioni
del moto danno gli integrali primi:

pril=J (M4.8)

_ k? J?
g = =t

!
Sty TV =E (M4.9)

Dalla (M4.9) si ottengono le distanze ryin € rmax al pericentro e all’apocentro,

ponendo r = O:
k2 J?
T

+V' =E.
r 2ur

2

Questa ha due radici reali, come nel caso imperturbato, se V' & piccolo. Si ha

poi
dr °oF 2V’  J? 92\ /?
N Ry LA .
r oo plr r

Il moto radiale ¢ periodico, con periodo

Tmax

oF 2V  J? o2\ "/?
Tr:2/dr<—— - =5t )
poop pPr r

Tmin

ed ¢ anche simmetrico: la fase di avvicinamento ripete in senso inverso quella di
allontanamento.

Dalla (M4.8) si ottiene invece:

J J [dr (2B 2V' g o2\ '/?
A= dt=2 ] = (22— - + .
pr? AN T T

Poniamo

Tmax

J [dr (2E oV’ g2 ok2\"'/?
A=—f 5 {—- ~ 227 :
2\ pop plr r

Tmin

Nel moto imperturbato A = x, quali che siano E e J; per questo il moto im-
perturbato e periodico. Se A # w, nel tempo T il satellite descrive un ango-
lo 2A # 27; per fare un giro impieghera in media un tempo

o

T X

T, + T,.

Percio la traiettoria non e piu ellittica, ma assume la forma “a rosetta.”
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Il metodo di Newton

E possibile ottenere informazioni piu dettagliate seguendo il procedimento
originario di Newton. Consideriamo le equazioni del moto in coordinate polari,
per una forza centrale f qualsiasi:

p(i—rAf) = f (M4.10)
f(rA + 27 \) =0, (M4.11)
Dalla (M4.11) si ricava pr2A = J = cost. Eliminando A la (M4.10) diventa:

J2

Supponiamo che il moto sotto ’azione della forza f sia noto, e introduciamo
una perturbazione ¢/r?: la (M4.12) si scrivera:

c J2 J/2
MT:f+—3+M?_ M?
con
J/2:J2—|—/,Lc.

Dunque l'equazione radiale perturbata ¢ la stessa di quella imperturbata, ma
con diverso valore di J. Detto A’ "angolo del moto imperturbato con momento
angolare J', avremo

/,er/‘\/:J/
ciloe
Ao
Vo

Otteniamo percio:

1) il moto radiale perturbato con momento angolare J & lo stesso di quello
imperturbato con momento angolare J';

2) il moto angolare perturbato ha velocita proporzionale a quella del moto im-
perturbato con momento angolare J’, col fattore di proporzionalita J/J' = 1
a seconda che la perturbazione sia attrattiva (¢ < 0) o repulsiva (¢ > 0);

3) in particolare
A J
AT
Ne segue che se il moto imperturbato e kepleriano (A’ = 7) avremo uno sposta-
mento del pericentro

J peN~1/2
2A — 27 = 2 (7—1> = o KHﬁ) —1}. (M4.13)
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Il procedimento fino a questo punto ¢ esatto per qualunque orbita, se la
forza perturbativa va come 1/r®. Newton considera anche il caso di una forza
generica, nell’approssimazione di orbita quas: circolare. Applichiamolo al nostro
problema, dove la forza (per ¥ = 7/2) & —3Q/r*.

Si verifica che al primo ordine in r — a (a semiasse maggiore):

3@ 3@ 6Q

4 T g2p2 3

r ar

Dunque su un’orbita quasi circolare la nostra perturbazione equivale a una for-
za newtoniana (che mantiene 'orbita chiusa) pilt la perturbazione —6Q/(ar?).
Abbiamo allora dalla (M4.13), per I'avanzamento del pericentro ad ogni giro:

o (60 ‘1/2_1 o 3@ BRARAT, 3R?
i aJ? o 71-aJZ 7 2a J? N 772612

Si puo quindi parlare di un moto medio del pericentro:

RZ

3
sn— Js.
2" 2
Ritroveremo piu avanti lo stesso risultato dalla teoria generale.

La precessione lunisolare

Concludiamo questo capitolo con un argomen-
to estraneo, ma che ha in comune con quello che @dm
procede la sua origine nello schiacciamento della
Terra: si tratta della precessione, piu volte citata.

Vogliamo studiare D'effetto dell’attrazione del
Sole (e della Luna) sul moto di rotazione della Ter-
ra. Sia dm un elemento di massa della Terra; M la
massa del Sole, R la sua distanza dal centro della
Terra (fig. M4-2). L’attrazione del Sole su dm sara:

dF = GM dm

R-7 _GMdm - _ [  3RT
|]§—F|3 ~ 7 (R—r)(l—l— )

(al primo ordine in r/R). Il momento dF rispetto al centro di massa T della
Terra e

AR =7 x dF =

% R (M4.14)

GM dm SR-7\ _
—r (Tt )7
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e il momento risultante sull’intera Terra si ottiene integrando la (M4.14). 11 ter-
mine 1 in parentesi non contribuisce. Assumendo una terna cartesiana equatoria-
le, e tenendo presente la simmetria della Terra attorno all’asse polare, si ottiene:

. 3GM
K, = "2 YZ(C-4)
. 3GM
K, = "2 XZ(4-C)
K.=0

dove X, Y, Z sono le componenti di ]_%); C' e il momento d’inerzia della Ter-
ra rispetto all’asse polare; A quello rispetto a un asse equatoriale (la Terra e
schiacciata: C' > A).

Passando a coordinate cartesiane eclittiche (£,1,() (con ¢ in direzione del
punto ), si trova

K¢ = 3(;‘;\4 (C — A)sinecose sin? )\
M

K, = 3(;;3 (A —C)sinecosesin A cos A (M4.15)
M

K: = 3G (C—A) sin?e sin \ cos A

dove A e la longitudine eclittica del Sole, ¢ l'obliquita dell’eclittica.

Dato che il moto di precessione ¢ lento, possiamo considerare le medie del-
le (M4.15) su un anno, supponendo il moto del Sole uniforme. Risulta allora:

_ 3GM
Ke = SR (C — A)sinecose (M4.16)
I{’n = IZ’C — 0

I modulo del momento angolare della Terra
vale C'ng, dove ng e la velocita angolare; la sua
proiezione sul piano dell’eclittica ¢ diretta secon-
do 7, e vale C' ng sine. Tenuto presente che dj/dt =
K’, dalla fig. M4-3 si vede che la variazione di J av-
viene nel verso osservato; la velocita di precessione
dovuta al Sole sara, per la prima delle (M4.16)

B K _3GM C—-A
Po = Cngsine 2R3 Chno

cos €.

Un effetto analogo & dovuto alla Luna (che si puo
con buona approssimazione supporre sull’eclittica).
Si vede che P e circa il doppio di Pe- Il totale p = P+ 0, da 'effetto osservato

Fig. M{-3

di 50”.3 per anno.
M4-8

E. Fabri, U. Penco: Lezioni di Astronomia — Ed. 2002-03



