
La me

ani
a quantisti
a spiega il mondo:il 
aso dei solidi *Elio FabriRiassuntoIniziamo 
on un velo
e sguardo ai fatti e ai fenomeni relativi ai solidi, notiall'inizio del se
olo s
orso. Segue un reso
onto delle spiegazioni disponibili all'e-po
a e dei problemi aperti. Si mostra poi 
ome la me

ani
a quantisti
a abbiarivoluzionato questa parte della �si
a: le prime spiegazioni fanno uso solo del-l'esistenza di livelli atomi
i dis
reti; po
o dopo, la statisti
a di Fermi{Dira
 pergli elettroni nei metalli fornis
e un nuovo strumento espli
ativo e risolve gravidiÆ
olt�a.L'introduzione della m.q. 
ambia radi
almente il quadro: le spiegazioni pre-
edenti a
quistano un diverso signi�
ato e in 
erti 
asi vengono rese pi�u aderentiai fatti; altri fenomeni 
he avevano resistito �no a quel punto, trovano �nalmenteuna spiegazione soddisfa
ente. In po
hi anni (1925{31) si assiste a uno sviluppoesplosivo delle 
onos
enze teori
he in materia di �si
a dei solidi (e non solo).Nella parte �nale parliamo brevemente dell'enigma delle nane bian
he. Sitratta di un argomento 
he non appartiene alla �si
a dei solidi, ma vi �e stret-tamente 
onnesso: sia per
h�e si ha sempre a 
he fare 
on materia altamente
ondensata, sia per
h�e la soluzione data in quegli anni (Fowler, Chandrasekhar)si basa an
ora sulla teoria del gas di Fermi altamente degenere.MotivazioneTroppo spesso, nell'insegnamento se
ondario della \�si
a moderna," a pro-posito della me

ani
a quantisti
a l'equilibrio �e spostato verso gli aspetti �loso-�
i. Ne segue per la m.q. l'immagine di una �si
a non solo anti-intuitiva, maa�etta da limiti intrinse
i (indeterminismo) e inquinata da gravi 
ompli
azioni(l'in
uenza dell'osservatore).In realt�a la m.q. �e tutt'altro: dalla sua nas
ita, quasi un se
olo fa, ha per-messo la 
omprensione di una quantit�a di fenomeni gi�a noti, 
he sono statiinquadrati in uno s
hema teori
o unitario. Ha permesso la previsione di fenomeninon an
ora osservati e poi veri�
ati; ha dato luogo a uno sviluppo te
nologi
oesplosivo e non an
ora 
on
luso: : :Lo s
opo di questo intervento �e di fornire esempi e prove di quanto appe-na detto, in un ambito parti
olare: appunto la �si
a dello stato solido (quasies
lusivamente).*Lezione alla S
uola AIF di Storia della Fisi
a, Pisa 17{2{2014. Pubbl. nelQuaderno 27, LFnS 50, suppl. al n. 3 (2017), p. 9.1



Stato dei fenomeni noti prima della m.q.Intorno alla �ne dell'800 esistevano una quantit�a di fenomeni e di leggi empi-ri
he, al
une note da molto tempo, in attesa di spiegazione teori
a soddisfa
ente.a) Problema generale: 
he 
osa tiene insieme i solidi? (metalli, 
ristalli ioni
i,
ristalli 
ovalenti : : : ).b) Calori spe
i�
i: la legge di Dulong e Petit (1819) di
e 
he la 
apa
it�a ter-mi
a per mole (
alore molare) �e la stessa per tutti i 
ristalli elementari(
himi
amente 
ostituiti da elementi). La legge di D{P pu�o an
he esseregeneralizzata ad altri tipi di 
ristalli, non elementari.Erano per�o note delle e

ezioni: solidi 
on 
alore molare pare

hio pi�u pi
-
olo (Be, C, : : : ). In seguito si s
opr�� 
he Cmol dipende da T e 
he quellodi D{P �e un limite ad alta temperatura.
) Conduttori metalli
i e semi
onduttori: la distinzione sta{ nel valore della resistivit�a, per vari ordini di grandezza maggiore per isemi
onduttori{ nella diversa dipendenza della resistivit�a dalla temperatura: aumenta
on T nei metalli, diminuis
e nei semi
onduttori.Non era neppure 
hiaro sperimentalmente se esistesse davvero un tipo disolido semi
onduttore, o se inve
e quel 
omportamento fosse dovuto a e�ettidi super�
ie.d) La 
onduzione termi
a dei metalli e la sua relazione 
on la 
onduzione elet-tri
a. La legge di Wiedemann e Franz (1853) di
e:il rapporto tra la 
ondu
ibilit�a termi
a �th e quella elettri
a �el �e 
ir
a lostesso per diversi metalli.Nel 1872 Ludwig Lorenz (non 
onfondere 
on Hendrik Lorentz) dimostra
he �th=�el �e proporzionale a T .e) E�etto termoioni
o (Guthrie 1873, Edison 1880) (an
ora non si 
onos
evanogli elettroni).f ) L'e�etto Hall (1879, prima della s
operta dell'elettrone) e sue anomalie(grande per Bi, segno \sbagliato" per Be Fe Co Zn Cd Pb).g) Propriet�a otti
he: soprattutto l'esistenza di solidi trasparenti (nel visibile)e altri totalmente opa
hi.Era nota la 
on
ordanza almeno parziale 
on la distinzione tra 
onduttorie isolanti: isolante = trasparente, 
onduttore = opa
o.h) Propriet�a magneti
he. Gi�a nell'800 sono note le tre 
ategorie: diamagneti-smo (1778, il nome �e dovuto a Faraday, 1845), paramagnetismo, ferroma-gnetismo.�E nota sperimentalmente la transizione ferro-/para- (Curie 1895); la sus
et-tivit�a paramagneti
a �e inversamente proporzionale a T .2



Tralas
io per brevit�a molti altri e�etti: termoelettri
o (Seebe
k 1821), ter-moelettri
o inverso (Peltier 1834); magnetoresistivo (Kelvin 1851): : : Soprattut-to non parler�o della super
onduttivit�a (Kamerlingh Onnes 1911), per
h�e la suaspiegazione sarebbe arrivata molto dopo, negli anni '50 del se
olo s
orso.Spiegazioni prima della m.q.a) Legami atomi
i nei solidiNon 
'erano spiegazioni per le forze 
he tengono insieme i 
ristalli. In al
uni
asi (es. 
ristalli ioni
i) si poteva pensare a forze elettri
he, ma in altri o

orrevapostulare altri tipi di forze (s
onos
iute). Parti
olarmente os
uro il 
aso dei
ristalli 
ovalenti (es. diamante) dove i legami sono assai intensi.b) La legge di Dulong{PetitLa legge rientra bene nella teoria statisti
a di Maxwell{Boltzmann: bastaassumere 
he i singoli atomi siano tenuti da un legame elasti
o. L'energia mediaper grado di libert�a �e kT (met�a 
ineti
a, met�a potenziale) e la legge di D{Psegue immediatamente: Cmol = 3R: (1)Non 
'era per�o al
una spiegazione per le e

ezioni (problema 
omune, delresto, ad altri 
alori spe
i�
i, an
he nei gas). N�e per la variazione dei 
alorispe
i�
i 
on la temperatura.
) Il modello di DrudeQuesto modello (elettroni liberi, 1900) spiega l'aumento della resistivit�a 
onla temperatura nei metalli, in senso qualitativo. Per�o non d�a al
una spiegazio-ne sull'esistenza dei semi
onduttori e sul 
omportamento \inverso" della lororesistivit�a in funzione di T .d) La legge di Wiedemann{FranzSempre Drude spiega an
he la legge di W{F, e trova un buon a

ordo peri valori numeri
i. Per�o le dipendenze da T di �th e �el sono sbagliate: la teoriad�a �el / T�1=2 e �th / T 1=2, mentre sperimentalmente �el / T e �th nondipende da T .La teoria pi�u raÆnata di Lorentz (1905) porta alle stesse dipendenze, mad�a un 
oeÆ
iente pi�u pi

olo per un fattore 2/3 nella legge di W{F, dove Drudedarebbe un risultato pi�u vi
ino ai dati sperimentali.e) L'e�etto termoioni
oIl modello a elettroni liberi porta alla legge di Ri
hardson (1901):I / pT exp��eVextkT �: (2)3



�E diÆ
ile de
idere dagli esperimenti se il fat-tore 
he moltipli
a l'esponenziale abbia l'espo-nente 1/2, o uno diverso.
Fig. 1: L'e�etto Hallf ) L'e�etto HallIl modello a elettroni liberi permette unateoria dell'e�etto Hall 
ome dovuto alla forza diLorentz sui portatori di 
ari
a (�g. 1).La legge empiri
a �e EyjxBz = 
ost: = RH (3)e il valore della 
ostante 
he risulta dalla teoria �e RH = 1=(nq) dove q �e la 
ari
adel singolo portatore e n la loro densit�a numeri
a. Se i portatori sono elettroni,q = �e e la 
ostante di Hall deve essere negativa.Assumendo un elettrone libero per atomo si ottengono valori non lontanida quelli misurati per i metalli del primo gruppo. Restano inspiegati i valoripositivi di RH per al
uni metalli del se
ondo gruppo (Be, Zn, Cd) e per metallidi transizione (Fe, Co, ma non Ni). Cos�� pure non ha spiegazione il valore assaimaggiore (per 4 ordini di grandezza) del bismuto.g) Le propriet�a otti
heI due fatti, 
he i metalli sono buoni 
onduttori e al tempo stesso assorbonola lu
e e sono ri
ettenti in super�
ie, si spiegano insieme 
ol modello a elettroniliberi.Il modello spiega an
he l'esistenza di una frequenza 
riti
a, al disopra dellaquale il metallo diventa trasparente. Per i metalli al
alini (dove la frequenza
riti
a �e nell'ultravioletto) l'a

ordo fra teoria e misure �e abbastanza buono. Per�oaltri metalli (Cu, Au : : : ) appaiono 
olorati per
h�e assorbono gi�a nel visibile;il 
he non si spiega 
ol modello a elettroni liberi.Il 
aso dei dielettri
i trasparenti nel visibile si spiega assumendo 
he glielettroni siano legati, e quindi 
apa
i di assorbire solo a determinate frequenze(situate nell'ultravioletto). Tuttavia l'assorbimento UV non mostra uno spettrodi righe (
ome nei gas) ma un 
ontinuo al disopra della soglia, e questo �e pi�udiÆ
ile da giusti�
are.Per i 
ristalli ioni
i, un modello di vibrazioni elasti
he 
on diversi modi nor-mali ries
e a rendere 
onto della presenza di un assorbimento infrarosso a

antoa quello ultravioletto.Tutti questi modelli per�o non ries
ono a render 
onto del 
omportamento
ompli
ato di molti spettri di assorbimento, e della loro grande variet�a.4



h) Le propriet�a magneti
heSeguendo una prima idea di Weber (1850-70), Langevin (1905) fa la teoriadel dia- e para-magnetismo. La teoria di Langevin fornis
e un a

ordo ragione-vole per il diamagnetismo di solidi non metalli
i, e un a

ordo qualitativo perdiversi sali paramagneti
i. Per�o: : :Bohr (1911) e van Leeuwen (1919) dimostrano un teorema: in una teoria
lassi
a non possono esistere e�etti magneti
i. Dunque qualsiasi \teoria" 
lassi
adi magnetismo, paramagnetismo, ferromagnetismo �e intrinse
amente sbagliata.Questo �e detto espli
itamente in al
uni libri: per es. Be
ker [1℄, Feynman [2℄e Kittel [3℄ (2a edizione; nell'8a il riferimento �e stato soppresso); ma nessunaspiegazione viene data di 
ome la teoria di Langevin possa funzionare.i) Il problema del 
alore spe
i�
oEsisteva poi un grave problema: in un modello a elettroni liberi an
he que-sti dovrebbero 
ontribuire al 
alore spe
i�
o, 
he per un metallo monovalentedovrebbe essere maggiore per un fattore 3/2 di quello dato dalla legge di D{P.Infatti per ogni atomo del metallo 
'�e un 
ontributo all'energia interna paria 32kT di energia 
ineti
a di vibrazione dello ione, e altrettanto di energia po-tenziale. Questi due 
ontributi danno un'energia 3RT per mole, da 
ui la leggedi D{P. Ma 
'�e an
ora un 
ontributo 32kT dall'energia 
ineti
a dell'elettrone di
onduzione, 
he aumenta l'energia interna totale per un fattore 3/2, 
ome detto.Le spiegazioni quantisti
heSi possono distinguere tre livelli di spiegazione, a se
onda 
he:A) ri
hiedano solo l'esistenza di livelli dis
reti.B) fa

iano uso della me

ani
a statisti
a quantisti
a (Fermi{Dira
, 1926) pergli elettroni.C) ri
hiedano la vera e propria me

ani
a quantisti
a (equazione di S
hr�odin-ger, 1926).A: I 
alori spe
i�
iEinstein per primo (1906) assume 
he la quantizzazione dei livelli per mul-tipli di h� non valga solo nell'emissione e assorbimento di radiazione, ma sia una
aratteristi
a generale:Se i sistemi elementari, di 
ui abbiamo supposto la presenza nello s
ambio dienergia 
he avviene tra radiazione e materia, non possono essere 
on
epiti se-
ondo l'attuale teoria 
ineti
o-mole
olare, non siamo forse 
ostretti a modi�
arela teoria per gli altri sistemi a os
illazioni periodi
he 
he vengono impli
ati dallateoria mole
olare del 
alore? Mi sembra 
he non 
i possano essere dubbi sullarisposta da dare. Se la teoria della radiazione di Plan
k 
entra il no

iolo delproblema, possiamo aspettar
i di ris
ontrare, in altri 
ampi della teoria atomi
a,5




ontraddizioni tra l'attuale teoria 
ineti
o-mole
olare e i dati sperimentali, 
on-traddizioni 
he possono essere eliminate 
on l'indirizzo 
he abbiamo imbo

ato.Il modello di Einstein �e grossolano, per
h�e assume un'uni
a frequenza divibrazione. Tuttavia spiega per
h�e i 
alori spe
i�
i vanno a zero 
on T , an
hese l'andamento �e troppo rapido: 
ome exp(�a=T ). Si vede 
he la legge di D{P�e asintoti
a ad alta T , e lo s
ostamento avviene a una temperatura dipendentedalla frequenza di vibrazione: kT dell'ordine di h�.Il modello di Born{von K�arm�an (1912) 
onsidera inve
e i modi normali divibrazione:La formula di Einstein sarebbe perfettamente giusti�
ata se si potessero derivarele frequenze infrarosse dalle os
illazioni proprie di una mole
ola isolata. Non 
'�edubbio d'altra parte 
he l'ipotesi delle os
illazioni elasti
he del reti
olo spazialesia pi�u vi
ina alla realt�a.Ottengono un buon a

ordo a basse temperature.An
he Debye (1912) fa la stessa 
riti
a ad Einstein (del resto Einstein avevari
onos
iuto nel 1911 
he l'uso di una sola frequenza era troppo sempli
isti
o).Segue per�o una strada diversa:: : : esiste inve
e una strada notevolmente piu diretta per giungere a una formularazionale per i 
alori spe
i�
i. Tale metodo �e molto analogo a quello utilizzatoda Jeans per provare la formula dell'irraggiamento di Rayleigh.[: : : ℄S
egliamo 
ome punto di partenza le normali equazioni dell'elasti
it�a. Per de-rivarle, il 
orpo viene 
onsiderato 
ontinuo; utilizzandole, siamo 
ostretti adattribuire al 
orpo elasti
o un'in�nit�a di os
illazioni proprie. Ci�o �e senz'altrosbagliato: il 
orpo �e 
ostituito da atomi e pu�o soltanto avere 3N autoos
illazionidiverse.[: : : ℄Di 
onseguenza, interromperemo alla 3N -ma riga spettrale lo spettro 
al
olatoin base alle equazioni dell'elasti
it�a.Debye dimostra 
he il 
alore spe
i�
o nel suo modello �e funzione universaledi T=�, dove � �e un parametro 
aratteristi
o del solido 
onsiderato (temperaturadi Debye). Dimostra an
he 
he il 
alore spe
i�
o a basse temperature deveandare 
ome T 3. I solidi 
he non seguono la legge di D{P sono quelli 
he hannouna temperatura di Debye maggiore o vi
ina alla temperatura ambiente.B.1: Le teorie semi
lassi
he degli elettroni nei metalliI modelli a elettroni liberi di Drude{Lorentz hanno il grave difetto di nonspiegare per
h�e gli elettroni non 
ontribuis
ano al 
alore spe
i�
o. Inoltre, dopola s
operta dello spin e del momento magneti
o dell'elettrone (1924-25) nas
eun nuovo problema: 
ome mai i metalli non sono tutti paramagneti
i, grazie almomento magneti
o degli elettroni liberi?6



Fig. 2: Per
h�e gli elettroni non 
on-tribuis
ono al paramagnetismo

I due problemi vengono a�rontati in paral-lelo da Pauli e da Sommerfeld nel 1927. Paulis
rive a S
hr�odinger nel novembre 1926:A malin
uore mi sono 
onvertito all'idea 
hela statisti
a 
orretta non �e quella di Einstein{Bose, ma quella di Fermi.Trattando l'insieme degli elettroni liberi
ome un gas di Fermi altamente degenere, �e fa-
ile 
apire per
h�e il paramagnetismo degli elet-troni liberi sia pi

olo. Nella �g. 2 sono indi
ateseparatamente le densit�a degli stati in 
ampomagneti
o, per le due orientazioni dello spin: si vede 
he si pu�o ridurre l'ener-gia del sistema se al
uni elettroni passano dall'orientazione parallela a quellaantiparallela.Si tratta per�o di una pi

ola frazione del numero totale di elettroni presenti,quindi la sus
ettivit�a risultante �e pi

ola.

Fig. 3: Per
h�e gli elettroni non 
ontribui-s
ono al 
alore spe
i�
o

Per il 
alore spe
i�
o (Sommerfeld)o

orre tener 
onto del fatto 
he appenasotto l'energia di Fermi non tutti gli statisono o

upati, e appena sopra non sonotutti liberi: 
'�e una regione di transizionedell'ordine di kT (�g. 3).Aumentando T , solo una pi

ola fra-zione degli elettroni aumenta la propriaenergia. Di 
onseguenza il 
ontributo al
alore spe
i�
o �e minore, per un fattoredell'ordine di kT=EF, di quello previstodalla me

ani
a statisti
a 
lassi
a.Nelle Appendi
i si trova una spiegazione pi�u dettagliata delle �gg. 2 e 3.B.2: Paramagnetismo e quantizzazione del momento angolareSempre nel 1927 Brillouin riprende la teoria di Langevin del paramagne-tismo, 
he era 
ostruita sull'ipotesi 
lassi
a di un momento magneti
o 
he sipotesse orientare 
on 
ontinuit�a nello spazio.Fa uso della quantizzazione del momento angolare, a quel punto un fattoa
quisito (Stern e Gerla
h 1922) e ri
al
ola la \funzione di Langevin," 
he vienea dipendere dal momento angolare dell'atomo (dello ione). Ne risulta un moltomiglior a

ordo 
on le misure. 7



B.3: E�etto termoioni
oRi
hardson e Dushman rivedono la teoria dell'e�etto termoioni
o sulla basedel modello di Sommerfeld, e ottengono una forma diversa dell'eq. (2):j = AT 2 exp��eVextkT � (4)dove j �e la densit�a di 
orrente, eA = 4�me e k2h3 : (5)In realt�a la (2) non 
on
orda bene 
oi dati sperimentali, e la teoria dovet-te essere in seguito raÆnata tenendo 
onto della ri
essione degli elettroni allabarriera di potenziale super�
iale, e an
he della struttura a bande dei livelli elet-troni
i. Entrambi aspetti teori
i 
he andrebbero sotto il titolo C, ma 
he quitralas
eremo.C: Intervento della me

ani
a quantisti
aSubito dopo la nas
ita della m.q. (1925-26), i �si
i teori
i s'impegnano adappli
arla ai pi�u diversi problemi: �si
a atomi
a, �si
a mole
olare, �si
a dellostato solido: : :C.1: FerromagnetismoPrima della m.q. esisteva un tentativo di teoria, quello di Weiss (1907) 
hepostulava un'altissima sus
ettivit�a magneti
a, ma senza al
una ragione �si
a.La prima teoria 
he fa uso a fondo della m.q. �e quella di Heisenberg (1928) 
hemostra 
ome, sotto 
erte 
ondizioni, l'interazione elettrostati
a tra atomi vi
inipu�o favorire un allineamento degli spin (e quindi dei momenti magneti
i).Un miglioramento fu apportato da Blo
h (1931) fa
endo uso della teoriadelle bande (v. fra po
o).A questo punto si poteva dire 
he il ferromagnetismo era 
ompreso nellasua origine �si
a e 
he la teoria spiegava le linee dominanti dei fatti osservati.Ma si era an
he 
ompreso 
he si tratta di un fenomeno assai 
omplesso, 
he sipresenta in varianti diverse a se
onda degli atomi 
oinvolti.C.2: La teoria delle bandeL'idea di partenza �e: 
ome in
uis
e la struttura periodi
a di un 
ristallosulle funzioni d'onda degli elettroni atomi
i?Il risultato 
entrale �e 
he gli elettroni si 
omportano \quasi" 
ome se fosseroliberi nel 
ristallo, ma non tutte le energie sono permesse (e

o le bande) e larelazione tra impulso ed energia �e fortemente distorta, spe
ialmente in prossimit�adel limite superiore di una banda. 8



Blo
h (1928) ri
ava le bande da un modello in 
ui un singolo elettronesi muove in un potenziale periodi
o, 
ombinazione di quelli dei singoli atomi(il 
osiddetto \tight-binding model").Po
o dopo (1930) Peierls a�ronta il problema da un punto di vista opposto:
onsiderando i potenziali atomi
i 
ome pi

ole perturbazioni al moto di elettroniliberi (\weak binding"). S
opre 
he i \gaps" esistono an
he nel suo modello aelettroni quasi liberi. Nello stesso anno Morse dimostra 
he la struttura a bande�e un fatto generale per un potenziale periodi
o.Sempre nel 1930, Brillouin estende la teoria al 
aso realisti
o in tre dimen-sioni, introdu
endo i poliedri nello spazio degli impulsi 
he portano il suo nome(le zone di Brillouin).1931: Wilson interpreta gli isolanti 
ome 
ristalli 
on bande \piene" (
on-tro il parere inizialmente 
ontrario di Blo
h). Mostra 
he in tre dimensioni bandediverse si possono sovrapporre, il 
he spiega il 
arattere metalli
o degli elementidel II gruppo. Propone an
he l'interpretazione dei semi
onduttori intrinse
i
ome solidi 
on \gap stretti" e propone il ruolo delle impurit�a nei semi
onduttorinon intrinse
i, 
ome \donatori."Nel 
orso di questi anni si fa strada lentamente l'idea 
he i livelli liberialla sommit�a di una banda quasi piena si 
omportano 
ome parti
elle positive(i \bu
hi" o \la
une") spiegando �nalmente l'e�etto Hall positivo.Da qui in poi la teoria dei solidi (isolanti, metalli, semi
onduttori) si sviluppain molte direzioni, an
he appli
ative. Baster�a ri
ordare i transistor, i LED, i lasera stato solido, le sonde Hall, e un'in�nit�a di altre appli
azioni 
he 
ostituis
onotutta l'elettroni
a e l'optoelettroni
a moderne.Ed �e ormai una teoria integralmente quantisti
a.Tre 
ommenti1) In questa storia, troppo sommariamente abbozzata, 
olpis
e 
ome sia statalenta e fati
osa la 
onquista di 
on
etti 
he oggi nei testi vengono presentati
ome lineari e quasi naturali.Per es. la statisti
a di Fermi per gli elettroni, quando era gi�a a
quisital'antisimmetria degli stati a pi�u elettroni negli atomi.Oppure il 
on
etto dei bu
hi 
ome parti
elle positive, an
he questo gi�a an-ti
ipato dalla 
omplementarit�a di Pauli negli atomi, e pi�u o meno vagamenteintuito da vari ri
er
atori, prima di essere 
hiaramente formulato da Heisenbergnel 1931.In�ne, 
he la di�erenza tra 
onduttori e isolanti stia solo nell'avere bandeparzialmente o 
ompletamente piene.2) Non si deve dimenti
are 
he la teoria delle bande, mentre ha 
ostituito un saltodi qualit�a nella 
omprensione �si
a dello stato solido, �e pur sempre un'appros-simazione, in quanto tras
ura l'interazione fra gli elettroni. Esiste un modello9



(le \quasi-parti
elle di Landau") 
he spiega per
h�e tale approssimazione funzionain molti 
asi.Il pi�u importante fenomeno 
he la teoria delle bande non ries
e a spiegare,per
h�e dovuto a 
orrelazioni fra elettroni, �e la super
onduttivit�a. Un altro �el'esistenza degli isolanti di Mott : 
ristalli la 
ui 
ella elementare 
ontiene unnumero dispari di elettroni, e 
he per
i�o dovrebbero essere 
onduttori. Esempio,l'ossido di 
obalto CoO. An
he qui gio
ano un ruolo essenziale le 
orrelazioni.3) Dalla prima formulazione della m.q. (Heisenberg 1925) agli ultimi lavori 
heho 
itato (1931) inter
orrono sei anni. Si tratta di una vera e propria esplosio-ne: un pi

olo gruppo di �si
i teori
i usa una 
hiave, in gran parte fabbri
ata
on le proprie mani, per 
apire i per
h�e di un mondo gi�a 
onos
iuto ma nonspiegato.Certo la ri
er
a 
ontinuer�a an
ora a lungo (
ontinua an
ora) ma non 
redo
he un fenomeno simile si sia prodotto n�e prima n�e dopo nella storia della �si
a.Il 
aso delle nane bian
heMi sembra utile spendere qual
he parola su questo argomento, an
he seesula dal 
ampo dei solidi, per varie ragioni:{ se non si tratta di solidi, si tratta pur sempre di materia 
ondensata: altro
he 
ondensata!{ dal punto di vista teori
o, l'aÆnit�a 
on lo stato metalli
o �e alta: abbiamoan
ora a 
he fare 
on un gas di elettroni altamente degenere{ fornis
e un magni�
o esempio del potere espli
ativo della m.q., e an
he
ronologi
amente si situa nella stessa epo
a{ a di�erenza degli altri argomenti di 
ui ho parlato, 
redo 
he sia ben po
onoto a gran parte degli insegnanti di �si
a, mentre �e di si
ura attrattiva suiragazzi{ si tratta di un argomento 
ir
os
ritto, la 
ui storia si svolge lungo due se
oli,e investe diversi rami della �si
a: un ottimo esempio di 
he 
os'�e e 
ome sisviluppa la ri
er
a s
ienti�
a.Molto in breve: le nane bian
he sono stelle assai \strane" dal punto di vistaosservativo | 
ome vedremo | la 
ui stessa esistenza ha 
ostituito un mistero�no alla nas
ita della m.q. Come una nana bian
a possa formarsi, ha potutoessere 
apito solo nel se
olo s
orso, nel quadro dei modelli sulla formazione edevoluzione delle stelle.La s
operta: 40 Eri BLa storia inizia nel 1783, quando W. Hers
hel si a

orge 
he una stellavisibile a o

hio nudo, an
he se non fra le pi�u luminose (40 Eridani) �e in realt�a unsistema triplo. Se
ondo l'uso, le tre 
omponenti vengono denominate 40 Eri A,40 Eri B, 40 Eri C, in ordine di luminosit�a de
res
ente.10



A noi interessa 40 Eri B, la 
ui luminosit�a �e oltre 100 volte inferiorea 40 Eri A. Notiamo 
he le tre stelle stanno prati
amente alla stessa distanza danoi, per 
ui le luminosit�a apparenti (quelle 
he possiamo misurare direttamente)stanno nello stesso rapporto delle luminosit�a assolute, ossia intrinse
he.Che B sia 100 volte meno luminosa di A non sarebbe in s�e un proble-ma; lo divenne per�o nel 1910, quando Wilhelmina Fleming determin�o lo spettrodi 40 Eri B, dimostrando 
he la sua 
lasse spettrale �e A. Per dirlo 
on le paroledi H.N. Russell:I knew enough about it, even in these paleozoi
 days, to realize at on
e that therewas an extreme in
onsisten
y between what we would then have 
alled \possible"values of the surfa
e brightness and density.Spieghiamo. Lo studio sistemati
o delle luminosit�a assolute e delle 
lassispettrali delle stelle, per opera tra gli altri proprio di Russell, aveva mostra-to una forte 
orrelazione fra le due grandezze, 
omunemente rappresentata neldiagramma di Herzsprung{Russell.Nel 
aso di 40 Eri B, la 
ui distanza da noi era nota, la 
lasse spettrale Aavrebbe ri
hiesto una luminosit�a apparente oltre 104 volte maggiore di quellaosservata. Insomma, in base ai dati statisti
i su molte stelle, una stella di 
lassespettrale A, alla distanza di 40 Eri B, doveva essere fra le stelle pi�u luminose del
ielo: pi�u di Vega, 
he �e pure di 
lasse A, ma quasi due volte pi�u lontana, mameno di Sirio, an
ora di 
lasse A ma due volte pi�u vi
ina.Il 
ompagno di SirioIl se
ondo 
aso di stella anomala fu s
operto per una via diversa. Verso met�adell'800 Bessel era impegnato in misure di pre
isione su posizioni e moti dellestelle (ri
ordo di passaggio 
he a lui si deve la prima determinazione, nel 1838,della distanza di una stella, 
ol metodo delle parallasse annua: 61 Cygni, 11.36anni lu
e).Che le stelle �sse non fossero a�atto �sse era noto da oltre un se
olo (Hal-ley 1718). Ma per tutte le stelle misurate il moto, oltre 
he assai lento a 
ausadella grande distanza, risultava rettilineo uniforme. Bessel s
opr�� 
he inve
e ilmoto di Sirio (� Canis Majoris) era \serpeggiante," e la stessa 
osa a

adeva an-
he per Pro
ione (� Canis Minoris). Correttamente attribu�� questa pe
uliarit�aalla presenza di un 
ompagno non osservato: infatti in tal 
aso sarebbe stato il
entro di massa del sistema a muoversi di moto rettilineo uniforme, mentre ilmoto osservato di Sirio e Pro
ione era la 
omposizione del moto del 
entro dimassa e del moto orbitale attorno a questo.Tuttavia l'osservazione diretta dei 
ompagni di Sirio e Pro
ione risult�o as-sai diÆ
ile, a 
ausa dell'elevata luminosit�a delle stelle prin
ipali. Solo nel 1862Clark, 
on un teles
opio appositamente 
ostruito per ridurre al minimo la lu
edi�usa da Sirio, rius
�� a vedere direttamente Sirio B. Nel 1915 Adams ne de-termin�o lo spettro, 
he era simile a quello di Sirio A. Come nel 
aso di 40 Eri,11




'era un rapporto 104 tra le luminosit�a delle due stelle, spiegabile solo 
on unasuper�
ie 100 volte minore e quindi un volume 106 volte minore. Da qui il nomedi \nane bian
he": nane per
h�e assai pi

ole, bian
he per il 
olore della lu
eemessa.Il mistero e la soluzioneNel frattempo erano state determinate an
he le masse di 40 Eri B e diSirio B: entrambe erano tra quella del Sole e la met�a. Il 
he signi�
ava 
hedovevano avere una densit�a enorme: attorno a 106 volte l'a
qua. Non si avevaallora nessuna idea di 
ome potesse esistere uno stato della materia 
on similedensit�a.Solo nel 1926 Fowler, usando la nuovissima statisti
a di Fermi, risolve ilmistero: la materia di una nana bian
a �e un plasma di nu
lei immersi in ungas di Fermi altamente degenere di elettroni. Il risultato pi�u importante del
al
olo �e la relazione massa-raggio: �n
h�e il gas di elettroni �e non relativisti
o,il prodotto MR3 �e 
ostante, ossia (paradossalmente) stelle di massa maggiorehanno raggio minore.Numeri
amente, una stella di massa non troppo diversa dal Sole ha unraggio di qual
he migliaio di km, 
ome quello della Terra. Proprio 
i�o 
he erari
hiesto dalla debole luminosit�a, 
ome abbiamo visto.Po
hi anni dopo Chandrasekhar (nel 1930, a 19 anni) a�ronta un altro pro-blema. Il 
al
olo di Fowler assumeva 
he il gas di elettroni fosse non relativisti
o,ma questo non �e sempre vero in una nana bian
a, per
h�e l'energia di Fermi di-venta dell'ordine di me
2 quando la massa della stella �e dell'ordine di quelladel Sole. Ripetendo il 
al
olo 
on l'espressione relativisti
a dell'energia, Chan-drasekhar arriva a un risultato nuovo: esiste un valore limite per la massa diuna nana bian
a (il 
osiddetto limite di Chandrasekhar). Per una 
omposizioe
himi
a 
omune (
ir
a due nu
leoni per ogni elettrone) questo limite �e 1.44 voltela massa del Sole.Tuttavia il 
al
olo di Chandrasekhar non fu a

ettato subito, prin
ipal-mente per l'opposizione di Eddington, 
he non poteva 
on
epire l'inevitabile
onseguenza: 
he 
osa sarebbe un residuo stellare di massa superiore al limitedi Chandrasekhar? Oggi sappiamo 
he 
i sono le stelle di neutroni, e poi i bu
hineri ; ma a quel tempo la possibilit�a di una stella di neutroni non era stata an-
ora 
onsiderata, ed Eddington era assai riluttante ad ammettere l'esistenza deibu
hi neri.Sulla massa di Chandrasekhar 
'�e un 
ommento da fare, interessante per gliargomenti dimensionali. La sua espressione (
he non possiamo dimostrare) �eMCh = 3:10�2m2p ��h
G �3=2= 3:10� MP�mp�2MP (6)12



dove mp �e la massa del protone e � �e il numero medio di nu
leoni per elettrone(
ir
a 2 per gli elementi leggeri es
luso l'idrogeno). MP �e la massa di Plan
kMP def= r�h
G ' 2:2 � 10�5 g: (7)Nella (6) �gurano due masse indipendenti, per 
ui sarebbe impossibile arri-vare all'espressione 
orretta 
on argomenti dimensionali. Il peggio �e 
he MP=mp�e dell'ordine di 1019 e �gura al quadrato: il risultato �e 
he partendo da masse
omunque pi

ole, si ottiene per MCh un valore dell'ordine della massa del Sole,
ome gi�a detto.Una trattazione pi�u dettagliata di tutto questo argomento si trova per es.in [4℄.Con
lusioneTornando a quanto di
evo all'inizio, dovrebbe esser 
hiaro 
he nella storia
he ho troppo sommariamente delineata non hanno avuto al
un posto l'indeter-minismo, l'in
uenza dell'osservatore: : :Ci�o non signi�
a 
he gli stessi studiosi 
he hanno 
ostruito la teoria dei solidinon fossero an
he interessati ai fondamenti della m.q. Ma quando parlavano deifondamenti e degli aspetti �loso�
i, avevano un profondo retroterra di 
onos
enzadiretta della teoria, del modo di usarla, dei risultati 
he dava.Questo bisognerebbe tener presente an
he nell'insegnamento se
ondario perripristinare l'equilibrio:{ partire dai fatti e dai problemi non risolti{ mostrare 
ome e quanto la m.q. spiega e prevede{ solo alla �ne dis
utere le questioni d'interpretazione.Appendi
e 1: Il paramagnetismo degli elettroni in un metalloLa �g. 2 rappresenta la densit�a degli stati del gas di elettroni in presenza di
ampo magneti
o, distinta a se
onda dell'orientazione dello spin.Comin
iamo ignorando il 
ampo magneti
o. Il gas di elettroni o

upa l'inte-ro volume V del solido; gli elettroni sono liberi, quindi la loro energia �e soltanto
ineti
a: E = p2=(2me). La densit�a degli stati si 
al
ola nel modo pi�u sempli
eusando la pres
rizione: esiste uno stato per ogni 
ella di volume h3 nello spaziodelle fasi.Se 
onsideriamo una regione di spazio delle fasi de�nita per la parte spazialedall'intero volume V , e per il modulo dell'impulso dall'intervallino tra p e p+dp,questa regione avr�a volume 4�V p2dp e 
onterr�a pertanto un numero di statidN = 4�Vh3 p2 dp / p2 dp: (A1:1)13



(il simbolo / qui va letto 
ome \a meno di fattori 
ostanti"). Dato 
he E / p2,si ha p2dp / pE dE; quindi per la densit�a degli stati g(E):g(E) def= dNdE / pE: (A1:2)Il gra�
o di g(E) �e una parabola (pi�u esattamente una semiparabola nel semi-piano superiore). A rigore, in assenza di 
ampo magneti
o g(E) raddoppia 
ausala degenerazione di spin, ma noi stiamo rappresentando la densit�a degli stati ameno di un fattore 
ostante.Per un gas ad alta degenerazione (kT � EF, v. App. 2) tutti gli stati sonoo

upati �no all'energia EF.Se �e presente un 
ampo magneti
o ~B, all'energia di 
ias
un elettrone siaggiunge un termine �~��~B = ��BB: (A1:3)Dato 
he per un elettrone (negativo) ~� �e opposto allo spin ~s, il segno + valeper spin parallelo a ~B, il segno � per spin antiparallelo. Con �B ho indi
ato ilmagnetone di Bohr : �B def= e�h2me
 (unit�a di Gauss): (A1:4)Pertanto il gra�
o di g(E) verr�a traslato di �BB verso destra per spin parallelo,verso sinistra per spin antiparallelo.Nella �gura si �e fatto ri
orso a un espediente gra�
o per evitare la sovrap-posizione delle due 
urve: la 
urva per spin antiparallelo �e stata tra

iata nelsemipiano negativo. Naturalmente la densit�a degli stati �e sempre positiva, main questo modo la �gura diventa molto pi�u leggibile.Lo spostamento di ��BB delle due 
urve ha per�o una 
onseguenza �si
a:l'energia del sistema pu�o diminuire se al
uni elettroni 
on spin parallelo invertonoil proprio spin. Questa non �e 
he l'orientazione attesa dei momenti magneti
i in
ampo magneti
o; ma 
ome si vede dalla �gura, l'orientazione interesser�a solouna pi

ola frazione del numero totale di elettroni: quelli 
he hanno energiavi
ina a EF.L'orientazione degli spin avrebbe per e�etto una magnetizzazione del 
am-pione, quindi un 
ontributo alla sus
ettivit�a paramagneti
a. Ma gi�a da questadis
ussione semiqualitativa si 
apis
e 
he il 
ontributo sar�a tras
urabile.Appendi
e 2: Il 
ontributo degli elettroni al 
alore spe
i�
o dei metalliIn �g. 3 sono disegnati i gra�
i della probabilit�a p(E) di o

upazione di unostato in funzione della sua energia, a diverse temperature. Questa non �e 
he lafunzione di Fermi: p(E) = 11 + exp�E � EFkT � : (A2:1)
14



�E utile ri
ordare la propriet�a di simmetria di p(E):p(EF + ") + p(EF � ") = 1: (A2:2)In parti
olare, p(EF) = 12 .La funzione p(E) si s
osta da un gradino solo per jE � EFj � kT : per es.p(EF + kT ) = 0:27, p(EF � kT ) = 0:73. Ne segue 
he mentre allo zero assolutotutti i livelli �no a EF sono o

upati, e tutti quelli al di sopra sono vuoti,per T > 0 
'�e una pi

ola regione di energie, appunto dell'ordine di kT , in 
uisi spopolano parzialmente i livelli sotto EF e si popolano parzialmente quelli aldisopra. Di 
onseguenza l'energia del gas di elettroni aumenta al 
res
ere di T ,e 
i�o equivale a dire 
he 
'�e un 
ontributo positivo al 
alore spe
i�
o.Tuttavia solo una frazione dell'ordine di kT=EF del totale degli elettroniguadagna energia, e l'in
remento medio �e kT . Ci�o �e quanto dire 
he l'energiainterna 
res
e di k2T 2=EF per elettrone, 
ontro il 3kT=2 della me

ani
a stati-sti
a 
lassi
a. Per
i�o an
he il 
ontributo al 
alore spe
i�
o del gas di elettroni �epi�u pi

olo per un fattore kT=EF di quello previsto dalla teoria 
lassi
a. Fa
en-do i 
onti pi�u a

urati, e 
onsiderato 
he in un metallo EF va da 1:5 eV in su,mentre per T = 300K si ha kT = 0:026 eV, si vede 
he a temperatura ambienteil 
ontributo degli elettroni al 
alore spe
i�
o ammonta al pi�u all'1%.Osservazione: Pu�o forse disorientare il lettore il fatto 
he tra queste Appendi
i 
isiano delle di�erenze di trattamento per quello 
he alla base �e lo stesso problema:la me

ani
a statisti
a di un gas di elettroni non interagenti.Infatti in App. 1 viene data la densit�a g(E) degli stati, ma non si di
e nientesull'e�etto di una T > 0: si assume 
he tutti i livelli siano o

upati �no a EFe vuoti al disopra. Inve
e in questa App. si �e usata la distribuzione di Fermi perla probabilit�a di o

upazione p(E) e non si �e tenuto 
onto della densit�a g(E).Abbiamo visto 
he a temperatura ambiente kT � EF; ma in 
he relazionestanno �BB e kT ? Se prendiamo un 
ampo tipi
o: B = 1T = 104 gauss, ab-biamo �BB ' 6 � 10�5 eV � kT . Ci�o signi�
a 
he non si potrebbe tras
urare ladistribuzione della popolazione attorno a EF nel 
al
olo del 
ontributo degli elet-troni al paramagnetismo. Si pu�o tuttavia intuire 
he l'e�etto (una dipendenzadella sus
ettivit�a dalla temperatura) sar�a 
omunque pi

olo.Un argomento simile vale per la teoria di Sommerfeld del 
alore spe
i�
o de-gli elettroni: qui andrebbe usata non p(E) ma il prodotto g(E) p(E). Il risultato,
he il 
ontributo degli elettroni al 
alore spe
i�
o �e pi

olo, non 
ambia.
15
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