
Geometria dello spazio-tempo e paradossi relativisti
i*(se
onda versione, aprile 1992 )E. FabriDipartimento di Fisi
a dell'Universit�a di PisaAbstra
tThe 
lassi
al skier paradox is revisited, with the aim of showingthat a stri
tly geometri
 approa
h (i.e. one that makes no use of Lorentztransformations and the like) is more apt at revealing the true natureof the physi
al problem being studied. In a geometri
 approa
h onlyinvariant quantities have meaning, and paradoxes simply \disappear."A brief dis
ussion is also given of a 
ommon misunderstanding: thatwhen dealing with a

elerated frames general relativity is ne
essarilyinvolved.PremessaIn pi�u o

asioni (v. ad es. [1℄) ho sostenuto 
he in una presentazione ele-mentare della relativit�a �e meglio non far uso delle trasformazioni di Lorentz,e privilegiare inve
e gli aspetti geometri
i, 
ome viene evidenziato �n dal ti-tolo in un 
lassi
o libro di Taylor e Wheeler [2℄. C'�e tuttavia un 
ampo nelquale sembra 
he la formulazione algebri
a abbia un vantaggio: quello della di-s
ussione dei numerosi paradossi. Infatti si pu�o ragionevolmente sostenere 
hete
ni
he algebri
he (le trasformazioni di Lorentz) mettono al riparo da errori 
hesono sempre in agguato, quando in qual
he punto del ragionamento 
i si aÆdaall'intuizione.Una prima risposta potrebbe essere 
he in una formulazione geometri
adella relativit�a molti paradossi non possono essere neppure formulati; il 
he misembra un vantaggio didatti
o, visto 
he spesso un paradosso non �e altro 
heun ragionamento sbagliato, derivante da un'appli
azione s
orretta della teoria.Ai paradossi inve
e non si sfugge se si 
omin
ia a parlare di 
ontrazioni, dila-tazioni, e

. O

orre dunque dimostrare 
he �e proprio di queste idee 
he non
'�e bisogno; la diÆ
olt�a deriva solo dal fatto 
he un tale atteggiamento ri
hiedequasi un \
ambiamento di paradigma," tutt'altro 
he naturale per 
hi sia statoedu
ato alla relativit�a nel modo tradizionale.Inoltre i paradossi fanno ormai parte del \folklore" della relativit�a; e an
hese insisto sull'opportunit�a di non farne oggetto diretto dell'insegnamento, resta ilfatto 
he 
hi ha studiato la relativit�a se
ondo linee tradizionali ne ha 
erto sentito* La Fisi
a nella S
uola 26 (1993), 6.2



parlare, e al
uni potrebbero an
he venire in mente a studenti parti
olarmentea
uti: dunque sarebbe bene 
he l'insegnante fosse preparato ad a�rontarli.Per queste ragioni pu�o essere utile presentare la soluzione di qual
he pa-radosso nel linguaggio geometri
o. Naturalmente o

orre fare una s
elta, perragioni di spazio; dato 
he del pi�u 
lassi
o | il paradosso dei gemelli | ho gi�atrattato in [1℄ non mi ripeter�o qui, e mi dedi
her�o inve
e a un 
aso parti
olar-mente spinoso: il \paradosso dello s
iatore." Esso �e stato ripreso qual
he tempofa in un arti
olo di A. Piazzoli [3℄, al quale sono grato per avermi indotto ari
ettere sul problema. Di questo paradosso esistono diverse versioni; per es.in [2℄, nel problema 25, �e proposto 
ome \paradosso del palo e della bara

a."Rimando all'arti
olo di Piazzoli per la sua des
rizione, nelle due varianti: una
he impli
a un moto a

elerato, e l'altra no. Pi�u avanti a�ronter�o la questionese \moto a

elerato" signi�
hi \relativit�a generale," ma per ora mi limito allaversione 
he rientra senza dubbio nella relativit�a ristretta.Il paradossoPer 
omodit�a del lettore, e per �ssare al
une notazioni, ripeto la s
hema-tizzazione 
he adotter�o nel seguito. Nel riferimento S una sbarra AB (�g. 1)si muove di moto uniforme lungo una retta; un \bu
o" CD (
io�e una sbarrain�nita, man
ante di un segmento) parallelo ad AB, si muove uniformemente inuna direzione perpendi
olare. Se le lunghezze della sbarra e del bu
o stanno inun'opportuna relazione, �e possibile s
egliere le 
ondizioni iniziali in modo 
he lasbarra attraversi il bu
o senza to

arne gli estremi (lo s
iatore 
ade nella bu-
a). Il paradosso 
onsiste nel fatto 
he questa relazione fra le lunghezze sembradipendere dal riferimento in 
ui si guarda il fenomeno.
A B

C D�g. 1La soluzione tradizionale del paradosso, des
ritta in [3℄, fa uso delle trasfor-mazioni di Lorentz per dimostrare 
he nel riferimento S 0 in 
ui la sbarra �e fermail bu
o e la sbarra non sono pi�u paralleli, e bisogna an
he fare i 
onti 
on larelativit�a della simultaneit�a, oltre 
he 
on la 
ontrazione delle lunghezze.Dal mio punto di vista, risolvere il paradosso signi�
a dimostrare 
he ef-fettivamente la risposta al problema (lo s
iatore 
adr�a nella bu
a?) in quanto
orrisponde a fatti osservabili, obbiettivi, non pu�o dipendere dalla des
rizioneda noi adottata, e in parti
olare dal riferimento s
elto. �E soprattutto di questoaspetto 
he mi voglio ora o

upare, per mostrare 
ome la des
rizione geometri
aimpli
hi naturalmente non tanto la soluzione, quanto addirittura la \s
omparsa"del paradosso. 3



Ma per far questo, debbo anzitutto spiegare meglio 
he 
osa intendo per\des
rizione geometri
a" di un problema di relativit�a; 
i�o ri
hieder�a an
he qual-
he 
hiarimento di 
arattere matemati
o: di una matemati
a tutto sommatoelementare, ma non molto presente nella nostra tradizione didatti
a.Breve ex
ursus geometri
oL'idea fondamentale della relativit�a (tanto ristretta quanto generale) �e 
hesi possa parlare dello spazio-tempo 
ome di una realt�a �si
a avente una benpre
isa rappresentazione matemati
a: quella di una variet�a 4-dimensionale, semi-riemanniana nel 
aso della relativit�a generale, pi�u sempli
emente lorentzianaper la relativit�a ristretta. Nel se
ondo 
aso si possono de�nire (in in�niti modi)
oordinate 
artesiane t, x, y, z; e in termini di queste esprimere tutte le propriet�ageometri
he, a 
omin
iare dallametri
a, 
he generalizza la distanza dell'ordinariospazio eu
lideo. La di�erenza pi�u importante fra la geometria lorentziana equella eu
lidea �e, 
ome ben noto, 
he nella prima esistono tre tipi di vettori:quelli spaziali, quelli temporali e quelli nulli. Non mi so�ermo su tutta una seriedi altre propriet�a, 
he assumo ben 
onos
iute al lettore.Mi sembra inve
e importante mettere l'a

ento su tre punti: il primo �e 
hele propriet�a 
itate dello spazio-tempo, an
he se si esprimono 
omodamente intermini di 
oordinate 
artesiane, sono in realt�a indipendenti dall'impiego delle
oordinate. Del resto lo stesso a

ade nella geometria eu
lidea, dove anzi il 
on-
etto trova la sua espressione 
on
reta nella didatti
a tradizionale, 
he anteponedi molto lo studio della geometria eu
lidea (in termini di punti, rette, 
er
hi,angoli, distanze : : : ) a quello della geometria analiti
a (
he tradu
e tutte questeidee in forma algebri
a). Naturalmente l'ordine dell'esposizione didatti
a ripetequello della storia delle idee: tra Eu
lide e Cartesio 
i sono ben 19 se
oli!Il se
ondo punto da rilevare �e 
he lo spazio eu
lideo e quello lorentziano,pur avendo struttura diversa, hanno an
he un nu
leo di propriet�a 
omuni: tuttequelle relative alla struttura aÆne, 
he in
lude | detto in soldoni | i 
on
etti diretta, piano, intersezione, parallelismo, 
onfronto di lunghezze lungo una stessaretta o rette parallele, omotetie; mentre non ne fanno parte angoli, perpendi
ola-ri, 
onfronto di lunghezze in direzioni diverse, rotazioni, similitudini in generale.Appartiene ad es. alla struttura aÆne il teorema di Talete, ma non quelli di Eu-
lide e di Pitagora; l'ellisse ma non il 
er
hio, e via di
endo. Questa osservazione�e qui essenziale, poi
h�e abbiamo bisogno di sapere quali argomenti geometri
ipossiamo trasportare dalla nostra ri

a esperienza 
on lo spazio eu
lideo allospazio-tempo della relativit�a ristretta.Fisi
a e geometria dei riferimenti inerzialiIl terzo punto ha natura diversa dai pre
edenti, in quanto to

a la �si
a.Intendo parlare della de�nizione di \sistema di riferimento" (brevemente \rife-rimento"). Troppo spesso si tende a identi�
are un riferimento 
on un sistema4



di 
oordinate, ma 
i�o non �e 
orretto e non �e opportuno. �E senz'altro vero 
heun sistema di 
oordinate sottintende un riferimento, ma il riferimento �e un 
on-
etto �si
o: in po
he parole, signi�
a un laboratorio dotato di tutti gli strumentine
essari per le misure 
he interessano. Niente vieta | e talvolta sar�a 
omodo| introdurre nel laboratorio un sistema di 
oordinate spazio-temporali, ma 
i�osi potr�a fare in in�niti modi; in
identalmente, non sar�a a�atto ne
essario 
he sitratti delle 
oordinate 
artesiane di 
ui si di
eva sopra.Il prin
ipio di relativit�a 
i assi
ura 
he tutti i riferimenti inerziali sonoequivalenti: su 
i�o non posso intrattenermi. Ma vorrei sottolineare 
he le pro-priet�a dello spazio-tempo hanno 
arattere intrinse
o, e per
i�o non possono esse-re in
uenzate dalla s
elta del riferimento, per�no se questo non fosse inerziale.Su questo punto torner�o pi�u avanti, quando dis
uter�o se il paradosso dello s
ia-tore ha o no a 
he fare 
on la relativit�a generale.Come si tradu
e in termini matemati
i un riferimento inerziale? Ogni pun-to del riferimento si muove se
ondo il prin
ipio d'inerzia, per 
ui la sua leggeoraria �e rappresentata nello spazio-tempo da una retta. Tutti i punti hanno lastessa velo
it�a: dunque tutte queste rette sono parallele. Un laboratorio �e un
orpo rigido; per
i�o tra due suoi punti si pu�o sempre de�nire senza ambiguit�auna sin
ronizzazione degli orologi. Si noti 
he la rigidit�a del riferimento e la
omune velo
it�a dei suoi punti possono essere ri
avate sperimentalmente, ad es.
on la te
ni
a radar: si tratta dunque di propriet�a osservabili in un senso benpre
iso.L'insieme degli eventi sin
ronizzati 
on un evento dato �e un iperpiano spazia-le, ortogonale (nel senso di Lorentz{Minkowski) alle rette di 
ui sopra. Ad ogniriferimento va dunque asso
iato questo sistema di rette e iperpiani, 
he lo 
arat-terizzano 
ompletamente. Ne segue an
he una de�nizione naturale della 
oordi-nata temporale t asso
iata al riferimento: t �e il tempo segnato da tutti gli orologisin
ronizzati. Dato 
he 
ias
uno degli iperpiani di 
ui sopra �e 
aratterizzato daun determinato valore della 
oordinata t, ries
e spontanea la notazione �t perindi
are uno di questi iperpiani. (A rigore la 
oordinata t �e de�nita a meno diuna trasformazione lineare; ma per il nostro s
opo 
i�o non ha importanza.)Le famiglie f�tg relative a riferimenti distinti sono diverse: �e questa la formageometri
a della \relativit�a della simultaneit�a." Poi
h�e questo arti
olo non ha los
opo di o�rire una presentazione didatti
a, non mi so�ermer�o a far vedere 
omesi possa 
ollegare direttamente, senza al
una diÆ
olt�a, la des
rizione geometri
aal fatto �si
o 
he essa esprime, legato | 
ome tutti sanno | all'invarianza dellavelo
it�a della lu
e.Abbiamo ora preparato il terreno per dis
utere il paradosso dello s
iatore.Un in
onveniente di una trattazione geometri
a �e 
he lo spazio-tempo ha quat-tro dimensioni, il 
he rende quanto meno problemati
o servirsi di �gure. Perfortuna per�o nel nostro 
aso una delle tre dimensioni spaziali non entra in gio
o(tutto si svolge in uno stesso piano spaziale): possiamo per
i�o dimenti
are la5




oordinata z, e ragionare 
on uno spazio-tempo tridimensionale, disegnare dia-grammi tridimensionali (
on due 
oordinate spaziali e una temporale), e

. Gliiperpiani des
ritti sopra si ridurranno a piani ordinari, per 
ui potremo dire 
hel'intersezione di due piani �e una retta, e 
os�� via.Il paradosso dello s
iatore, more geometri
oLe linee orarie degli estremi A e B dello s
i sono rette parallele nello spazio-tempo, 
he indi
her�o an
ora 
on A e B; esse individuano un piano �AB e los
i des
rive un stris
ia �AB di tale piano, delimitata dalle rette A e B (�g. 2).Lo stesso si pu�o ripetere per il bu
o, 
he determina altre due rette C e D tra loroparallele, un altro piano �CD, e in esso una stris
ia �CD delimitata dalle rette Ce D. Nel riferimento S a un dato istante t 
orrisponde un piano spaziale �t;le intersezioni di �AB e �CD 
on �tsono due segmenti, 
orrispondentialla posizione dello s
i e del bu
oall'istante t. Dai dati del problemasappiamo 
he questi segmenti sonoparalleli. Ne segue 
he an
he l'in-tersezione R di �AB e �CD �e paral-lela ai �t, per
i�o esiste un parti
ola-re �t 
he 
ontiene R: a quell'istan-te nel riferimento S s
i e bu
o sonosulla stessa retta. Ci�o naturalmen-te era ovvio in partenza, ma la di-s
ussione dimostra 
he il riferimen-to S ha una 
aratteristi
a 
he lo di-stingue nell'insieme dei riferimentiinerziali. Per
i�o non sar�a in gene-rale le
ito trasportare le 
on
lusio-ni raggiunte in S a un riferimentoqualsiasi.
πt

π
AB A

Bσ
AB

π
CD

C

Dσ
CD

R

M
N

P
Q

�g. 2Si vede an
he 
he S non �e l'uni
o riferimento ad avere la propriet�a ora vista:lo stesso a

ade per ogni riferimento i 
ui piani �t sono paralleli a R. Un rife-rimento 
he si muova rispetto a S 
on velo
it�a perpendi
olare alla traiettoriadello s
i va an
ora bene, in
luso quello S 00 in 
ui il bu
o �e fermo. Non �e dunquevero 
he in S 00 lo s
i appaia in
linato, 
ome si di
e in [3℄.Per
h�e lo s
iatore 
ada nella bu
a, o

orre e basta 
he �AB non interse-
hi �CD � �CD. Dette M , N le intersezioni delle rette A, B 
on R e P , Q quelledi C, D sempre 
on R questa 
ondizione si esprime 
onMN � PQ:6



Si noti 
he M , N , P , Q sono eventi, e in quanto tali hanno signi�
ato �si
o indi-pendentemente dal riferimento. Come si vede, �e ne
essario (ma non suÆ
iente)MN < PQdove MN e PQ indi
ano le distanze invarianti, nel senso della geometria diLorentz{Minkowski, fra gli eventi dati. Le 
ondizioni s
ritte, essendo espressein modo geometri
o, non dipendono dal riferimento: in questo senso, non esistenessun paradosso.Dato 
he nel riferimento S i quattro eventi sono simultanei, MN e PQ
oin
idono, in questo riferimento, 
on le distanze ordinarie: e

o per
h�e S �e par-ti
olarmente 
omodo per dis
utere il problema. Anzi da qui si ri
ava un utileinsegnamento: spesso si pu�o sempli�
are la risoluzione di un problema di relati-vit�a se si s
eglie in modo intelligente il sistema di riferimento (
osa 
he del restonon �e vera solo in relativit�a!)Da quanto �e stato detto, dovrebbe risultare ben 
hiaro per
h�e il riferimen-to S 0 non pu�o essere usato in modo sempli
e nel nostro problema: i suoi piani�0t, ovviamente diversi da quelli di S, non sono paralleli alla retta R. In parti
o-lare, le lunghezze dello s
i e della bu
a misurate in S 0 non servono a risponderealla domanda del problema. Vi
eversa le distanze invarianti MN e PQ pos-sono benissimo essere 
al
olate an
he in S 0, ma in quanto distanze fra eventinon simultanei ; e di fatto questo �e l'uni
o modo per risolvere il problema in S 0.Mi sembra per�o molto pi�u istruttivo insegnare a identi�
are il riferimento pi�uadatto per il problema, 
he non forzare a risolverlo in un riferimento s
omodo.Per gli a�
ionados della 
ontrazione di LorentzSi pu�o osservare 
he la nostra soluzionenon �e 
ompleta: abbiamo mostrato 
he 
i�o
he 
onta �e 
he nel riferimento S lo s
i siapi�u 
orto della bu
a, ma non abbiamo detto
he la lunghezza dello s
i nel suo riferimentodi quiete S 0 �e maggiore di MN . Questa �e laben nota 
ontrazione di Lorentz, e dobbia-mo ora vedere 
ome 
i si pu�o arrivare senzari
orrere alle trasformazioni di Lorentz. Nel-la dimostrazione 
he dar�o non 
'�e niente dioriginale (si veda ad es. [4℄, p. 109 e seg.)
x

t

A B

M N

M’

N’

�g. 3
Per questa dis
ussione �e suÆ
iente limi-tarsi agli eventi appartenenti al piano �AB,
he appare in �g. 3. I piani �t di S sono rap-presentati da rette orizzontali; le linee orariedei punti fermi in S da rette verti
ali. Le li-nee orarie degli estremi dello s
i sono le retteoblique A e B. 7



Indi
hiamo 
on l la lunghezza di AB misurata in S, ossia la distanza fra ipunti M e N in �g. 3. La misura in S 0 pu�o essere fatta ad es. 
on un radar:si trasmette un segnale radio da A verso B, si ri
eve l'e
o di ritorno, e si ri
avala lunghezza voluta dall'intervallo di tempo �� tras
orso fra la trasmissione delsegnale e la ri
ezione dell'e
o. Sempre in �g. 3, le rette MN 0 e N 0M 0, disegnatea 45Æ, sono le linee orarie dei segnali radio in andata e in ritorno.Le equazioni orarie degli estremi A, B della sbarra sonox = xM + v (t� tM ) (1)x = xN + v (t� tN ) (2)dove tM = tN , mentre quelle dei segnali radio sonox = xM + (t� tM ) (3)x = xN 0 � (t� tN 0) (4)(ho posto 
 = 1). Dalle (2) e (3) si ottengono le 
oordinate di N 0; usando poile (1), (4) si ri
avano quelle di M 0. Il risultato �etM 0 � tM = 2l1� v2 ; xM 0 � xM = 2lv1� v2 : (5)Con la de�nizione di tempo proprio�� =p�t2 ��x2 (6)si trova subito, per l'intervallo fra gli eventi M e M 0:�� = 2
 l: (7)Dunque la distanza 
er
ata �e l0 = 
 l, 
ome si voleva dimostrare.A questo punto abbiamo la risposta �nale: se lb �e la lunghezza della bu
a(ovviamente misurata in S) lo s
iatore 
adr�a nella bu
a se e solo sel0 < 
 lb:Questioni di parole e/o di gustiCon
ludo questo argomento 
on qual
he osservazione relativa all'arti
olodi Piazzoli. Non mi sembra il 
aso di dire 
he \per due osservatori posti agliestremi del bu
o il tempo tras
orre in modo diverso, pur nello stesso sistemadi riferimento S 0": si tratta solo di due eventi 
he non sono simultanei in S 0,mentre lo sono in S. Neppure direi 
he i due impatti in S 0 \pre
edono l'impatto8




ontemporaneo dei due estremi 
on l'asse x in S 00: in primo luogo qui si vorreb-bero 
onfrontare tempi misurati in riferimenti diversi; in se
ondo luogo, quei t01e t02 risultano negativi solo se x1 e x2 sono positivi, il 
he dipende dalla s
eltadell'origine delle x, 
he �e arbitraria.Pi�u importante mi sembra per�o 
ommentare le \ri
ette" per risolvere i para-dossi. Sulla prima (stabilire se il problema �e di 
ompetenza della relativit�a spe-
iale o di quella generale) appare diÆ
ile non essere d'a

ordo; eppure spiegher�otra po
o 
he proprio nel nostro 
aso la questione non �e 
os�� ovvia. La se
onda(pre�ssare 
on 
hiarezza sistemi di riferimento e osservatori) �e senz'altro da 
on-dividere quanto ai riferimenti, ma non saprei 
osa intendere per \osservatori":nell'uso 
he se ne fa di solito, tale 
on
etto mi appare spesso fuorviante, e ingenerale inutile. Delle due l'una: o \riferimento" e \osservatore" sono sinonimi(
ol signi�
ato 
he ho spiegato sopra) e allora preferis
o il primo; oppure il ter-mine \osservatore" vuole avere un signi�
ato diverso, e allora questo non pu�onon introdurre un elemento di soggettivit�a, 
he ritengo del tutto estraneo alla�si
a. Quanto alla terza ri
etta (non ri
orrere a�atto all'intuito, ma usare �noin fondo le trasformazioni di Lorentz) 
i sono diverse 
ose da dire.Non ri
orrere all'intuito �e un 
onsiglio molto saggio, dato 
he l'intuito inqueste 
ose spesso tradis
e; ma 
i�o non vuol dire 
he la sola alternativa sia unappro

io formale, basato sulle trasformazioni di Lorentz. La prati
a didatti
a(universitaria) dimostra 
he raramente uno studente sa usarle 
orrettamente inun problema nuovo, an
he quando ne sembra perfettamente padrone nei proble-mi 
he ha gi�a studiato; e questo dovrebbe far
i ri
ettere. Se poi s
endiamo allivello della s
uola se
ondaria, 
i si deve 
hiedere se sia 
omunque possibile por-tare uno studente an
he bravo a padroneggiare lo strumento formale, se primanon ha 
apito la sostanza �si
a del problema; e se il tempo obbliga a sa
ri�
arequal
osa, non avrei dubbi sulla s
elta. A questo livello non so trovare esempi diproblemi seri (ossia non inventati apposta, 
ome sono appunto tanti dei famosiparadossi) dove l'uso delle trasformazioni di Lorentz sia ne
essario. Il punto divista geometri
o 
he sostengo ha il vantaggio di mettere molto pi�u in evidenzagli aspetti intrinse
i dei problemi e di obbligare a pensare di pi�u.In quali 
asi �e ne
essaria la relativit�a generale?A�rontiamo in�ne | molto brevemente | la questione della relativit�a ge-nerale. Vorrei innanzitutto 
hiarire 
he esistono una serie di situazioni in 
ui larelativit�a generale non entra a�atto, an
he se viene spesso tirata in ballo (e nonmi riferis
o per ora al paradosso dello s
iatore). Sto pensando a tutti i problemirelativi a riferimenti a

elerati. L'argomento 
he si d�a di solito �e il seguente:la relativit�a ristretta si appli
a ai riferimenti inerziali, 
io�e non a

elerati; la �si-
a dei riferimenti a

elerati es
e dunque dal suo ambito, e ri
hiede un'adeguatageneralizzazione, fornita appunto dalla relativit�a generale.9



Per dis
utere la questione, pre
isiamo innanzitutto 
he la distinzione trarelativit�a ristretta e generale non sta nell'uso di 
oordinate pi�u generali nellase
onda (il famigerato \prin
ipio di 
ovarianza generale"): se 
os�� fosse, nella�si
a dei riferimenti inerziali dovremmo usare solo e sempre 
oordinate 
artesia-ne. Sappiamo inve
e 
he 
oordinate 
ilindri
he, polari, o altre, sono del tuttolegittime, e 
he tutte le equazioni possono essere espresse in qualsivoglia sistemadi 
oordinate, senza 
on 
i�o 
ambiare la �si
a. Si potrebbe per�no 
oinvolgerela 
oordinata temporale in questa arbitrariet�a; 
osa 
he di solito 
i guardiamobene dal fare, proprio per
h�e nell'ambito di validit�a della relativit�a ristretta adogni riferimento inerziale si asso
ia in modo naturale una 
oordinata temporale
he sempli�
a enormemente la nostra des
rizione dei fatti. [5℄In realt�a dal punto di vista della relativit�a quella 
he 
onta �e la geometriadello spazio-tempo, 
he la relativit�a ristretta suppone lorentziana, 
ome abbiamogi�a ri
ordato. Se questa geometria rispe

hi la situazione �si
a, dipende solodalla situazione �si
a stessa (
he �e un fatto obbiettivo) e non dal sistema diriferimento: sar�a 
os�� se siamo lontani da sorgenti di 
ampo gravitazionale.Un riferimento a

elerato potr�a essere per es. un laboratorio installato den-tro un'astronave 
he viaggia 
oi razzi a

esi, e magari ruotando su se stessa,assai lontano da qualsiasi stella o pianeta. Lo spazio-tempo nel quale l'astrona-ve si muove non 
essa per questo di essere lorentziano; solo 
he nelle 
oordinateusate in quel riferimento la metri
a avr�a un'espressione pi�u 
ompli
ata di quel-la di Lorentz{Minkowski. In quel laboratorio si osserveranno e�etti (ad es. unredshift, un e�etto Sagna
) obbiettivamente rivelati dagli strumenti, ma 
he po-tranno essere interpretati, senza ri
orso alla relativit�a generale, studiandoli inun normale riferimento inerziale. Cos�� il redshift 
he appare nel riferimento a
-
elerato, nel riferimento inerziale �e visto 
ome e�etto Doppler, per
h�e sorgentee ri
evitore della radiazione hanno velo
it�a diverse, la prima quando emette e ilse
ondo quando ri
eve.Se inve
e la situazione �si
a �e diversa, nel senso 
he �e presente una sorgentedi 
ampo gravitazionale (
ome sulla super�
ie della Terra) lo spazio-tempo non�e pi�u lorentziano, e non �e 
omunque possibile usare 
oordinate in 
ui la metri
asia quella di Lorentz{Minkowski. Neppure l'as
ensore di Einstein 
i so

orre,se non in modo approssimato in un pi

olo intorno: lo spazio-tempo �e 
urvo,e la teoria di Einstein 
i di
e 
ome 
al
olare la struttura geometri
a data ladistribuzione di massa.Sembra dunque 
he in un problema relativisti
o in 
ui intervenga la gravit�anon si possa fare a meno della relativit�a generale; ma nemmeno questo �e deltutto vero, grazie al prin
ipio di equivalenza. Se nella regione di spazio 
he
'interessa il 
ampo �e suÆ
ientemente uniforme, il suo e�etto sar�a indistinguibileda quello di un'a

elerazione del riferimento; e abbiamo visto po
o fa 
he la�si
a di un riferimento a

elerato pu�o essere 
apita senza relativit�a generale.Un'appli
azione di questa idea, dovuta allo stesso Einstein [6℄, �e la previsione10



del redshift gravitazionale (si veda la dis
ussione in [1℄). Un altro esempio �e il\paradosso dell'astronave a

elerata" [7℄. Tornando al nostro tema, possiamodunque 
on
ludere 
he una volta ammesso il prin
ipio di equivalenza, non �ene
essario l'apparato della relativit�a generale per dis
utere il paradosso dellos
iatore.Avvertenza �naleA 
on
lusione, sento il dovere di avvertire il lettore 
he al
une delle tesisviluppate in questo s
ritto, e parti
olarmente quelle esposte nell'ultima sezione,non ra

olgono an
or oggi il 
onsenso unanime degli \esperti." Sarebbe troppolungo | e us
irebbe dagli s
opi 
he mi ero proposto | approfondire l'argomen-to. Personalmente sono 
onvinto 
he quella 
he ho espressa sia la visione pi�usempli
e e soddisfa
ente, e probabilmente quella destinata a rius
ire alla lungavin
ente; ma oggi non �e 
os��, e questo ha degli immediati ri
essi an
he sulles
elte didatti
he.Mi permetto an
ora due ri
essioni: �e proprio quando si a�rontano i pro-blemi didatti
i al livello pi�u elementare 
he le questioni di fondo emergono 
onmaggiore 
hiarezza, per
h�e non sono os
urate dai te
ni
ismi; il fatto 
he esistanoquestioni non del tutto risolte dovrebbe far meditare 
hiunque si proponga d'in-serire argomenti \moderni" nei programmi di �si
a. Non voglio dire 
he 
i�o nonvada fatto, ma o

orrerebbe il supporto di una dis
ussione ben pi�u approfonditadi quella 
he abbiamo vista �nora.
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