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Il paradosso del ondensatore

�

Abstrat

A simple argument is given, showing that a revision of newtonian

dynamis is neessarily required when you assume the priniple of re-

lativity as a general law of physis. The motion of a harged partile

within a plane ondenser (uniform eletri �eld) is studied in two di�e-

rent referene frames, and ontraditory results are found if Newton's

laws are used. An exat solution of the same problem is also given,

aording to relativisti dynamis.

1. Introduzione

La prova di �sia reentemente introdotta ome possibile seonda prova

nell'esame di stato per i Liei Sienti�i, insieme on le vigenti Indiazioni Na-

zionali [1℄ e ol \Quadro di riferimento della seonda prova di Fisia" [2℄ ha reso

obbligatorio | tra l'altro | l'insegnamento della relativit�a ristretta nel quinto

anno.

In passato la osiddetta \�sia moderna" veniva pi�u o meno onsiderata,

a disrezione del singolo doente. Un'indagine [3℄ ondotta su un piolissimo

ampione d'insegnanti e presentata al Congresso AIF 2008 (Roma) mostr�o he

il tempo dediato alla �sia moderna variava molto, ma mediamente si poteva

valutare attorno alle 20 ore nel 5

Æ

anno. Invee il osiddetto \Syllabus," [4℄ he

presenta un'indiazione (non so quanto vinolante) di ontenuti e di tempo per

l'ultimo anno, assegna alla sola relativit�a il 20% del monte ore, ossia 20 ore; per

tutta la �sia moderna se ne prevedono 50.

(1)

La nuova situazione impone un ovvio e signi�ativo sforzo a molti inse-

gnanti (speialmente a quelli laureati in matematia, he nella loro formazione

universitaria hanno avuto un ontatto on la �sia moderna he �e eufemistio

de�nire sarso). Si rende peri�o neessario un impegno per la riquali�azione

degli insegnanti. In parallelo non si pu�o tralasiare il problema dei libri di te-

sto, he raramente sono soddisfaenti, anhe se di autori rinomati, e anhe nelle

nuove edizioni apparse dopo le reenti innovazioni. Solo per fare un esempio,

�
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(1)

Il Syllabus si di�erenzia dal \Quadro di riferimento," a parte piole varia-

zioni di ontenuto, nel fatto he mentre il primo si propone ome guida per lo

svolgimento della materia nel quinto anno (inlusa, ome detto, una ripartizio-

ne oraria) il seondo si riferise eslusivamente ai ontenuti he potranno essere

oggetto della seonda prova d'esame.
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�e diÆile trovare esposizioni aettabili del prinipio di relativit�a (PR); ma di

questo parleremo in un'altra oasione.

Nel quadro sommariamente delineato, pu�o essere utile dediare qualhe bre-

ve sritto ad argomenti spei�i e al tempo stesso ritii per un orretto inse-

gnamento della \�sia moderna"; in partiolare della relativit�a. A i�o �e dediata

questa nota, su un possibile modo di mostrare ome sia neessario, una volta

ammesso il PR, rivedere la meania newtoniana.

Ho selto di entrare il disorso appunto sul \paradosso del ondensatore,"

he a mia onosenza non sembra sia gi�a stato proposto prima della suola

estiva AIF 2000, anhe se ertamente non potrei esluderlo. Il paradosso si

trova esposto nel Quaderno 16 di La Fisia nella Suola [5℄ (in seguito indiato

ome Q16). Per�o nel Q16 l'esposizione del paradosso e della sua risoluzione

si trova divisa in due punti del testo

(2)

; mi �e sembrato opportuno darne una

presentazione unitaria, e on l'oasione approfondirne qualhe aspetto.

La prima parte di questo artiolo (Sez. 2) esamina gli aspetti logii (in senso

�sio) della questione, senza aloli n�e formule. La seonda parte (Sez. 3, 4, 5)

espone una trattazione esatta seondo la meania relativistia del punto. An-

he il livello matematio di questa seonda parte �e tutto sommato elementare

(al pi�u i sono da alolare un paio di primitive non banali); l'uso della dinamia

relativistia pu�o essere una buona oasione per rivederne e approfondirne aluni

aspetti. A onlusione, segue un ommento didattio (Sez. 6). Volendo si pu�o

limitare la lettura alle Sez. 2 e 7, le sole indispensabili per l'uso in lasse.

2. Il paradosso del ondensatore

Supponiamo di avere nel nostro laboratorio (riferimento K) il solito on-

densatore piano (�g. 1), on armature suÆientemente estese rispetto alla loro

distanza per poter trattare il ampo ome uniforme nella regione entrale. Nella

�gura sono indiati i segni delle arihe e il verso del ampo.

Il quadro teorio he ora assumiamo �e quello della �sia newtoniana, inte-

grata dalle equazioni di Maxwell, he supponiamo valide nel rif. K.

K
− − − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + + +

E
−e

v0

Fig. 1: Nel rif. di quiete del ondensatore.

Da un punto dentro il ondensatore

laniamo un elettrone, in direzione pa-

rallela alle armature, on veloit�a inizia-

le ~v

0

verso destra: esso verr�a deviato ver-

so l'armatura positiva (quella inferiore).

Dato he il ampo �e uniforme, la traietto-

ria �e una parabola. Inoltre la omponen-

te orizzontale della veloit�a �e ostante:

questo sar�a importante per il seguito.

(2)

Il paradosso �e enuniato nella lez. 4; la soluzione �e data, usando la dinamia

relativistia, ome problema n. 5 della lez. 12.
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Passiamo ora a studiare l'esperimento in un rif. K

0

he si muove rispetto

al laboratorio on veloit�a ostante, uguale alla veloit�a iniziale dell'elettrone.

In K

0

il ondensatore si muove in senso opposto, on veloit�a �~v

0

. Abbiamo

dunque sulle due armature delle arihe negative e positive he vanno verso

sinistra, e si hanno due orrenti: le free in �g. 2 indiano i versi delle orrenti,

he sono ovviamente opposti sulle due armature.

A questo punto i serviamo del PR: anhe in K

0

valgono le equazioni di

Maxwell. Possiamo quindi dire:

a) Che anhe visto da K

0

il ampo elettrio tra le armature �e uniforme e per-

pendiolare a queste. Infatti il ampo elettrio dipende solo dalla densit�a di

aria, non dal moto delle arihe. Non possiamo essere erti del suo valo-

re �nh�e non onosiamo la legge di trasformazione della densit�a di aria,

ma una densit�a uniforme in K ertamente risulter�a uniforme anhe in K

0

.

Possiamo quindi appliare in K

0

i onsueti ragionamenti he si usano per un

ondensatore piano: teorema di Gauss e.

b) Che le orrenti produono un ampo magnetio, diretto verso l'interno della

�gura. Per onvinersi della direzione del ampo si pu�o riorrere al teorema

della iruitazione appliato a opportuni rettangoli, ome si fa oi onsueti

solenoidi. Per brevit�a non entro in dettagli.

K'
− − − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + + +

E

−v0 i

i

B
−e

?

Fig. 2: Nel rif. di quiete iniziale dell'elettro-

ne.

In K

0

l'elettrone �e inizialmente fer-

mo. Quando lo si lasia andare omin-

ia a adere; adendo aquista veloit�a,

e on la veloit�a ompare una forza di Lo-

rentz, progressivamente resente.

�

E fa-

ile veri�are he la omponente orizzon-

tale della forza �e diretta verso sinistra.

Dunque la omponente orizzontale della

veloit�a dell'elettrone, he era nulla all'i-

nizio, a tempi suessivi �e diretta verso

sinistra e va resendo.

Questo risultato (eo il paradosso) �e inompatibile on quanto visto ra-

gionando in K: una veloit�a ostante (pari a v

0

) in un rif. non pu�o risultare

variabile nel tempo se misurata nell'altro. Si noti he non �e in questione la legge

di trasformazione della veloit�a da K a K

0

, io�e quale sia la giusta relazione tra

queste veloit�a: il problema �e solo he essendo uniforme il moto relativo dei due

rif., non si spiega ome una veloit�a ostante in uno diventi variabile nell'altro.

Il paradosso deriva dall'aver assunto insieme:

a) le leggi della dinamia newtoniana

b) il PR, e in partiolare la validit�a delle equazioni di Maxwell in entrambi

i rif.
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Per risolvere il paradosso oorre dunque rinuniare a una delle due: ad a)

oppure a b).

Se riteniamo suÆientemente provato b), allora �e neessario rinuniare

ad a), ossia modi�are la dinamia newtoniana.

3. Soluzione relativistia: le relazioni generali

Non �e qui possibile riperorrere tutto l'iter della ostruzione della dinamia

relativistia, ma �e utile rihiamare i punti essenziali.

(3)

Supponiamo dimostrato he la seonda legge della dinamia pu�o anora

essere sritta nella forma

~

F =

d~p

dt

(1)

a patto di modi�are la relazione tra ~p e ~v, he diventa

~p = m~v (2)

on la ben nota espressione di :

 =

1

p

1� v

2

=

2

: (3)

Si pu�o de�nire un'energia E , data da

(4)

E = m

2

: (4)

Non dar�o tutta la dimostrazione, e rimando al Q16 per la disussione he mostra

ome la E de�nita dalla (4) abbia tutte le propriet�a he i si deve aspettare da

un'energia.

�

E importante per�o riordare alune relazioni e una delle propriet�a

dell'energia meania, valida nella dinamia newtoniana, e he rimane valida

anhe in dinamia relativistia se si usa la (4) ome espressione dell'energia.

Le relazioni di ui faremo uso sono due:

~v = 

2

~p

E

(5)

he segue immediatamente da (2) e (4). Poi quella he si pu�o hiamare relazione

fondamentale della dinamia relativistia:

E

2

= m

2



4

+ 

2

p

2

: (6)

(3)

Per una disussione approfondita rimando a Q16, lez. 12.

(4)

�

E appena neessario avvertire he la m in tutte le relazioni he stiamo sri-

vendo �e la massa invariante: la osiddetta \massa relativistia" non ha alun

posto in questi disorsi, ed �e mia opinione he vada bandita dall'insegnamento

della relativit�a (v. Q16, lez. 14).

4



La (6) si ottiene on aluni passaggi, partendo dalla (3). Quadrando questa:



2

� 

2

v

2



2

= 1



2



2

= 

2

+ 

2

v

2

:

A questo punto basta moltipliare tutto per m

2



2

e onfrontare on le (2), (4),

per ottenere la (6).

Un altro risultato importante �e he anhe in meania relativistia vale il

teorema delle forze vive. Vediamo.

Partendo dalla (1):

~

F dt = d~p

e moltipliando salarmente per ~v:

~

F �~v dt = ~v � d~p

~

F � d~s = ~v � d~p:

Per trasformare il seondo membro, di�erenziamo la (6) e usiamo la (5):

E dE = 

2

~p � d~p

dE = 

2

~p

E

� d~p = ~v � d~p:

Siamo os�� arrivati a

~

F � d~s = dE

la ui interpretazione �e hiara: il primo membro �e il lavoro elementare della

forza

~

F , il seondo �e la variazione di E .

In meania newtoniana vale il teorema delle forze vive

~

F � d~s = dT

he si dimostra in modo del tutto simile. Non possiamo interpretare E ome

energia inetia relativistia, solo perh�e a questa dobbiamo rihiedere he si

annulli quando ~v = 0, mentre in tali ondizioni E = m

2

. Ma la soluzione �e

faile: basta prendere ome energia inetia

T = E �m

2

:

Dal teorema delle forze vive, se la forza �e onservativa e quindi ammette

un'energia potenziale V , segue anhe in meania relativistia la onservazione

dell'energia totale T + V , e anhe di E + V.
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5. Torniamo all'elettrone

Abbiamo un elettrone he parte on veloit�a iniziale orizzontale in un am-

po elettrio uniforme, on direzione vertiale (�g. 1). Prendiamo l'asse x oriz-

zontale, nel verso di ~v

0

, e l'asse y vertiale, nel verso del ampo elettrio

~

E.

Essendo F

x

= 0, per la (1) p

x

�e ostante, mentre per p

y

si ha

dp

y

dt

= �eE da ui p

y

= �eE t:

Quindi, per la (6):

E

2

= m

2



4

+ 

2

p

2

x

+ 

2

e

2

E

2

t

2

: (7)

La (5) i die he la omponente x della veloit�a vale

v

x

=



2

p

x

E

=



2

p

x

p

m

2



4

+ 

2

p

2

x

+ 

2

e

2

E

2

t

2

e da questa si vede la diminuzione di v

x

nel tempo, il he gi�a risolve il paradosso.

Spiegazione verbale: la omponente p

x

di ~p si onserva, ome in meania

newtoniana; ma essendo p

x

= m v

x

, v

x

derese perh�e  aumenta. Infatti 

dipende dal modulo della veloit�a, e questo rese a ausa dell'aumento di v

y

.

Oppure:  aumenta perh�e aumenta l'energia inetia, a spese dell'energia po-

tenziale.

6. Determinazione della traiettoria

Non ha un vero interesse per il paradosso sapere quale sia la traiettoria

dell'elettrone. Visto per�o he se ne pu�o dare un'espressione elementare, e he

risulta una urva geometria nota, propongo il alolo a solo sopo d'eserizio,

anhe se forse troppo omplesso per l'impiego in lasse.

Come abbiamo visto, si ha

p

x

= ost: p

y

= �eE t:

Ne segue

dx

dt

= v

x

=



2

p

x

E

dy

dt

= v

y

= �



2

eE t

E

: (8)

Converr�a abbreviare l'espressione di E , data dalla (7), ponendo

A

2

= m

2



4

+ 

2

p

2

x

B =  eE:

La prima delle (8) diventa

dx

dt

=



2

p

x

p

A

2

+ B

2

t

2
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he pu�o essere integrata on la sostituzione

t =

A

B

sinh u:

Tenendo onto della ondizione iniziale x(0) = 0, si trova

x =



2

p

x

B

u: (9)

Passiamo alla seonda delle (8):

dy

dt

= �

B t

p

A

2

+ B

2

t

2

he �e d'integrazione pi�u immediata:

y = 

A

B

 

1�

r

1 +

B

2

A

2

t

2

!

= �

A

B

(oshu� 1):

Usando la (9) si arriva a

y = �

A

B

�

osh

B x



2

p

x

� 1

�

he �e una atenaria (apovolta).

7. Commento didattio

Nell'introduzione ho sritto he la Sez. 2 tratta gli aspetti logii del para-

dosso; mi sembra utile sviluppare un po' l'argomento.

Esistono molti \paradossi relativistii," he per la pi�u gran parte possono

essere visti ome \ragionamenti sbagliati." Il pi�u lassio �e il \paradosso dei ge-

melli," dove l'errore sta nell'appliare simmetriamente la dilatazione del tempo

ai due gemelli, dimentiando he almeno uno dei due non pu�o trovarsi in un rif.

inerziale, mentre la dilatazione del tempo nella forma lassia vale solo tra rif.

inerziali.

(5)

Un altro tratto frequente nei paradossi �e l'uso d'ipotesi he vengono sotta-

iute in quanto date per ovvie, ome per es. la \omposizione" galileiana delle

veloit�a. In questo aso l'errore non �e nel ragionamento, ma nelle premesse.

(5)

A sanso di equivoi: non sto diendo he quando ompaiono rif. aelera-

ti sia neessario riorrere alla relativit�a generale. Si tratta di una onezione

piuttosto di�usa, ma seondo me errata. Ne ho disusso in [6℄.
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Il paradosso del ondensatore ha per�o un arattere diverso: qui non '�e

nessun ragionamento sbagliato e le premesse sono hiare ed espliite: meania

newtoniana e PR, quindi in partiolare validit�a delle equazioni di Maxwell in

tutti i rif. inerziali. Si ondue il ragionamento in due diversi rif. inerziali,

e si vede he le onlusioni sono ontraddittorie: i�o dimostra he esiste una

ontraddizione nelle ipotesi, ossia he non si pu�o adottare il PR e onservare

inalterata la meania newtoniana.

Mi sembra importante he si dedihi del tempo a questi aspetti, di ui ho

sottolineato di proposito il arattere logio, perh�e ho esperienza he ostituiso-

no un nodo ognitivo basilare nello studio della relativit�a (e pi�u in generale della

�sia moderna). Credo he il problema sia questo: in tutto lo studio preedente

di regola leggi e prinipi vengono appresi senza riettere su he osa '�e di basato

sull'esperienza e he osa si dedue da altre premesse. Per esempio la gi�a itata

\omposizione galileiana" viene data per sontata e addirittura ovvia, per�no

logiamente neessaria; senza aver hiaro he essa si basa su preise assunzio-

ni ira il modo di omportarsi di alune grandezze �sihe nei ambiamenti di

riferimento.

Il paradosso he ho qui esaminato potrebbe servire ome esempio del lega-

me neessario he esiste fra diversi onetti e leggi della �sia, e di ome peri�o

non si possano far onvivere idee diverse senza hiedersi se non si reano inom-

patibilit�a. Nel nostro aso, la validit�a generale del PR obbliga a modi�are la

meania newtoniana; o vieversa, se si tiene ferma quest'ultima si deve respin-

gere il PR. La logia da sola non pu�o risolvere il dilemma, he �e rimesso all'esame

dei fatti sperimentali.
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