
E. Fabri luglio 2010Matematia e �sia { un rapporto omplesso�Due problemi (due tesi)La presente relazione tratter�a due problemi, a proposito dei quali svilupper�adue tesi:1) Come si giusti�a e ome va de�nito l'impiego della matematia in �sia?La matematia \strumento di pensiero."2) Perh�e le strutture matematihe pi�u direttamente onnesse alla �sia sonoquelle pi�u astratte? Astratto non vuol dire \lontano dalla �sia."Il rapporto tra �sia e matematia: in prinipio era GalileoParlando di Galileo, �e d'obbligo itare il famosissimo brano del Saggiatore:La �loso�a �e sritta in questo grandissimo libro he ontinuamente i sta apertoinnanzi a gli ohi (io dio l'universo), ma non si pu�o intendere se prima nons'impara a intender la lingua, e onoser i aratteri, ne' quali �e sritto. Egli�e sritto in lingua matematia, e i aratteri son triangoli, erhi, e altre �guregeometrihe, senza i quali mezi �e impossibile a intenderne umanamente parola;senza questi �e un aggirarsi vanamente per un osuro laberinto.Spesso di questo brano viene data un'interpretazione platonista: la mate-matia sarebbe la via per ogliere la \vera" essenza delle ose, al di l�a delleapparenze o�erte dai fenomeni. Ma �e possibile un'interpretazione diversa: solola matematia i d�a uno strumento suÆientemente potente e preiso per inten-dere l'universo. Per apire da dove nasa la metafora del libro e dei aratteri,oorre non isolare il brano da i�o he lo preede:Parmi, oltre a i�o, di sorgere nel Sarsi ferma redenza, he nel �losofare sianeessario appoggiarsi all'opinioni di qualhe elebre autore, s�� he la mentenostra, quando non si maritasse ol disorso d'un altro, ne dovesse in tuttorimanere sterile o infeonda; e forse stima he la �loso�a sia un libro e la fantasiad'un uomo, ome l'Iliade e l'Orlando Furioso, libri ne' quali la meno importanteosa �e he quello he vi �e sritto sia vero. Signor Sarsi, la osa non ist�a os��.La �loso�a : : :Si vede he l'aento �e in realt�a sul fatto he la �loso�a (intesa natural-mente ome \�loso�a naturale," ossia \sienza" nel linguaggio di oggi) non �e� Lezione alla Suola AIF di Storia della Fisia, Ferrara 3{12{2009; pubbl. nelQuaderno 21, La Fisia nella Suola 43, suppl. al n. 3 (2010). Questa lezione�e un'ampia rielaborazione della relazione su invito tenuta al XXXIV CongressoAIF (Porretta Terme, 26{10{1995), pubbliata negli Atti del Congresso: La Fi-sia nella Suola, 30 (1997), Suppl. al n. 2, p. 139.1



fantasia d'un uomo, n�e si fonda sull'autorit�a, ma �e sritta nel libro dell'universo.La matematia �e la lingua he oorre onosere per deifrarla.Einstein platonista?In e�etti �e sempre diÆile e perioloso assoiare un grande sienziato aquesta o quella orrente �loso�a. Per es. sembrerebbe naturale de�nire Einstein(anhe lui) platonista, se si guarda ai brani he seguono.La fede in un mondo esterno, indipendente dal soggetto he perepise, �e il fon-damento di tutta la sienza. Ma poih�e le perezioni sensoriali i informanosoltanto indirettamente su questo mondo esterno, sulla realt�a �sia, soltanto onla speulazione essa i pu�o diventare omprensibile.La nostra esperienza �nora i onforta a redere he la natura sia la realizzazionedelle idee matematihe pi�u semplii he si possano onepire. Io sono onvin-to he, per mezzo di ostruzioni puramente matematihe, si possano soprire ionetti e le leggi he li ollegano l'un on l'altro, he ostituisono la hiaveper la omprensione dei fenomeni naturali. L'esperienza pu�o suggerire i onet-ti matematii appropriati, i quali per�o non si possono ertissimamente dedurreda essa. L'esperienza resta, naturalmente, il solo riterio dell'utilit�a �sia diuna ostruzione matematia. Ma i prinipi reativi risiedono nella matematia.In un erto senso, io tengo per vero he il pensiero puro possa a�errare la realt�a,ome sognavano gli antihi.Per�o Einstein ha anhe sritto:Il pensiero puramente logio non pu�o dari aluna onosenza del mondo empiri-o; ogni onosenza della realt�a parte dall'esperienza e termina in essa. Le pro-posizioni ottenute on mezzi puramente logii sono ompletamente vuote per i�ohe riguarda la realt�a.Poih�e fu Galileo a apirlo, e poih�e, soprattutto, rius�� a imporlo al mondosienti�o, egli �e il padre della �sia moderna; anzi, di tutta la sienza moderna.Chiunque abbia veramente approfondito la materia non potr�a negare he, inpratia, il mondo dei fenomeni determina in modo univoo il sistema teorio,anhe se non '�e nessun ponte logio tra i fenomeni e i loro prinipi teorii.Le nostre nozioni sulla realt�a �sia non possono mai essere de�nitive. Dobbiamosempre esser pronti a ambiare queste nozioni | io�e la sottostruttura assioma-tia della �sia | per render onto dei fatti perepiti nel modo logiamente pi�uperfetto possibile. Ed e�ettivamente uno sguardo allo sviluppo della �sia dimo-stra he essa ha subito ambiamenti di enorme importanza, nel orso del tempo.Dopo GalileoDopo Galileo, per tutto il '600 e il '700, ha luogo un grandioso sviluppo della�sia he si serve potentemente dello strumento matematio. Il personaggio hemeglio rappresenta questo aspetto �e probabilmente Eulero (1707{1783).2



Eulero �e unanimemente onsiderato uno dei pi�u grandi matematii di tuttii tempi, e erto il maggiore del 18-mo seolo. Eppure non �e stato meno �siohe matematio. Basti pensare he su 73 volumi del suo \opera omnia," i temia arattere �sio ne ontano almeno 40, se inludiamo meania e astrono-mia.Si pu�o dire he on Eulero nase la �sia matematia, ma meglio sarebbe direla �sia teoria. Eulero si serve di tutta la matematia he onose (o he inventa)anhe per la risoluzione di problemi strettamente �sii. Costruise quindi una�sia solidamente fondata su basi matematihe, ma (om'�e aratteristio di tuttala sua opera) senza la minima preoupazione di rigore: quello he onta �earrivare ai risultati.Forse per questo, i sono �sii he guardano a Eulero on una erta nostalgia:ome al rappresentante, anzi al modello, di una matematia assai pi�u viina almodo di pensare e alle esigenze dei �sii he non quella dell'ultimo seolo.La visione pragmatistaSi tratta di una visione propria oggi di molti �sii, speialmente sperimen-tali, ma he �e per pi�u aspetti ondivisibile anhe da un teorio.La matematia �e un utile strumento, da impiegare quando ve ne sia laneessit�a, ma non �e la �sia, he usa altre ategorie onettuali, altri metodi,altri fondamenti epistemologii. Non solo: �e bene \on�nare" l'impiego dellamatematia, per evitare he le idee e i proedimenti �sii vengano assoggettatiall'invadenza del formalismo, e peggio anora, alla supposizione he la verit�a�sia possa essere \dedotta" per via matematia, ome sostengono i platonisti.Aade per�o he la onezione della matematia ome \strumento" vengaa volte immiserita, �no al punto di vederla solo ome \quella osa he serve perfare i onti": un semplie insieme di proedure pratihe per risolvere problemie desrivere relazioni. Perdendo os�� di vista he la matematia �e molto di pi�uhe \onti": ha un aspetto strutturale, he non �e meno importante per il suoimpiego in �sia. Ma su questo punto ritorneremo pi�u avanti.�E interessante osservare he la polemia sull'invadenza del formalismo ma-tematio �e tutt'altro he reente, essendosi manifestata �n dai primi sviluppidella �sia teoria, ome mostra ad es. la seguente itazione:I matematii sono inoltre infestati da una presunzione arrogante, ovvero da unainurabile petulanza, poih�e, redendosi in possesso di una ertezza dimostrativaper quanto riguarda gli oggetti della loro sienza partiolare, essi persuadono sestessi di possedere, in modo analogo, una onosenza di molte delle ose hestanno al di l�a della sfera della loro sienza.Colpise soprire he queste sono parole di W.R. Hamilton (1836): quellostesso Hamilton he noi oggi onosiamo ome inventore dei quaternioni e omeuno dei fondatori della meania analitia, e siamo portati a onsiderare pi�umatematio he �sio. 3



Matematia e �sia nell'800Lungo tutto il 19-mo seolo avviene un progressivo distao della matema-tia dalla �sia. Parallelamente si svolge una ontinua e aesa disussione sulsigni�ato della matematia per i �sii, di ui la itazione di Hamilton �e un esem-pio. Pratiamente tutti i grandi �sii del tempo parteipano alla disussione.La suola empirista di radie inglese sostiene la neessit�a di non usare lamatematia se non ome strumento, senza mai pretendere he possa essere fontedi onosenza per il mondo �sio.Per esempio, Tait (1886) ausa Boltzmann di sostituire la matematia alpensiero, di nasondere i ragionamenti dietro \terri� arrays of symbols." Comesappiamo, l'ausato �e olui he difende la realt�a degli atomi, e si �e propostol'obbiettivo di spiegare la termodinamia su basi meanihe: i�o he noi oggionsideriamo un genuino problema �sio.Dietro le ritihe di Tait (e Kelvin) a Boltzmann '�e una diversa idea sullanatura degli atomi. Per Boltzmann sono palline rigide, quella he Kelvin hiama\monstrous assumption of in�nitely strong and in�nitely rigid piees of matter."Per Kelvin invee \tutti i orpi sono omposti di atomi-vortii in un liquidoperfetto e omogeneo."Il programma di riera di Kelvin risulter�a perdente, ma va qui notato hequanto all'uso della matematia gli atomi-vortii non erano erto pi�u sempliidelle palline di Boltzmann. La ontroversia stava in quale dovesse essere lasorgente delle idee per il �sio teorio: per Kelvin (ome poi anhe per Mah)le palline di Boltzmann sono pure fantasie, mentre i vortii sono osservabili susala marosopia, in esperimenti reali.Oggi possiamo dire he la posizione di Boltzmann appare pi�u moderna,antiipa il suessivo sviluppo della �sia teoria. Non oorre he alla base diuna teoria i siano oggetti direttamente osservabili; i�o he onta �e he dallateoria sia possibile dedurre previsioni veri�abili.Geometria e realt�aFino al primo '800 la matematia, in partiolare la geometria, desrive larealt�a. Poi ominia un progressivo distao.Gauss (1817):Mi vado sempre pi�u onvinendo he la neessit�a della nostra geometria non pu�oessere dimostrata; almeno non lo pu�o dall'intelletto umano [: : : ℄ la geometriaandrebbe quindi atalogata non on l'aritmetia, he �e puramente aprioristia,ma on la meania.Qui si vede he Gauss ominia a prendere osienza del fatto he la mate-matia �e ostruzione astratta, e non rispehia neessariamente la realt�a.4



Riemann (1854):Le propriet�a he distinguono lo spazio dalle altre variet�a tridimensionali one-pibili, sono da dedursi eslusivamente dall'esperienza.Riemann ha fatto un passo ulteriore: ha visto he sono possibili in�nitegeometrie (anhe in pi�u di 3 dimensioni) e distingue hiaramente la reazione diun ente matematio dal modello matematio della realt�a fenomenia.Lentamente la matematia aquista la posizione he oggi onosiamo, di o-struzione ipotetio-deduttiva, del tutto autonoma rispetto alla realt�a. In pa-rallelo, avanza la speializzazione: i matematii ominiano a non interessarsipi�u troppo alla �sia (on importanti eezioni, ome per es. Poinar�e) e i �siiperdono ontatto on le parti pi�u avanzate della matematia.: : : l'animo mi si �e riempito di un grande rispetto per la matematia, la partepi�u sottile della quale avevo �nora onsiderato, nella mia dabbenaggine, un purolusso.Qui Einstein in una lettera del 1912 a Sommerfeld si riferise al \alolodi�erenziale assoluto" di Rii Curbastro e Levi-Civita, al quale era stato iniziatoda Grossmann e he sarebbe stato strumento deisivo per la sua \teoria generaledella relativit�a."L'evoluzione ontinua nel 20-mo seolo, attraverso un sempre pi�u avanzatoproesso di astrazione, di ui riparleremo.La \irragionevole eÆaia"Questo progressivo distao e astrazione, ui abbiamo appena aennato,fa sorgere un problema, he Wigner presenta nel titolo di un suo famoso sritto:The Unreasonable E�etiveness of Mathematis in the Natural Sienes (l'irra-gionevole eÆaia della matematia nelle sienze della natura).Ovvero: ome e perh�e la matematia riese a spiegare il mondo reale? (A quantomi riese di apire, Wigner non d�a una risposta.) Lo stesso problema viene postoda Einstein al modo seguente:Com'�e possibile he la matematia, pur essendo dopo tutto un prodotto del pen-siero umano, he �e indipendente dall'esperienza, si adatti os�� mirabilmente aglioggetti della realt�a?Azzardo un tentativo di risposta: si pu�o forse dire he la matematia �eun \epifenomeno," o forse meglio una \propriet�a emergente" dell'evoluzione delpensiero umano. In questo senso non �e vero, almeno all'inizio, he essa sia\indipendente dall'esperienza," ome ritiene Einstein.Quanto alla sua eÆaia, non ha forse niente di misterioso: dipende dallasua estrema essibilit�a. In larga misura si pu�o dire he qualunque sia il problemao la situazione he abbiamo di fronte, esiste la possibilit�a di reare una strutturamatematia adeguata al problema o alla situazione.5



Un po' ome (per quello he vale l'analogia) i alolatori, pur essendo inizial-mente nati per sopi assai limitati (assistere nel alolo numerio) sono ormaistrumenti veramente (non solo teoriamente, nel senso di Turing) universali,adatti a una larghissima variet�a di appliazioni.Aluni esempi { 1. Il tempo newtonianoQuesto �e un ottimo esempio iniziale, per esaminare il ruolo della matematianella �sia lassia. Infatti la matematizzazione del tempo nella �sia lassia �eos�� semplie (almeno in apparenza) he di solito non viene neppure rilevato hesi tratta di un passo essenziale e rio di onseguenze per la teoria. Inoltre lastruttura matematia assunta per il tempo non �e direttamente imposta (e forseneppure suggerita) dall'evidenza sperimentale.La struttura matematia si riassume nell'asserzione he segue:il modello matematio del tempo �sio �e la retta reale.Dobbiamo ora disutere il ontenuto �sio di quest'asserzione.Vediamo anzitutto in parole he osa stiamo a�ermando. Con quella sem-plie proposizione abbiamo fatto in realt�a parehie ipotesi sulla natura �siadel tempo: stiamo diendo he il tempo �e{ assoluto{ unidimensionale{ non rami�ato{ orientato{ non hiuso{ in�nito in entrambi i sensi{ ontinuoe probabilmente on i�o non abbiamo esaurito tutto il ontenuto del temponewtoniano.Alune delle propriet�a enuniate non rihiedono partiolari ommenti: �e bennoto he osa vuol dire he il tempo �e unidimensionale, in�nito, orientato. Mala base sperimentale di tutte queste propriet�a non �e ovvia. Non voglio dire hei sia qualosa da mettere in disussione, ma solo he l'evidenza sperimentale �etutt'altro he diretta. (Anhe se qualosa viene realmente disussa: sto pensandoal problema del verso del tempo, he non si pu�o dire sia de�nitivamente risolto.)Di fatto �e solo il suesso della teoria he si sviluppa su queste basi, a garantirehe le basi sono ragionevoli.Dire he il tempo non �e hiuso e non �e rami�ato pu�o sembrare una banalit�adi ui non vale la pena disutere. Ma non si tratta qui di mettere in disussionela osa: si vuole solo evidenziare 6



a) he tutto i�o fa parte della struttura del tempo newtonianob) he pi�u he di vere e proprie basi sperimentali, si dovrebbe parlare di as-sunzioni �loso�he.Ci sono esempi di ulture he hanno mantenuto (e forse in qualhe aso manten-gono anor oggi) visioni diverse. Penso alla tradizione dell'\eterno ritorno" nelpensiero greo, e a erte �loso�e orientali.�E vero he non abbiamo aluna prova in favore, poniamo, di un tempoilio, ma �e altrettanto vero he non i sono vere e proprie prove in ontrario.Al pi�u possiamo dire he la visione newtoniana rispehia in modo adeguatole nostre onosenze sperimentali (he per�o al livello osmologio sono anorapiuttosto sarse).Il tempo ontinuoLa aratteristia matematia al tempo stesso pi�u \evidente" e meno veri�-abile sperimentalmente �e la ontinuit�a del tempo: la sua rappresentazione sullaretta reale, anzih�e ad es. sulla retta razionale.Dal puro lato sperimentale non i sarebbe alun bisogno di numeri realiper desrivere il tempo. Dato he anhe l'insieme dei razionali �e denso, oi solirazionali potremmo ostruire intervalli pioli a piaere, e ne avremmo omunquein abbondanza rispetto a qualunque esperimento, he ha sempre un margined'inertezza nelle misure. Allora perh�e usare i reali? La neessit�a di riorrereai reali nase da un'esigenza teoria: gi�a la meania galileiana ha bisogno deireali.La semplie legge di aduta dei gravi i dimostra he i razionali non bastano:posto s = 12 g t2se vogliamo he per qualunque s esista una soluzione t dobbiamo operare in uninsieme numerio nel quale sia sempre possibile estrarre la radie quadrata.Gi�a Galileo �e onsapevole del problema e dell'esigenza della ontinuit�a:in pi�u oasioni ad es. srive he un grave he parte dalla quiete \passa perin�niti gradi di veloit�a." Ossia he omunque selta una veloit�a, esiste un t alquale il grave ha quella veloit�a; e lo stesso vale per lo spazio perorso.Ovviamente Galileo non dispone dei onetti dell'analisi dell'800: la sua so-luzione �e di riorrere alla rappresentazione geometria, in quanto la retta eulideaostituise un modello ompleto della retta reale. Quindi il ontinuo riorso heGalileo fa nei Disorsi a dimostrazioni geometrihe non �e he la forma he assu-me, nella sua situazione storia, l'esigenza teoria he si dieva.Oggi siamo pi�u smaliziati, e sappiamo he i reali risolvono ompletamenteil problema (e non solo per il moto uniformemente aelerato) grazie al teoremadella funzione ontinua. Se si assume he lo spazio perorso sia funzione on-tinua del tempo, siamo erti he in un dato intervallo potremo trovare almeno7



un istante al quale il orpo oupa una qua-lunque posizione ompresa fra quelle assunteall'inizio e alla �ne.
t

sRiassumendoLa matematizzazione newtoniana deltempo rahiude in un solo onetto unaquantit�a di propriet�a �sihe del tempo, alu-ne delle quali sono approssimativamente ri-avate dall'esperienza, ma altre vanno erta-mente al di l�a. Inoltre almeno la ontinuit�a �esolo un'esigenza interna alla teoria, alla qua-le non orrisponde aluna base sperimentale.Pi�u brevemente: la matematizzazione (e quindi la teoria �sia) �e indotta,suggerita dall'esperienza, ma va oltre. Si noter�a he questa �e esattamente laposizione di Einstein he abbiamo itata sopra:L'esperienza pu�o suggerire i onetti matematii appropriati, i quali per�o non sipossono ertissimamente dedurre da essa.Con i�o non stiamo dimentiando o sottovalutando il ruolo dell'esperienza:la teoria pu�o e deve essere messa alla prova: non solo in quanto deve spiegarei fatti gi�a noti, ma anhe in quanto deve essere apae di prevedere fatti nuovi :he si tratti del pianeta Nettuno oppure del bosone di Higgs. �E quello he sihiama il \potere predittivo" di una teoria.Anora Einstein:L'esperienza resta, naturalmente, il solo riterio dell'utilit�a �sia di una ostru-zione matematia.Aluni esempi { 2. I vettoriPer illustrare meglio il ruolo he oupano in �sia le strutture matematiheastratte, riorriamo a un altro esempio: quello dei vettori.Il alolo vettoriale ha origine agli inizi dell'800, e trova una prima siste-mazione oi quaternioni di Hamilton. La pi�u ompleta appliazione alla �sia �eil Treatise di Maxwell (1873). Tuttavia i quaternioni non raggiunsero mai unagrande popolarit�a, e anzi il loro impiego rese diÆile la lettura dell'opera diMaxwell. Solo poo pi�u di un seolo fa Gibbs svilupp�o la notazione he anoroggi prevale in tutta la �sia.L'adozione del alolo vettoriale non �e stata per�o n�e unanime n�e rapida:anora a met�a dello sorso seolo, ad esempio, i prinipali testi di meaniaeleste non ne faevano uso. 8



Vettori e omponentiCi�o he interessa qui disutere �e la relazione tra i vettori ome oggetti ma-tematii astratti | e tuttavia direttamente legati a enti �sii signi�ativi | e laloro rappresentazione artesiana, per mezzo di terne di numeri reali.La situazione �e in erto modo onittuale. Da un lato �e oggi aettato datutti he un vettore �e la desrizione matematia pi�u naturale e intrinsea di unaveloit�a o di una forza. (Col termine \intrinsea" intendo appunto he l'asso-iazione ad es. tra una forza e un vettore �e diretta, indipendente dall'adozionedi un sistema di oordinate.) I vettori sono enti astratti, in quanto de�niti dalleloro propriet�a, a ominiare dalla legge di omposizione (la \somma" vettoria-le). Dall'altro lato, non �e a�atto omune al livello della suola seondaria su-periore, e in erta misura anhe al livello universitario, la apait�a di lavorareoi vettori ome strutture base per aloli pratii, per la risoluzione di problemionreti. Quasi sempre si tende, il pi�u presto possibile, a passare alle omponenti.�E probabile he nella mente di molti studenti un vettore venga pensatosolo ome un'abbreviazione per intendere la terna delle omponenti artesiane.Insomma, solo un modo eonomio per srivere una sola equazione al posto ditre; ma sotto sotto si pensa he \in realt�a" le equazioni sempre tre sono!Vediamo un esempio assai semplie. Non redo di aver mai visto uno stu-dente he al primo anno di universit�a sriva spontaneamente la legge oraria delmoto di un proiettile nella forma~s = ~v0t+ 12 ~g t2:Questa �e pi�u espressiva della forma artesiana, perh�e mostra \a vista" he ilmoto risulta da quello per inerzia modi�ato dalla aduta in direzione vertialedovuta alla gravit�a.Aluni esempi { 3. Il onetto di stato in meaniaQuando nel orso del '700 la meania evolve da meania del punto ameania dei sistemi e dei orpi rigidi, si fa strada l'idea he le posizioni e leveloit�a delle parti he ompongono un sistema �sio possono essere desritte inpi�u modi, usando svariati sistemi di oordinate. Ci�o riese partiolarmente utileper i sistemi vinolati, in quanto segliendo oordinate \adattate" ai vinoli leequazioni del moto si sempli�ano.�E dunque possibile usare indi�erentemente diverse oordinate, e srivere leequazioni del moto in una stessa forma, usando un'unia funzione (la lagran-giana). Questa assume espressioni diverse a seonda delle oordinate, ma �einvariante in valore.Oorre tempo perh�e si arrivi a vedere he osa i�o implia: la strutturamatematia pi�u aderente alla realt�a �sia deve essere pi�u astratta, svinolata da9



questo o quel sistema di oordinate. Ci si arriva ompiutamente solo nel '900,quando lo spazio delle on�gurazioni viene visto ome variet�a di�erenziabile.Il passo suessivo nell'astrazione �e legato alla questione del determinismo.Il moto �e determinato dalla onosenza (a un erto istante) di posizione e veloit�adi tutti i punti del sistema: queste informazioni si riassumono nell'idea di stato,espressa da q e _q o da q e p nel formalismo hamiltoniano.L'insieme degli stati possibili ostituise lo spazio delle fasi (anh'esso unavariet�a di�erenziabile). Lo stato di un sistema meanio non �e he un punto ditale variet�a. Il moto del sistema �e una urvanella variet�a, parametrizzata dalla variabiletempo. La dinamia del sistema onsiste nelsapere ome evolve lo stato nel tempo a par-tire da un qualunque stato iniziale.In forma di�erenziale i�o signi�a ono-sere, per ogni punto dello spazio S delle fasi,la veloit�a del suo moto. L'insieme di questeveloit�a, date punto per punto, �e un ampodi veloit�a. Siamo os�� arrivati al sistema di-namio della meania moderna.RiassumendoAbbiamo visto he la orrispondenza pi�u naturale tra il sistema �sio on lesue leggi da un lato, e la desrizione matematia dall'altro, si ottiene per mezzodi strutture matematihe relativamente astratte. Dove \relativamente" va intesonel onfronto on onetti ritenuti pi�u \onreti," quali le oordinate artesiane.Quindi parlare di strutture matematihe astratte non signi�a a�atto al-lontanarsi dalla realt�a �sia, e neppure dall'intuizione di questa.Fisia lassia e matematia astrattaI pohi esempi he abbiamo visto hanno mostrato he strutture matematihenon banali e deisamente astratte sono neessarie gi�a per la orretta desrizionedella �sia lassia. Tuttavia questa non �e la tradizione didattia, a nessun livellosolastio.Ritengo he la ragione sia essenzialmente storia (delle ragioni didattihedir�o qualosa alla �ne). �E un fatto he la matematia neessaria �e stata svi-luppata quasi sempre dopo, quando la ostruzione della teoria �sia aveva presodelle \soriatoie," riorrendo a strumenti matematii meno raÆnati (e menoespressivi). Insomma, i �sii si sono abituati a \farne a meno," ad \arrangiarsi."Purtroppo tale abitudine si �e ol tempo tramutata nella onvinzione he lanostra maniera di fare sia la sola giusta, e he non i sia niente da imparare.Il prezzo he si paga on tale pregiudizio sono le gravi diÆolt�a in ui i s'imbattequando si arriva alla �sia del 20-mo seolo.10



Matematia e �sia moderna { Il tempo relativistioIl proesso di astrazione e l'impiego della matematia ome peuliare stru-mento aumentano anora on la osiddetta \�sia moderna"; pi�u preisamente,on la relativit�a da una parte, on la meania quantistia dall'altra.Qui dovr�o limitarmi a pohissimi temi, e neho selti due:{ il tempo relativistio{ il onetto di stato in meania quantistia.Non '�e niente di meglio dell'esperimento diHafele e Keating, ormai lassio, per apire lastruttura matematia del tempo relativistio. Dueorologi reali (orologi atomii) girano intorno allaTerra in versi opposti: si osserva he se erano d'a-ordo alla partenza, all'arrivo quello he ha viag-giato verso Est �e leggermente indietro.
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Per omprendere i�o he aade bi-sogna mettersi in un riferimento inerzia-le (RI): si vede allora he sebbene i dueorologi siano partiti e arrivati insieme,le loro linee orarie non sono simmetrihe,a ausa della rotazione terrestre. Rispet-to al riferimento inerziale, quello he vaverso Est ha una veloit�a maggiore: nel-la �gura, fa tre giri mentre l'altro ne fasoltanto uno.Lo spazio-tempo di MinkowskiLa �gura tenta di rappresentare lo spazio-tempo (he naturalmente ha 4dimensioni). Ma soprattutto bisogna leggeri i diversi tempi della relativit�a(RR o RG, per questo aspetto non fa di�erenza).Primo: lo spazio-tempo �e una variet�a 4-dimensionale, nella quale si possonointrodurre (in in�niti modi) delle oordinate. Nell'ambito della RR esistonosistemi di oordinate (SC) privilegiati: quelli assoiati ai RI. In questi SC treoordinate sono spaziali, e una rappresenta il tempo del riferimento: il temposegnato da orologi fermi e opportunamente sinronizzati tra loro.Seondo: lo spazio-tempo �e dotato di una metria, grazie alla quale a ogniurva si pu�o attribuire una lunghezza. Quando la urva �e la linea oraria di unorpo in moto qualsiasi, la sua lunghezza misura il tempo segnato da un orologiohe aompagna il orpo (tempo proprio).11



Ne segue:a) he il tempo proprio in generale di�erise dal tempo del RIb) he se due orpi partono e arrivano insieme dagli stessi punti, ma seguendotraiettorie diverse o anhe solo on leggi orarie diverse, i loro tempi proprisaranno in generale diversi.�E appunto i�o he aade agli orologi sui due aerei nell'esperimento di Hafele eKeating.Si vede bene he per apire la relativit�a oorre fare un'astrazione: lo spazio-tempo �e in erto senso la vera realt�a, ma �e una realt�a he non si vede, non �edirettamente aessibile ai nostri sensi (e quindi anhe alla nostra logia \spon-tanea"). Possiamo fare dei disegni, ma i�o he disegniamo non �e lo spazio-tempo:sono delle rappresentazioni, delle arte geogra�he. E ome sappiamo, le artegeogra�he sono in larga misura arbitrarie: per lo spazio-tempo ome per laTerra.Oorre dunque saper vedere quello he '�e dietro le arte; ma lo spazio-tempo pu�o essere visto solo ome struttura matematia. Eo dunque la mate-matia ome strumento di pensiero.Noterella didattiaL'essenza �sia della relativit�a �e ontenuta nello spazio-tempo e nella suametria. Quindi �e molto importante mettere in primo piano la geometria dellospazio-tempo e i suoi invarianti (la lunghezza, ossia il tempo proprio). Inveedelle oordinate e delle loro trasformazioni, seondo una vehia tradizione: : :Matematia e �sia moderna { Il onetto di stato in meania quan-tistiaL'interferometro detto di Mah-Zehnder �e un eellente esempio per in-trodurre il onetto di stato quantistio. Ai due vertii opposti A e C di unrettangolo si trovano due spehi semiriettenti (\divisori di fasio," o \beamsplitter"); agli altri due vertii B e D i sono invee due spehi normali. A si-nistra di A nella �gura �e posta una sorgente di lue S monoromatia e benollimata (per es. un laser) he possiamo attenuare quanto vogliamo. A destradi C '�e un rivelatore R (pi�u esattamente un fotomoltipliatore).
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Per ominiare, ostruiamo il seondo perorso, inserendo uno shermo opaonel tratto AB (oppure nel tratto DC). Vediamo allora he ogni 100 fotoni emessida S solo 25 (ossia 1/4 del totale) raggiungono R. Se togliamo l'ostruzione sulperorso ADC, e hiudiamo ABC, il risultato �e lo stesso.
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100Togliamo ora le ostruzioni, in modo he i fotoni abbiano libere entrambe lestrade, e proviamo a prevedere il risultato.
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100Il ragionamento da fare sembra del tutto naturale (\logio"): i 50 fotoni hevengono riessi da A arrivano a C da sinistra, e per met�a, ossia 25, attraversa-no C. Gli altri 50 passano per B e raggiungono C dal disotto: di questi, met�avengono riessi verso R. Poih�e 25 + 25 = 50, questa �e la nostra previsione.Eseguiamo la misura: troveremo un qualsiasi numero di fotoni fra 0 e 100.(Ne troveremo 100 nel aso ideale di rettangolo perfetto.) Insomma, il onteggiodei fotoni non �e additivo. Come possiamo usirne?Soluzione del paradossoAbbiamo qui un aso paradigmatio in ui la nostra logia \naturale" a-de in difetto in modo plateale: qui non si tratta davvero di pioli e�etti, madi di�erenze grossolane. La soluzione �e semplie se si prende l'atteggiamen-to giusto: abbandonare le ategorie mentali onsuete, e deidere di ostruirela struttura matematia adatta alla situazione sperimentale, anzih�e erare didestreggiarsi pi�u o meno abilmente on giohi di parole tipo il \dualismo onda{orpusolo." 13



Eo he osa ne die Feynman, ol suo tipio stile irriverente:Per un erto periodo di tempo bisognava essere bravi: per poter dire se la lueonsisteva di onde o di partielle, oorreva sapere quale esperimento si stesseanalizzando.Questo stato di ose onfuso prese il nome di \dualismo onda{orpusolo,"e qualuno invent�o la battuta he la lue era fatta di onde il luned��, meroled��e venerd��, di partielle il marted��, gioved�� e sabato; la domenia, i si pensavasopra!Dobbiamo rinuniare a pensare i fotoni ome partielle nel senso della �-sia lassia (ossia desrivibili on una posizione, una veloit�a, una traiettoria,e.). In partiolare, dobbiamo abbandonare l'idea he lo stato di un fotone siaindividuato da posizione e veloit�a, ome se fosse una palla da tennis: dobbiamoinventare una diversa de�nizione di stato.Nel aso partiolare del nostro esperimento tutto i�o he oorre �e soprirehea) lo stato di un fotone �e desritto da uno o pi�u numeri omplessi, tradizional-mente hiamati ampiezze: uno per iasuna strada he il fotone ha liberaper giungere al rivelatore.b) la fase di questo numero omplesso varia in proporzione al ammino perorso(il tratto in ui la fase varia di 2� �e la de�nizione operativa di \lunghezzad'onda").) le ampiezze si sommano (prinipio di sovrapposizione)d) la probabilit�a di rivelare un fotone �e data dal quadrato del modulo dell'am-piezza risultante.L'apparato matematio della meania quantistia�E noto he una trattazione ompleta della m.q., adatta a tutti i asi hepossono interessare, fa uso di un apparato matematio ben pi�u omplesso. Maa noi importa sottolineare il ambiamento di paradigma, he �e apparso nel a-so semplie dell'interferometro e si mantiene nella trattazione generale. Taleambiamento �e pensabile solo grazie all'impiego di una struttura matematiaastratta e so�stiata, he per�o ha diretta onnessione on gli enti osservabili:{ La ride�nizione dello stato ome vettore o meglio raggio in uno spazio diHilbert sui omplessi.{ Il arattere lineare della teoria (prinipio di sovrapposizione) he produeun'idea nuova, inesistente nella �sia lassia: stati he si sovrappongono einterferisono.{ Il determinismo lassio, trasformato nell'evoluzione (unitaria) del vettoredi stato. 14



Un ommento �loso�o (per quanto ne sono apae)�E ragionevole hiedersi: perh�e mai la relativit�a e anor pi�u la meaniaquantistia rihiedono uno spei�o \strumento di pensiero"? Che osa '�e didiverso rispetto alla �sia preedente?Intanto, non �e del tutto vero he la situazione sia os�� diversa e nuova perla �sia moderna. Abbiamo gi�a visto | proprio questo era lo sopo della primaparte del disorso | he anhe nelle parti pi�u elementari della �sia lassia isi trova in una situazione simile. Tuttavia una di�erenza esiste.In primo luogo perh�e nella �sia moderna la matematia �e molto pi�u \in-vadente" (in senso tenio: �e presente molto pi�u ampiamente e in evidenza).In seondo luogo, perh�e �n tanto he si resta nella �sia lassia si pu�o pensarehe della matematia si possa fare a meno, o quanto meno si possa relegarla nelruolo subordinato di strumento in senso spiiolo: quella he serve per \fare ionti." Che al resto si possa supplire on una qualhe \intuizione �sia."La spiegazione he mi sento di proporre parte da un'osservazione banale:la �sia moderna si oupa di ose del tutto inaessibili ai nostri sensi. Consi-deriamo he anhe i nostri modi di pensiero (razionale) ordinari si sono ostruiti(evoluti), nel orso di migliaia di generazioni, sulla base dell'interazione on larealt�a sensibile. Peri�o non �e strano he essi non siano adatti a guidari quandoproviamo ad andare al di l�a di quella.Seondo la visione he ero di proporre, la matematia �e anh'essa unfrutto dell'evoluzione del pensiero umano, he non trova la propria ragione diverit�a in un mondo trasendente, ed �e aratterizzata dalla sua estrema essibi-lit�a e rihezza di strutture. Nei ragionamenti del �sio la matematia svolgeun ruolo analogo a quello he gli strumenti svolgono per l'osservazione diretta:la metafora \strumento di pensiero" mi sembra appropriata a desrivere questafunzione.Il problema didattioAbbiamo visto he la �sia, speie da un seolo in qua, rihiede l'uso dionetti matematii astratti. D'altra parte abbiamo anhe riordato, on di-versi esempi, he questo proesso di astrazione �e stato tutt'altro he semplie enaturale, e he spesso ha rihiesto deenni o seoli.Ci si deve quindi hiedere: ome si onquista l'astrazione? Il perorso he o-nosiamo dalla storia della sienza �e inevitabile, on la sua lentezza e tortuosit�a,o i sono alternative? �E neessario arrivare all'astrazione per gradi, o esisto-no delle soriatoie? Qui posso al pi�u proporre qualhe spunto di disussione equalhe ipotesi di lavoro.Chiunque insegna onose le molte diÆolt�a he i si trova davanti a ognipasso. L'astrazione sembra un obbiettivo assai ambizioso, he ben raramenteviene toato al termine della suola seondaria, e in genere neanhe nei primi15



anni d'universit�a. Credo per�o he almeno in parte queste diÆolt�a siano originateda due aratteristihe della omune pratia didattia.Da un lato, l'insegnamento della matematia proede su onetti non sol-tanto astratti, ma volutamente e totalmente svinolati da qualunque rihiamoalla realt�a onreta, sia quella della �sia o altra. Cos�� faendo, spesso si ridu-e la matematia a un gioo del tutto formale. Non si fa vedere il proesso diastrazione nel suo nasere, e soprattutto non si rea l'abitudine a muoversi suidue piani :{ quello della realt�a �sia da desrivere in termini matematii{ quello del modello matematio da interpretare on riferimento a oggettionreti.Dall'altro, l'insegnamento della �sia era di supplire alle diÆolt�a degliallievi nell'uso degli strumenti matematii, faendovi riorso il minimo possibile.Si era di aggirare gli ostaoli trasurando di mettere in evidenza quel ruolodello strumento matematio, di ui abbiamo ampiamente disusso.L'ideale (estremistio) diventa una \�sia senza matematia."Una \onvergenza degli opposti"Un aspetto paradossale �e he si realizza una onvergenza della visione pla-tonista del matematio e di quella pragmatista del �sio. Entrambi �nisono peronvinere i ragazzi he le strutture matematihe sono realt�a.I teoremi della geometria eulidea sono le propriet�a dello spazio �sio. I nu-meri esistono in s�e, ed �e quindi naturale assoiarli alle misure, perh�e una gran-dezza ha un valore. Eetera.Oorre ombattere questa tendenza, forse spontanea (?), a vedere le strut-ture matematihe ome realt�a. Bisogna portare gli allievi a onvinersi hesi tratta invee di desrizioni o rappresentazioni (tutt'altro he banali, ad es.perh�e fortemente strutturate!) he ostituisono il risultato del lavoro di om-prensione teoria della realt�a �sia.Ovvio he un tale programma va perseguito on estrema gradualit�a. Si do-vrebbe iniziare preparando il terreno nei asi pi�u semplii, ome quello del tempo.Anhe in questo aso, tuttavia, sarebbe prematuro a�rontare espliitamente ilproblema dell'astrazione �n dall'inizio dello studio della inematia: la maturit�adegli allievi non lo onsente. Ne segue in modo naturale una proposta insolitarispetto alla stesura tradizionale dei \urriola": su aluni argomenti sarebbeopportuno ritornare, in modo da approfondire aspetti he nella prima presenta-zione non potevano essere disussi.Un'obiezionePosso aspettarmi un'obiezione: estrema gradualit�a, ritornare per approfon-dire: : : Chi e lo d�a il tempo? Onestamente, non ho la risposta pronta. Ma se16



vogliamo he l'insegnamento sienti�o (della �sia in partiolare) lasi qualhetraia, il problema non pu�o essere eluso: oorre studiare le possibili soluzioni,tenendo presenti insieme l'esigenza generale e le ondizioni onrete dell'insegna-mento. Non dovremmo mai dimentiarene.Bibliogra�aLe itazioni di Einstein sono tratte daF.S.C. Northrop: \La onezione della sienza di Einstein" in Albert Einstein,sienziato e �losofo a ura di P.A. Shilpp (Ed. Sienti�he Einaudi, 1958).La itazione di Hamilton �e a p. 61 diE. Bellone: Il mondo di arta (Mondadori, 1976).Le itazioni di Gauss e Riemann sono risp. a p. 195 e 220 diC.W. Misner, K.S. Thorne, J.A. Wheeler: Gravitation (Freeman, 1973).La itazione di Feynman �e inQED { The Strange Theory of Light and Matter, p. 23 (Prineton 1985).
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