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1. Tra l'empirismo e il platonismo

Quale sia il ruolo della matemati
a nella 
ostruzione e nell'insegnamento

della �si
a, �e un problema 
he ha fatto dis
utere a lungo, e an
ora far�a dis
utere

in futuro. Senza la minima pretesa di 
ompletezza n�e di pre
isione, voglio qui

ri
ordare solo al
une tesi estreme.

Si trova da un lato un atteggiamento 
he potrei de�nire empiristi
o: la ma-

temati
a �e un utile strumento, da impiegare quando ve ne sia la ne
essit�a, ma

non �e la �si
a, 
he usa altre 
ategorie 
on
ettuali, altri metodi, altri fondamenti

epistemologi
i. Non solo: �e bene \
on�nare" l'impiego della matemati
a, per

evitare 
he le idee e i pro
edimenti �si
i vengano assoggettati all'invadenza del

formalismo, e peggio an
ora, alla supposizione 
he la verit�a �si
a possa essere

\dedotta" per via matemati
a.

Si tratta di una posizione nella quale oggi si ri
onos
ono molti �si
i, spe
ial-

mente sperimentali, ma 
he �e per pi�u aspetti 
ondivisibile an
he da un teori
o.

�

E interessante osservare 
he essa �e tutt'altro 
he re
ente, essendosi manifesta-

ta insieme ai primi sviluppi della �si
a teori
a, 
ome mostra ad es. la seguente


itazione, tratta da [1℄:

\I matemati
i sono inoltre infestati da una presunzione arrogante, ovve-

ro da una in
urabile petulanza, poi
h�e, 
redendosi in possesso di una


ertezza dimostrativa per quanto riguarda gli oggetti della loro s
ienza

parti
olare, essi persuadono se stessi di possedere, in modo analogo,

una 
onos
enza di molte delle 
ose 
he stanno al di l�a della sfera della

loro s
ienza."

Colpis
e s
oprire 
he queste sono parole di William Rowan Hamilton (1836):

quello stesso Hamilton 
he noi oggi 
onos
iamo soprattutto 
ome uno dei fon-

datori della me

ani
a analiti
a, e siamo portati a 
onsiderare pi�u matemati
o


he �si
o.
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Oppure leggiamo l'a

usa di P.G. Tait a Boltzmann (1886), nella des
rizione


he 
e ne d�a Bellone [2℄:

\Tu sostituis
i la matemati
a al pensiero, e 
os�� tradis
i la sana ri
er
a

empiri
a: inve
e di servirti della matemati
a per aiutare il pensiero

nell'indagine sulle 
ose, tu ridu
i le s
ienze �si
he a un vuoto gio
o

di simboli astratti e nas
ondi i ragionamenti dietro una barriera di

`terri�
anti s
hiere di segni'."

Come sappiamo, l'a

usato �e 
olui 
he difende la realt�a degli atomi, e si �e

proposto l'obbiettivo di spiegare la termodinami
a su basi me

ani
he: 
i�o 
he

noi oggi 
onsideriamo un genuino problema �si
o. E non �e un 
aso se an
he


hi non sa molto dell'opera di Boltzmann, ne 
onos
e il nome almeno per
h�e

legato alla famosa 
ostante, 
he in questo se
olo ha gio
ato e gio
a un ruolo

determinante nello studio di un vasto spettro di fenomeni.

Dove la tesi empirista ris
hia di andare oltre il giusto, �e per�o nel sotto-

valutare l'aspetto strutturale della matemati
a, 
he potrebbe essere ridotta a

un sempli
e insieme di pro
edure prati
he per risolvere problemi e des
rivere

relazioni. Ma su questo punto ritorneremo pi�u avanti.

All'altro estremo si pone la visione 
he possiamo 
on si
urezza de�nire pla-

tonista. Qui la matemati
a �e vista 
ome la via per 
ogliere la \vera" essenza

delle 
ose, al di l�a delle apparenze o�erte dai fenomeni. A questa 
orrente viene

talora is
ritto Galileo, a 
ausa del famoso brano del Saggiatore:

\La �loso�a �e s
ritta in questo grandissimo libro 
he 
ontinuamente 
i sta

aperto innanzi a gli o

hi (io di
o l'universo), ma non si pu�o intendere se

prima non s'impara a intender la lingua, e 
onos
er i 
aratteri, ne' quali

�e s
ritto. Egli �e s
ritto in lingua matemati
a, e i 
aratteri son triangoli,


er
hi, e altre �gure geometri
he, senza i quali mezi �e impossibile a

intenderne umanamente parola; senza questi �e un aggirarsi vanamente

per un os
uro laberinto."

Ho detto 
he viene is
ritto, impli
ando 
on 
i�o un personale dissenso, 
he si giu-

sti�
a quando il brano venga 
itato per intero. Infatti le parole 
he ho riportato

sopra sono pre
edute dalle seguenti:

\: : : Parmi, oltre a 
i�o, di s
orgere nel Sarsi ferma 
redenza, 
he nel �lo-

sofare sia ne
essario appoggiarsi all'opinioni di qual
he 
elebre autore,

s�� 
he la mente nostra, quando non si maritasse 
ol dis
orso d'un altro,

ne dovesse in tutto rimanere sterile o infe
onda; e forse stima 
he la

�loso�a sia un libro e la fantasia d'un uomo, 
ome l'Iliade e l'Orlando

Furioso, libri ne' quali la meno importante 
osa �e 
he quello 
he vi �e

s
ritto sia vero. Signor Sarsi, la 
osa non ist�a 
os��. La �loso�a : : : "

Da qui si vede 
he l'a

ento �e in realt�a sul fatto 
he la �loso�a (intesa natu-

ralmente 
ome \�loso�a naturale," ossia \s
ienza" nel linguaggio di oggi) non �e
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fantasia d'un uomo, n�e si fonda sull'autorit�a, ma �e s
ritta nel libro dell'universo.

La matemati
a �e la lingua 
he o

orre 
onos
ere per de
ifrarla.

Con qual
he maggiore ragione si potrebbe de�nire platonista Einstein, se si

guarda ad a�ermazioni 
ome le seguenti [3℄:

\Noi 
i in
hiniamo all'anti
a Gre
ia 
ome alla 
ulla della s
ienza o

i-

dentale. Qui per la prima volta il mondo ha visto il mira
olo di un

sistema logi
o 
he ha pro
eduto a passo a passo, 
on pre
isione tale 
he

ognuna delle sue proposizioni, una volta dedotta, era assolutamente in-

dubitabile; mi riferis
o alla geometria di Eu
lide. Questo ammirevole

trionfo della ragione diede all'intelletto umano la ne
essaria �du
ia in

se stesso per le sue ulteriori 
onquiste. Se Eu
lide non �e rius
ito a e
-


itare il vostro entusiasmo giovanile, non eravate nati per essere degli

s
ienziati."

\La fede in un mondo esterno, indipendente dal soggetto 
he per
epis
e,

�e il fondamento di tutta la s
ienza. Ma poi
h�e le per
ezioni sensoriali


i informano soltanto indirettamente su questo mondo esterno, sulla

realt�a �si
a, soltanto 
on la spe
ulazione essa 
i pu�o diventare 
om-

prensibile."

\La nostra esperienza �nora 
i 
onforta a 
redere 
he la natura sia la rea-

lizzazione delle idee matemati
he pi�u sempli
i 
he si possano 
on
epire.

Io sono 
onvinto 
he, per mezzo di 
ostruzioni puramente matemati
he,

si possano s
oprire i 
on
etti e le leggi 
he li 
ollegano l'un 
on l'altro,


he 
ostituis
ono la 
hiave per la 
omprensione dei fenomeni naturali.

L'esperienza pu�o suggerire i 
on
etti matemati
i appropriati, i quali

per�o non si possono 
ertissimamente dedurre da essa. L'esperienza re-

sta, naturalmente, il solo 
riterio dell'utilit�a �si
a di una 
ostruzione

matemati
a. Ma i prin
ipi 
reativi risiedono nella matemati
a. In un


erto senso, io tengo per vero 
he il pensiero puro possa a�errare la

realt�a, 
ome sognavano gli anti
hi."

Per�o Einstein ha an
he s
ritto:

\Il pensiero puramente logi
o non pu�o dar
i al
una 
onos
enza del mon-

do empiri
o; ogni 
onos
enza della realt�a parte dall'esperienza e termi-

na in essa. Le proposizioni ottenute 
on mezzi puramente logi
i sono


ompletamente vuote per 
i�o 
he riguarda la realt�a. Poi
h�e fu Galileo

a 
apirlo, e poi
h�e, soprattutto, rius
�� a imporlo al mondo s
ienti�
o,

egli �e il padre della �si
a moderna; anzi, di tutta la s
ienza moderna."

\Chiunque abbia veramente approfondito la materia non potr�a negare


he, in prati
a, il mondo dei fenomeni determina in modo univo
o il

sistema teori
o, an
he se non 
'�e nessun ponte logi
o tra i fenomeni e i

loro prin
ipi teori
i."

4



\Le nostre nozioni sulla realt�a �si
a non possono mai essere de�nitive.

Dobbiamo sempre esser pronti a 
ambiare queste nozioni | 
io�e la

sottostruttura assiomati
a della �si
a | per render 
onto dei fatti per-


epiti nel modo logi
amente pi�u perfetto possibile. Ed e�ettivamente

uno sguardo allo sviluppo della �si
a dimostra 
he essa ha subito 
am-

biamenti di enorme importanza, nel 
orso del tempo."

Un altro �si
o teori
o 
he su

essivamente ad Einstein si �e espresso in favore

di una 
on
ezione platoni
a �e P.A.M. Dira
, ossia 
olui 
he su basi puramente

teori
he ha previsto l'esistenza delle antiparti
elle, per le quali al suo tempo non


'erano n�e indizi sperimentali n�e al
una motivazione in altre parti della teoria.

E probabilmente non �e un 
aso se di
hiarazioni a difesa del potere 
reativo della

matemati
a vengono dagli autori di grandi s
operte nate appunto su una pura

base \spe
ulativa," per usare il termine di Einstein.

Ma su Dira
 dovremo tornare per un altro aspetto, 
he to

a pi�u da vi
ino

il tema del nostro dis
orso.

Quanto alla tesi platonista in generale, essa ha an
he un 
erto numero di

sostenitori nell'ambito didatti
o: vi �e infatti 
hi sostiene 
he un appro

io ai 
on-


etti �si
i su base 
he si vuol supporre empiri
a sia in realt�a una misti�
azione o

una grossolana sempli�
azione, e 
he il solo modo per presentare 
orrettamente

la struttura della �si
a sia un appro

io assiomati
o; la veri�
a della 
orrispon-

denza 
on l'esperienza essendo rinviata a un se
ondo momento.

Come forse sar�a gi�a apparso 
hiaro, 
hi s
rive non 
ondivide nessuna delle

due tesi estreme, neppure (o meglio: tanto meno) nella loro appli
azione didatti-


a. La tesi 
he vogliamo qui sostenere �e 
he la matemati
a non �e n�e un sempli
e

strumento prati
o per la �si
a, n�e il suo fondamento 
ostitutivo; essa �e per�o

un indispensabile strumento di pensiero, nel senso 
he la �si
a non si ridu
e in

nessun senso alla matemati
a, ma questa �e ne
essaria | nella sua struttura pi�u

genuina | per 
ostruire il dis
orso �si
o: in tre parole, per pensare la �si
a.

Vedremo 
he 
i�o �e vero gi�a per la �si
a 
lassi
a, ma si mostra in tutta la

sua evidenza quando si passa alla �si
a di questo se
olo.

Prima di 
hiudere questa sezione introduttiva mi sembra opportuno segna-

lare l'esistenza di un'altra visione del rapporto tra matemati
a e �si
a, 
he senza

nessun intento denigratorio potrei de�nire nostalgi
a. Si tratta di questo: il rap-

porto tra matemati
a e �si
a si �e profondamente alterato nell'800, quando le due

s
ienze hanno preso a 
amminare per strade nettamente divergenti. Fino allora

�si
a e matemati
a erano spesso opera delle stesse persone, e i matemati
i erano

molto pi�u attenti agli aspetti 
on
reti, an
he appli
ativi. Il nome pi�u 
aratteri-

sti
o di tale periodo �e quello di Eulero; ma an
he Gauss, del quale riparleremo

pi�u avanti, vi si pu�o is
rivere senza sforzo. La posizione nostalgi
a si ri
hiama a

quell'epo
a feli
e del rapporto �si
a-matemati
a, e vorrebbe ripristinarlo; an
he
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a 
osto di \ri
ostruire" la matemati
a, 
he ha | se
ondo questa visione | \tra-

lignato" dal suo giusto 
ammino. I 
ontinuatori di Eulero non sono infatti, per


hi la pensa 
os��, i matemati
i odierni, ma i �si
i teori
i. Un 
orollario estremo

di questa tesi �e 
he la matemati
a agli studenti di �si
a non dovrebbe essere

insegnata da matemati
i, ma da �si
i.

Non nego 
he an
he il punto di vista nostalgi
o abbia dalla sua parte al
une

valide ragioni, ma lo ritengo po
o realisti
o. Che 
i pia

ia o no, la storia della

s
ienza ha preso un'altra strada, e non potremmo oggi rifarla se
ondo i nostri

desideri. Ri
reare una matemati
a alternativa, pi�u vi
ina alla �si
a, pu�o essere

un a�as
inante programma di ri
er
a: resta da vedere dove sia, alla soglia del

21-mo se
olo, il nuovo Eulero 
apa
e di tanto.

2. Il tempo newtoniano

Per dis
utere il ruolo della matemati
a nella �si
a 
lassi
a, il primo esempio


he prenderemo in esame �e il tempo della me

ani
a newtoniana. La ragione del-

la s
elta �e 
he la matematizzazione del tempo nella �si
a 
lassi
a �e 
os�� sempli
e

(almeno apparentemente) 
he di solito non viene neppure rilevato 
he si tratta


omunque di un passo essenziale e ri

o di 
onseguenze per la teoria. E 
he,

in ogni 
aso, nella struttura matemati
a assunta per il tempo non 
'�e niente di

autoevidente e tanto meno di ne
essario. La struttura matemati
a �e sempli
e,


ome abbiamo detto, e si riassume nell'asserzione 
he il tempo �si
o �e isomorfo

(o meglio omeomorfo) alla retta reale. Dobbiamo ora dis
utere il 
ontenuto �si
o

di questa asserzione.

Vediamo anzitutto in parole 
he 
osa stiamo a�ermando. Con quella sem-

pli
e proposizione abbiamo fatto in realt�a pare

hie ipotesi sulla natura �si
a

del tempo: stiamo di
endo 
he il tempo �e

{ unidimensionale

{ illimitato

{ in�nito in entrambi i sensi

{ non rami�
ato

{ non 
hiuso

{ orientato

{ 
ontinuo

{ assoluto

e probabilmente 
on 
i�o non abbiamo esaurito tutto il 
ontenuto del tempo

newtoniano.

Al
une delle propriet�a enun
iate non ri
hiedono parti
olari 
ommenti: �e ben

noto 
he 
osa vuol dire 
he il tempo �e unidimensionale, illimitato, in�nito, orien-

tato. Ci baster�a solo rilevare 
ome non sia del tutto ovvio 
he tutte queste

propriet�a abbiano una base sperimentale fuori dis
ussione.
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Dire 
he il tempo non �e 
hiuso e non �e rami�
ato pu�o sembrare una banalit�a

di 
ui non vale la pena dis
utere. Ma non si tratta qui di mettere in dis
ussione

la 
osa: si vuole solo evidenziare 
he 
omunque noi stiamo asserendo tutto 
i�o,

e 
he pi�u 
he di vere e proprie basi sperimentali, si dovrebbe se mai parlare

di assunzioni �loso�
he. Tanto �e vero 
he si possono trovare esempi di 
ulture


he hanno mantenuto (e forse in qual
he 
aso mantengono an
or oggi) visioni

diverse. Penso da un lato alla tradizione dell'\eterno ritorno" nel pensiero gre
o,

dall'altro a 
erte �loso�e orientali.

Il fatto 
he le 
ulture 
he vedono il tempo in modo diverso siano 
ulture

pre- oppure a-s
ienti�
he, non 
ostituis
e una vera obiezione: non �e a�atto detto


he non si potrebbe dare a queste idee una forma s
ienti�
a.

�

E naturalmente

vero 
he non abbiamo al
una prova in favore, poniamo, di un tempo 
i
li
o, ma �e

altrettanto vero 
he non 
i sono vere e proprie prove in 
ontrario: al pi�u possiamo

dire 
he la visione newtoniana rispe

hia in modo adeguato le nostre 
onos
enze

sperimentali (salvo quando si arriva al livello 
osmologi
o, 
ui a

enneremo pi�u

avanti).

Ma forse la 
aratteristi
a matemati
a al tempo stesso pi�u \evidente" eppure

meno veri�
abile sperimentalmente �e la 
ontinuit�a del tempo: in altre parole, la

rappresentazione sulla retta reale, anzi
h�e ad es. sulla retta razionale.

�

E pi�u 
he ovvio 
he dal puro lato sperimentale non 
i sarebbe al
un bisogno

di numeri reali per des
rivere il tempo: dato 
he an
he l'insieme dei razionali

�e denso, 
oi soli razionali potremmo 
ostruire intervalli pi

oli a pia
ere, e ne

avremmo 
omunque in abbondanza rispetto a qualunque esperimento, 
he ha

sempre un margine d'in
ertezza nelle misure.

In e�etti la ne
essit�a di ri
orrere ai reali �e un'esigenza teori
a: gi�a la me
-


ani
a galileiana ha bisogno dei reali, 
ome vedremo subito. La sempli
e legge

di 
aduta dei gravi 
i dimostra 
he i razionali non bastano: posto

s =

1

2

g t

2

si vede 
he se vogliamo 
he per qualunque s esista una soluzione t dobbiamo

operare in un insieme numeri
o nel quale sia sempre possibile estrarre la radi
e

quadrata.

�

E interessante osservare 
he gi�a Galileo �e 
onsapevole del problema e del-

l'esigenza della 
ontinuit�a: in pi�u o

asioni ad es. s
rive 
he un grave 
he parte

dalla quiete \passa per in�niti gradi di velo
it�a," ossia 
he 
omunque s
elta

una velo
it�a, esiste un t al quale il grave ha quella velo
it�a; e lo stesso di
asi

per lo spazio per
orso. Ovviamente Galileo non dispone dei 
on
etti dell'anali-

si dell'800: la sua soluzione �e di ri
orrere alla rappresentazione geometri
a, in

quanto la retta eu
lidea, an
he se in forma non assiomati
amente rigorosa (si

ri
ordi 
he il punto debole dell'assiomati
a eu
lidea �e proprio nell'assenza dei

postulati di ordine e di 
ontinuit�a) 
ostituis
e un modello 
ompleto della retta

reale.
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Quindi il 
ontinuo ri
orso 
he Galileo fa nei Dis
orsi a dimostrazioni geo-

metri
he non �e 
he la forma 
he assume, nella sua situazione stori
a, l'esigenza

teori
a 
he si di
eva.

Oggi siamo pi�u smaliziati, e sappiamo 
he i reali risolvono 
ompletamente

il problema (e non solo per il moto uniformemente a

elerato) grazie al teorema

della funzione 
ontinua: se si assume 
he lo spazio per
orso sia funzione 
ontinua

del tempo, siamo 
erti 
he in un dato intervallo potremo trovare almeno un

istante al quale il 
orpo o

upa una qualunque posizione 
ompresa fra quelle

assunte all'inizio e alla �ne (�g. 1).

Riassumendo: la matematizzazione newtoniana del tempo ra

hiude in un

solo 
on
etto una quantit�a di propriet�a �si
he del tempo, al
une delle quali sono

approssimativamente ri
avate dall'esperienza, ma altre vanno 
ertamente al di

l�a. Inoltre almeno la 
ontinuit�a �e solo un'esigenza interna alla teoria, alla quale

non 
orrisponde al
una base sperimentale. Pi�u brevemente: la matematizzazione

(e quindi la teoria �si
a) �e indotta, suggerita dall'esperienza, ma va oltre.

Si noter�a 
he questa �e esattamente la posizione di Einstein 
he abbiamo


itata sopra.

Con 
i�o non stiamo dimenti
ando o sottovalutando il ruolo dell'esperienza:

la teoria pu�o e deve essere messa alla prova: non solo in quanto deve spiegare

i fatti gi�a noti, ma an
he in quanto deve essere 
apa
e di prevedere fatti nuovi :


he si tratti del pianeta Nettuno oppure del quark top.

�

E quello 
he si 
hiama

il \potere predittivo" di una teoria.

3. Lo spazio eu
lideo

Sul tema dello spazio sar�o molto pi�u breve, quanto meno per ragioni di

e
onomia generale; ma an
he per
h�e in parte dovrei ripetere 
ose gi�a dette a

proposito del tempo.

L'aspetto pi�u interessante nel nostro 
ontesto �e la 
onvinzione, 
he ha resi-

stito �no alla �ne del '700, 
he la struttura eu
lidea dello spazio �si
o non fosse

una possibilit�a fra altre, da s
egliere in base all'esperienza, ma fosse inve
e l'u-

ni
a possibile. Ci�o in realt�a era dovuto al fatto 
he an
he nella pura matemati
a

non si 
on
epiva la possibilit�a logi
a di una geometria diversa, e insieme alla non


hiara separazione fra l'arbitrariet�a delle strutture matemati
he e le propriet�a

del mondo �si
o.

Solo a 
avallo fra '700 e '800 si 
onquista la possibilit�a di geometrie al-

ternative (non eu
lidee), ma per molto tempo permane la 
onvinzione 
he si

tratti 
omunque di 
ostruzioni arti�
iose, senza rapporto 
on la realt�a. Nel 1817

Gauss [4℄ s
rive:

\Mi vado sempre pi�u 
onvin
endo 
he la ne
essit�a della nostra geome-

tria non pu�o essere dimostrata; almeno non lo pu�o dall'intelletto uma-

8



no [: : : ℄ la geometria andrebbe quindi 
atalogata non 
on l'aritmeti
a,


he �e puramente aprioristi
a, ma 
on la me

ani
a."

La 
onvinzione di Gauss lo spinge a una veri�
a sperimentale: misura la

somma degli angoli interni del triangolo formato dai raggi di lu
e 
he 
ongiungo-

no le 
ime di tre montagne, allo s
opo di de
idere sperimentalmente la validit�a

della geometria eu
lidea. La misura 
onferma (entro gli errori) la geometria eu-


lidea: sappiamo 
he per s
oprire le deviazioni previste dalla relativit�a generale

egli avrebbe dovuto disporre di strumenti irrealizzabili an
or oggi, per pare

hi

ordini di grandezza.

Nel 1854 �nalmente Riemann a�erma [5℄:

\Le propriet�a 
he distinguono lo spazio dalle altre variet�a tridimensionali


on
epibili, sono da dedursi es
lusivamente dall'esperienza."

aprendo 
os�� la strada al lavoro di Einstein, 60 anni dopo.

Sulla geometria non eu
lidea, e sul problema posto dalla relativit�a generale

all'intuizione �si
a, dovremo 
omunque tornare al momento opportuno.

4. Le prime astrazioni: la me

ani
a lagrangiana

Quando nel 
orso del '700 la me

ani
a evolve da me

ani
a del punto a

me

ani
a dei sistemi e dei 
orpi rigidi (stimolata tra l'altro dallo sviluppo del-

l'industria, delle ma

hine utensili, dei motori termi
i) si fa strada lentamente

l'idea 
he le posizioni e le velo
it�a delle parti 
he 
ompongono un sistema �si
o

possono essere des
ritte in pi�u modi, usando svariati sistemi di 
oordinate. Ci�o

ries
e parti
olarmente utile per i sistemi vin
olati, in quanto s
egliendo 
oordi-

nate \adattate" ai vin
oli, le equazioni del moto si sempli�
ano.

Nas
e 
os�� la me

ani
a analiti
a 
he oggi 
onos
iamo, 
on le sue \
oordina-

te lagrangiane" e 
on una des
rizione generale delle leggi del moto non ristretta

all'adozione delle originarie 
oordinate 
artesiane, legate alla struttura dello spa-

zio geometri
o.

La possibilit�a di usare indi�erentemente diverse 
oordinate, e di s
rivere le

equazioni del moto in una stessa forma, usando un'uni
a funzione (la lagrangia-

na) 
he assume espressioni diverse a se
onda delle 
oordinate, ma �e invariante

in valore, suggeris
e 
he dietro alla moltepli
it�a delle 
oordinate possibili vi sia

qual
osa di pi�u profondo, e pi�u direttamente aderente alla realt�a �si
a. Tutta-

via questa 
onquista ri
hieder�a an
ora pare

hio tempo: una formulazione della

me

ani
a per mezzo di una struttura matemati
a intrinse
a si realizzer�a sol-

tanto in questo se
olo, e possiamo dire 
he in realt�a �e tutt'altro 
he a�ermata

an
he nella tradizione didatti
a universitaria.

5. I vettori

Forse per illustrare meglio il punto 
onviene ri
orrere a un altro esempio,


onnesso ma pi�u sempli
e: quello dei vettori. Il 
al
olo vettoriale ha origine
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agli inizi dell'800, e trova una prima sistemazione 
oi quaternioni di Hamilton.

La pi�u 
ompleta appli
azione alla �si
a �e il Treatise di Maxwell (1873). Tuttavia

i quaternioni non raggiunsero mai una grande popolarit�a, e anzi il loro impiego

rese diÆ
ile la lettura dell'opera di Maxwell. Solo un se
olo fa Gibbs svilupp�o

la notazione 
he an
or oggi prevale in tutta la �si
a. L'adozione del 
al
olo

vettoriale non �e stata per�o n�e unanime n�e rapida: an
ora a met�a di questo

se
olo, ad esempio, i prin
ipali testi di me

ani
a 
eleste non ne fa
evano uso.

Ma 
i�o 
he interessa qui dis
utere �e la relazione tra i vettori 
ome oggetti

matemati
i astratti | e tuttavia direttamente legati a enti �si
i signi�
ativi |

e la loro rappresentazione 
artesiana, per mezzo di terne di numeri reali.

Vogliamo sottolineare una situazione in 
erto modo 
on
ittuale: da un lato

�e oggi a

ettato da tutti 
he un vettore �e la des
rizione matemati
a pi�u naturale

e intrinse
a di una velo
it�a o di una forza (dove 
ol termine \intrinse
a" intendo

appunto 
he l'asso
iazione ad es. tra una forza e un vettore �e diretta, indipen-

dente dall'adozione di un sistema di 
oordinate). I vettori sono enti astratti,

in quanto de�niti dalle loro propriet�a, a 
omin
iare dalla legge di 
omposizione;

tuttavia non �e a�atto 
omune al livello della s
uola se
ondaria superiore, e in


erta misura an
he al livello universitario, la 
apa
it�a di lavorare 
oi vettori 
ome

strutture base per 
al
oli prati
i, per la risoluzione di problemi 
on
reti. Quasi

sempre si tende, il pi�u presto possibile, a passare alle 
omponenti.

E non �e del tutto fuori luogo il dubbio 
he in realt�a nella mente di molti

studenti un vettore venga pensato solo 
ome un'abbreviazione per intendere

la terna delle 
omponenti 
artesiane. Insomma, �e solo un modo e
onomi
o per

s
rivere una sola equazione al posto di tre, ma sotto sotto si pensa 
he \in realt�a"

le equazioni sempre tre sono!

La possibilit�a di operare direttamente 
on vettori si basa naturalmente sul

fatto 
he su di essi sono de�nite 
erte operazioni (somma, prodotto 
on uno

s
alare). Ma �e proprio l'impiego diretto di queste operazioni 
he ries
e diÆ
ile:

si tende a interpretare la somma dei vettori 
ome un'abbreviazione per \la som-

ma a due a due delle 
omponenti," e 
os�� via. Purtroppo spingono nella stessa

direzione tanto l'insegnamento, 
he a volte per aiutare gli allievi insiste su questa

presentazione, quanto l'uso del termine \vettore" nel linguaggio informati
o per

intendere esattamente una n-pla di numeri.

Fa

iamo qual
he esempio assai sempli
e. Non 
redo di aver mai visto uno

studente 
he al primo anno di universit�a s
riva spontaneamente la legge oraria

del moto di un proiettile nella forma

~s = ~v

0

t+

1

2

~g t

2

(
on ovvio signi�
ato dei simboli). Questa �e pi�u espressiva della forma 
artesiana,

per
h�e mostra \a vista" 
he il moto risulta da quello per inerzia (~v

0

t) modi�
ato

dalla 
aduta in senso verti
ale dovuta alla gravit�a (�g. 2).
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Se
ondo esempio: nel 
lassi
o problema del piano in
linato la soluzione 
he

tutti gli studenti (e 
redo tutti i testi) presentano 
onsiste nello \s
omporre"

la forza di gravit�a nelle due 
omponenti tangente e normale al piano; di
endo

poi 
he la 
omponente normale \�e annullata (o 
ompensata) dalla reazione del

piano," per 
ui resta solo quella tangente, e

. (�g. 3).

Un tale appro

io �e po
o soddisfa
ente per due motivi: in primo luogo,

la s
omposizione non 
orrisponde a nessun fatto �si
o reale; in se
ondo luogo,

si attribuis
e alla reazione vin
olare la magi
a propriet�a di annullare la 
ompo-

nente normale.

Un ragionamento pi�u soddisfa
ente pro
ede 
ome segue. Quando si poggia

il 
orpo sul piano, la forza presente inizialmente �e una sola: il peso. Per
i�o il


orpo viene spinto 
ontro il piano, e lo deforma. Ne segue una reazione del piano,

in direzione normale, 
he 
res
e (�g. 4) �no a quando la forza risultante non fa

pi�u muovere il 
orpo 
ontro il piano, ma solo in direzione tangenziale. Dunque

la 
ondizione di regime �e tale 
he la risultante del peso e della reazione vin
olare

sia tangente al piano. Ne segue la �g. 5 per il diagramma delle forze, e da qui si

ri
avano le solite 
on
lusioni.

In�ne: pu�o 
apitare, an
ora al se
ondo anno di universit�a, di trovare studen-

ti 
he sebbene 
onos
ano le operazioni fra vettori non sono in grado di farne uso

a proposito di 
ampi elettri
i: evidentemente per loro i vettori sono oggetti della

me

ani
a, e non si trasportano in modo naturale, 
ome strutture matemati
he,

ad altre parti della �si
a.

6. Il 
on
etto di stato in me

ani
a

Come abbiamo ri
ordato sopra, la me

ani
a analiti
a (Lagrange) fa uso di


oordinate arbitrarie. Non si arriva per�o per lungo tempo a ri
onos
ere 
he 
osa


i�o impli
a: 
he la struttura matemati
a pi�u aderente alla realt�a �si
a debba

avere 
arattere pi�u astratto, svin
olato da questo o quel sistema di 
oordina-

te. Ci si arriva 
ompiutamente solo in questo se
olo, quando lo spazio delle


on�gurazioni viene visto 
ome variet�a di�erenziabile.

Non �e 
erto questa la sede per approfondire l'argomento. Mi limiter�o a ri-


ordare il punto essenziale: mentre una variet�a di�erenziabile ammette (in�niti)

sistemi di 
oordinate, tutte le sue propriet�a geometri
he sono de�nibili in modo

intrinse
o, ossia indipendente dalle 
oordinate.

Il passo su

essivo nell'astrazione �e legato alla questione del determinismo.

Il moto �e determinato dalla 
onos
enza (a un 
erto istante) di posizione e velo-


it�a di tutti i punti del sistema: queste informazioni si riassumono nell'idea di

stato, espressa da q e _q, o da q e p nel formalismo hamiltoniano. L'insieme degli

stati possibili 
ostituis
e lo spazio delle fasi (an
h'esso una variet�a di�erenziabi-

le). La dinami
a del sistema 
onsiste nel sapere 
ome evolve lo stato nel tempo

a partire da un qualunque stato iniziale: in forma di�erenziale 
i�o signi�
a 
ono-

s
ere, per ogni punto dello spazio delle fasi, la velo
it�a del suo moto. L'insieme
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di queste velo
it�a, date punto per punto, �e un 
ampo di velo
it�a. Siamo 
os��

arrivati al sistema dinami
o della me

ani
a moderna (�g. 6).

Non �e il 
aso di so�ermarsi sul fatto 
he il ruolo parti
olare 
he hanno

in me

ani
a hamiltoniana le 
oordinate 
anoni
he nas
onde an
ora una volta

una struttura astratta: la struttura simpletti
a dello spazio delle fasi. Al di

l�a dei te
ni
ismi, 
i�o 
he ora 
onta �e 
he la 
orrispondenza pi�u naturale tra il

sistema �si
o 
on le sue leggi da un lato, e la des
rizione matemati
a dall'altro,

si ottiene in ogni 
aso per mezzo di strutture matemati
he relativamente astratte:

dove \relativamente" va inteso nel 
onfronto 
on 
on
etti ritenuti pi�u \
on
reti,"

quali le 
oordinate 
artesiane. Quindi parlare di strutture matemati
he astratte

non signi�
a a�atto allontanarsi dalla realt�a �si
a, e neppure dall'intuizione di

questa.

Le 
onsiderazioni 
he abbiamo appena sviluppato 
i saranno assai utili quan-

do arriveremo a parlare della �si
a moderna.

7. Stato e forme di�erenziali in termodinami
a

La termodinami
a �e un altro 
ampo della �si
a 
lassi
a dove una struttura

matemati
a astratta si avvi
ina di pi�u al signi�
ato �si
o. Vediamo brevemente


ome si presenta la questione.

Lo stato di un sistema termodinami
o �e des
ritto dai parametri di stato

(nell'esempio ovvio del gas, si s
elgono di solito due fra le tre grandezze P , V , T ).

Lo stato del sistema non �e l'insieme dei valori dei parametri: questi ne danno

solo una delle possibili des
rizioni. Ci�o 
he 
onta �e 
he in uno stato determinato

tutte le possibili grandezze �si
he del sistema sono determinate. Da questo punto

di vista, i parametri di stato non sono altro 
he 
oordinate sullo spazio astratto

degli stati.

Di passaggio, si vede 
he non 
'�e nessuna di�erenza 
on le funzioni di stato:

i parametri di stato sono parti
olari funzioni di stato. Ad es. nel 
aso del gas

�e altrettanto le
ito assumere 
ome parametri (
oordinate) energia interna e vo-

lume, entropia e temperatura, entalpia e pressione, o qualunque altra 
oppia di

funzioni indipendenti. Per un gas perfetto non sarebbe le
ito usare temperatura

ed energia interna, ma solo per
h�e queste non sono indipendenti.

La distinzione tra parametri e funzioni non �e quindi 
on
ettuale, ma se mai

prati
a, psi
ologi
a, stori
a: �e 
erto pi�u fa
ile misurare la pressione 
he l'entro-

pia, e

. Inoltre pressione, volume e temperatura sono stori
amente pre
edenti,

e questo indu
e a 
onsiderarle pi�u fondamentali. Ma dal punto di vista della

struttura matemati
a non 
'�e di�erenza.

Qual
osa di nuovo si presenta inve
e appena si parla di 
alore e lavoro.

Queste non sono funzioni di stato, 
ome �e ben noto, ma grandezze 
he misurano

un trasferimento di energia, e quindi sono de�nite solo se si pre
isa la trasfor-

mazione di 
ui si tratta, an
he se 
i si limita alle trasformazioni reversibili (e qui
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non vogliamo andare oltre). Sappiamo 
he fra due stati sono possibili in�nite

trasformazioni, e le due grandezze 
alore e lavoro 
ambiano dall'una all'altra

(mentre non 
ambia la loro somma, 
ome 
'insegna il primo prin
ipio).

Sappiamo an
he 
he 
alore e lavoro sono grandezze additive, nel senso 
he

il 
alore nella trasformazione dallo stato A allo stato B, sommato a quello nel

passaggio da B a C, fornis
e il 
alore totale fra A e C; e lo stesso vale per il

lavoro.

La matematizzazione di tutto questo dis
orso �e la seguente. In primo luogo,

una trasformazione (reversibile) �e una 
urva nello spazio degli stati. In se
ondo

luogo, 
alore e lavoro sono integrali 
al
olati su quella 
urva. Integrali di 
he 
o-

sa? Dobbiamo limitar
i qui a introdurre il termine, senza approfondire: si tratta

di integrali di forme di�erenziali.

Le forme di�erenziali sono state introdotte in termodinami
a da Cara-

th�eodory all'inizio di questo se
olo, ma an
or oggi sono 
onsiderate un formali-

smo astruso; in buona parte per
h�e la notazione tradizionale �e pesante e legata

all'impiego di un sistema di 
oordinate. Vedremo qual
osa di simile quando

arriveremo a parlare di relativit�a.

Sappiamo 
he l'integrale di una forma di�erenziale dipende in generale dalla


urva: dipende solo dagli estremi quando la forma �e un di�erenziale esatto,

ossia il di�erenziale di una funzione di stato. Con questo linguaggio, il se
ondo

prin
ipio si esprime di
endo 
he il 
alore, 
he non �e un di�erenziale esatto,

lo diviene se si divide per la temperatura assoluta: si ottiene 
os�� infatti il

di�erenziale dell'entropia.

8. Fisi
a 
lassi
a e matemati
a astratta

Prima di passare alla parte prin
ipale del nostro dis
orso, spieghiamo lo s
o-

po di questi esempi tratti dalla �si
a 
lassi
a. Comin
iamo 
ol dire 
he gli esempi

avrebbero potuto essere moltipli
ati senza diÆ
olt�a, e forse 
hi legge avr�a notato

l'assenza di un intero 
ampo della �si
a: l'elettromagnetismo. L'omissione non �e


asuale, an
he se dolorosa: il fatto �e 
he una dis
ussione delle strutture matema-

ti
he 
he entrano in gio
o nell'elettromagnetismo avrebbe ri
hiesto la pi�u gran

parte di questa relazione. Piuttosto 
he darne un reso
onto tanto super�
iale da

rius
ire in
omprensibile, ho preferito ta
erne del tutto.

Coi nostri esempi si �e voluto mostrare 
he strutture matemati
he non banali

e de
isamente astratte sono ne
essarie gi�a per la 
orretta des
rizione della �si
a


lassi
a. Tuttavia questa non �e a�atto la tradizione didatti
a, a nessun livello

s
olasti
o. La ragione di 
i�o �e, a mio giudizio, essenzialmente stori
a. Questo

non �e a

aduto per
h�e la matemati
a ne
essaria �e stata sviluppata quasi sempre

dopo, quando la 
ostruzione della teoria �si
a aveva preso delle \s
or
iatoie,"

ri
orrendo a strumenti matemati
i meno raÆnati (e meno espressivi). Insomma,

i �si
i si sono abituati a \farne a meno," ad \arrangiarsi." Purtroppo tale

abitudine si �e 
ol tempo tramutata nella 
onvinzione 
he la nostra maniera di
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fare sia la sola giusta, e 
he non 
i sia niente da imparare; il prezzo 
he si paga


on tale pregiudizio sono le gravi diÆ
olt�a in 
ui 
i s'imbatte quando si arriva

alla �si
a di questo se
olo.

9. La relativit�a

Prima di a�rontare il tema, ossia il ruolo della matemati
a nella relativit�a,

�e opportuno riassumere | assai s
hemati
amente | la �si
a dell'argomento.

La relativit�a viene solitamente riassunta in due slogan: \il tempo �e relativo"

e \massa ed energia sono equivalenti." Sono entrambi a dir po
o mal formulati,

ma non abbiamo qui il tempo per spiegare meglio questa valutazione; 
omunque

a noi ora baster�a o

upar
i del primo aspetto.

Per dis
utere del tempo relativisti
o 
onviene partire da po
hi e sempli
i

fatti sperimentali:

{ l'esperimento dei mesoni �

{ l'esperimento di Hafele e Keating

{ un esperimento di \redshift" gravitazionale, 
ome quelli di Alley o di Bria-

tore e Les
hiutta

L'esperimento dei mesoni �

�

E un esperimento ben 
onos
iuto, des
ritto an
he in un �lm PSSC [6℄. Si ba-

sa sulla misura del numero di mesoni � dei raggi 
osmi
i, a livello del mare e ad

alta quota. I due numeri sono diversi per
h�e nel tragitto dall'alto verso il bas-

so un 
erto numero di mesoni de
adono e non vengono quindi rivelati al suolo

(�g. 7). Poi
h�e la probabilit�a del de
adimento dipende dal tempo tras
orso nel

riferimento del mesone, la misura del numero di mesoni 
i fornis
e una misura

indiretta del tempo in tale riferimento.

Ne segue 
he per 
i�o 
he a noi interessa l'esperimento pu�o essere s
hema-

tizzato 
os��: un orologio (il mesone �) per
orre a grande velo
it�a la verti
ale,

da una 
erta altezza �no al livello del mare. Lo si 
onfronta 
on un altro orologio,

fermo in basso, e si 
onstata 
he il primo segna un tempo molto minore.

S'intende 
he per
h�e l'asserzione abbia senso o

orre 
he i due orologi siano

partiti insieme, 
osa 
he si pu�o ottenere inviando a entrambi un segnale radio

emesso a met�a altezza. La situazione �e riassunta nella �g. 8.

L'esperimento di Hafele e Keating

Qui abbiamo due orologi reali (orologi atomi
i) 
he girano intorno alla Terra

in versi opposti (�g. 9): si osserva 
he se erano d'a

ordo alla partenza, all'arrivo

quello 
he ha viaggiato verso Est �e leggermente indietro.

Per 
omprendere 
i�o 
he a

ade bisogna mettersi in un riferimento inerziale:

si vede allora 
he sebbene i due orologi siano partiti e arrivati insieme, le loro

linee orarie non sono simmetri
he, a 
ausa della rotazione terrestre. Rispetto al
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riferimento inerziale, quello 
he va verso Est ha una velo
it�a maggiore e per
orre

quindi uno spazio maggiore (�g. 10).

L'esperimento di Alley (o quello di Briatore e Les
hiutta)

Si 
onfrontano an
ora due orologi, ma situati ad altezze diverse e in quiete

relativa. Il 
onfronto si fa an
ora una volta mediante segnali radio (�g. 11).

Si osserva 
he il tempo segnato dall'orologio 
he sta pi�u in alto �e pi�u lungo

dell'altro: il 
orrispondente diagramma degli eventi �e mostrato in �g. 12.

N.B. In questo 
aso la rotazione terrestre ha in
uenza tras
urabile.

I tre esperimenti hanno in 
omune il fatto di mettere in 
risi il tempo as-

soluto newtoniano; �e un po' meno sempli
e vedere 
on 
he 
osa lo si debba

rimpiazzare. La soluzione 
he dis
ende dal lavoro di Einstein, grazie | per que-

sto aspetto | al 
ontributo essenziale di Minkowski, �e la seguente: il tempo

segnato da un orologio misura la \lunghezza" della sua linea oraria, vista 
ome

una 
urva nello spazio-tempo. Ci�o impli
a in primo luogo di pensare allo spazio-

tempo non pi�u 
ome una 
omoda asso
iazione delle 
oordinate spaziali a quella

temporale, ma piuttosto 
ome una struttura �si
a dotata di sue propriet�a in-

trinse
he. Infatti si riassume l'essenza (o almeno una parte) della relativit�a nella

proposizione

lo spazio-tempo �e una variet�a (semi)-riemanniana

quindi �e dotato di metri
a, grazie alla quale a ogni 
urva si pu�o attribuire una

lunghezza.

Si vede bene da questi esempi 
he per 
apire la relativit�a o

orre fare un'a-

strazione: lo spazio-tempo �e in un 
erto senso la vera realt�a, ma �e una realt�a 
he

non si vede, non �e direttamente a

essibile ai nostri sensi (e quindi an
he alla

nostra logi
a \spontanea\).

Si potrebbe obbiettare 
he dopo tutto abbiamo disegnato delle �gure, e quel-

le si vedono; ma l'osservazione mette an
or meglio in evidenza la pe
uliarit�a della

situazione. Infatti 
i�o 
he abbiamo disegnato non �e lo spazio-tempo, ma delle

sue rappresentazioni, delle 
arte geogra�
he. E 
ome sappiamo, le 
arte geogra-

�
he della Terra sono in larga misura arbitrarie, per s
ala e modo di proiezione:

la stessa 
osa a

ade 
on le 
arte dello spazio-tempo. O

orre dunque saper

vedere quello 
he 
'�e dietro le 
arte; ma mentre una 
arta geogra�
a si riferis
e

alla super�
ie terrestre, 
he �e l��, presente, visibile e tangibile, lo spazio-tempo

pu�o essere 
olto solo 
ome struttura matemati
a: la variet�a semi-riemanniana


itata sopra.

Proprio per
h�e l'essenza �si
a della relativit�a �e riassunta nello spazio-tempo

e nella sua metri
a, �e po
o 
onsigliabile las
iare in primo piano (se
ondo la tra-

dizione) le 
oordinate spazio-temporali e le loro leggi di trasformazione (le tra-

sformazioni di Lorentz).

�

E molto pi�u importante mettere l'a

ento sulla geome-

tria dello spazio-tempo, e sugli invarianti (la lunghezza, ossia il tempo proprio).
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Altrimenti si ris
hia di frenare la 
omprensione della relativit�a, allo stesso modo

di 
ome 
i�o �e a

aduto negli esempi 
lassi
i 
he abbiamo ri
ordato sopra.

Non abbiamo an
ora a�rontato espli
itamente la questione se questo spazio-

tempo sia piatto o 
urvo, ma dopo tutto non fa molta di�erenza. Il punto es-

senziale �e 
he per rius
ire a pensare lo spazio-tempo (tanto pi�u se 
urvo) o

orre

uno \strumento di pensiero": la matemati
a.

Comunque spazio 
urvo signi�
a relativit�a generale, e qui 
'imbattiamo in

una spe
ie di \tab�u didatti
o," motivato da una supposta ineliminabile diÆ
olt�a

matemati
a. Ora, senza voler far apparire per forza sempli
e 
i�o 
he sempli
e

non �e, bisogna dire 
he una buona parte della diÆ
olt�a tradizionalmente at-

tribuita alla relativit�a generale deriva an
ora una volta da un uso improprio

della matemati
a, di nuovo giusti�
ato stori
amente dagli strumenti 
he erano

disponibili ai tempi della nas
ita della teoria.

La relativit�a generale appare nell'immagine di molti �si
i 
ome un'orgia

di simboli (ri
ordiamo Tait!), 
ari
hi di indi
i in alto e in basso, se
ondo la

tradizione del 
al
olo tensoriale 
reato agli inizi di questo se
olo. I tensori s
ritti

nella notazione tradizionale, in termini di 
omponenti, sono legati alla s
elta del

sistema di 
oordinate, sebbene la forma generale delle equazioni, e soprattutto le

loro 
onseguenze �si
he, non debbano dipenderne. An
he in questo 
aso per�o si

s
opre 
he il signi�
ato �si
o della teoria si 
oglie assai meglio ri
orrendo a una

formulazione pi�u astratta, divenuta possibile, ormai da de
enni, grazie al lavoro

di matemati
i 
ome Cartan.

10. Cosmologia e bu
hi neri

La ne
essit�a di uno strumento di pensiero in materia di relativit�a appare ben

pi�u evidente quando 
i si porta verso le idee pi�u rivoluzionarie 
he la relativit�a

generale ha prodotto. Comin
iamo 
on un breve 
enno alla 
osmologia.

Ci sono due idee della 
osmologia nata dalla visione einsteiniana, 
he servono

bene a illustrare il nostro assunto: l'espansione dell'Universo e la possibilit�a di

un \inizio" (e an
he di una \�ne") del tempo.

L'espansione dell'Universo �e assai diÆ
ile da 
omprendere senza la giusta

preparazione matemati
a, ossia senza l'allenamento a pensare per idee astratte,

sgan
iate dall'intuizione 
omune. Quando si presenta quest'idea a persone non

allenate 
ome di
evo, essa viene inevitabilmente interpretata in modo distorto:

si �nis
e sempre per pensare all'Universo 
ome a una spe
ie di palla 
he si gon�a

in uno spazio esteso e preesistente. Questo per
h�e la palla �e il solo modello 
he

l'intuizione 
omune o�re, e 
he abbia una vaga rassomiglianza 
on 
i�o 
he si

sente dire.

Si tratta ovviamente di un'idea sbagliata, per
h�e nella 
osmologia relati-

visti
a l'Universo �e lo spazio, non �e immerso nello spazio. Abbiamo qui uno

s
ostamento radi
ale dalla 
on
ezione kantiana: lo spazio 
ome dato ineludibile
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di ogni nostra sistemazione 
on
ettuale dell'esperienza. Lo spazio dell'Universo

di Einstein evolve e prende forma (estensione, 
urvatura) insieme alla materia:

non �e a�atto \a priori" rispetto ad essa.

Ma a parte la �loso�a, 
'�e un altro aspetto per 
ui la 
on
ezione intuitiva

dello spazio 
ade in difetto.

�

E la separazione fra spazio e tempo, 
he nello spazio-

tempo della relativit�a generale non ha senso, o meglio non �e ben de�nita e pu�o

essere pensata in in�niti modi. S�� 
he non ha neppure senso parlare di \spazio


urvo": dovremo prima intender
i su 
ome abbiamo de�nito lo spazio, e poi

potremo veri�
are se sia piatto o 
urvo.

L'astrazione matemati
a risolve tutte queste diÆ
olt�a: poi
h�e lo spazio-

tempo �e una variet�a quadridimensionale, essa pu�o essere \sezionata" (potrei

dire \a�ettata") in in�niti modi mediante sottovariet�a tridimensionali, 
he 
hia-

miamo \spazio." An
he se lo spazio-tempo �e piatto, le sezioni possono essere


urve; e per quanto ries
a paradossale all'intuizione, �e vero an
he il vi
eversa:

esistono forme di spazio-tempo 
urvo 
he ammettono una famiglia di sezioni

spaziali piatte!

Il fatto 
he l'Universo possa avere un'estensione temporale �nita �e an
ora

pi�u stupefa
ente (ovvero pi�u soddisfa
ente, a 
hi pensi di trovar
i la 
onferma di

una \
reazione"). La domanda pi�u ovvia, an
he se raramente si ha il 
oraggio

di formularla ad alta vo
e, �e: \
he 
osa 
'era prima?"

Di nuovo, senza un allenamento all'astrazione matemati
a ries
e diÆ
ile a
-


ettare 
he la domanda non ha senso: si pensa inevitabilmente, per analogia,

alla nas
ita di un essere vivente o magari alla 
ostruzione di una 
asa: insom-

ma a qual
osa 
he ha avuto inizio entro un tempo preesistente e soprattutto

indipendente dalla 
osa.

Ma non si tratta di questo: il tempo �e interno all'Universo ed �e de�nito

solo nel quadro di una determinata struttura teori
a (
ollegata 
oi dati di osser-

vazione, si 
apis
e). Non abbiamo il diritto di attribuirgli un'esistenza propria

senza 
adere nella meta�si
a.

Sebbene es
a dal nostro tema, dobbiamo qui ri
ordare 
he il problema del-

l'inizio dell'Universo �e tuttora aperto: non solo dal punto di vista di 
i�o 
he 
i

di
ono le osservazioni, ma an
he da quello teori
o. Infatti la singolarit�a prevista

dai modelli 
osmologi
i �e 
ertamente in 
on
itto 
on i limiti di validit�a 
he una

teoria non quantisti
a, 
ome quella di Einstein, deve avere. In parole povere:

la teoria prevede una singolarit�a, ma se 
'�e una singolarit�a la teoria non vale in

quella 
ondizione limite.

Quanto ai bu
hi neri, sappiamo tutti 
he si tratta di un altro aspetto s
on-


ertante della relativit�a generale. La previsione teori
a �e del 1939 (Oppenheimer

e Snyder) mentre il nome �e dovuto a Wheeler. S'intende 
he la possibilit�a teo-

ri
a non impli
a e tanto meno obbliga l'esistenza: ma oggi 
omin
iano a esser
i
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indi
azioni (non le 
hiamerei an
ora \prove") in favore della realt�a di questi

oggetti.

Purtroppo la divulgazione, spinta dall'indis
utibile fas
ino 
he su 
hiunque

eser
itano queste 
ostruzioni del pensiero s
ienti�
o, si sbizzarris
e nel fornire

presunte spiegazioni, sistemati
amente inadeguate quando non platealmente fal-

se. D'altra parte la diÆ
olt�a �e reale: 
apire un bu
o nero �e an
or pi�u diÆ
ile 
he


apire un universo 
he inizia da una singolarit�a, si espande e forse si 
ontrae di

nuovo (o forse no: non sappiamo). Di nuovo, non 
'�e 
he far ri
orso alla strut-

tura matemati
a: per
h�e in tal modo non si aggiungono arbitrarie asso
iazioni

derivanti da analogie improponibili, e per
h�e �e solo nel quadro di un modello

matemati
o rigoroso 
he si possono de�nire i termini del dis
orso, e pre
isare

i rapporti 
on 
i�o 
he si pu�o sottoporre a osservazione. Ri
ordiamo an
ora il

Saggiatore:

\: : : nelle dimostrazioni ne
essarie o indubitabilmente si 
on
lude o ine-

s
usabilmente si paralogiza, senza las
iarsi 
ampo di poter 
on limita-

zioni, 
on distinzioni, 
on istor
imenti di parole o 
on altre girandole

sostenersi pi�u in piede, ma �e forza in brevi parole ed al primo assalto

restare o Cesare o niente."

La matemati
a dunque an
he 
ome dis
iplina mentale.

11. Pi

ola parentesi �loso�
a

�

E ragionevole 
hiedersi: per
h�e mai la relativit�a (e vedremo poi, an
or pi�u

la me

ani
a quantisti
a) ri
hiede uno spe
i�
o strumento di pensiero? Che 
osa


'�e di diverso rispetto alla �si
a pre
edente?

Tenter�o qui di abbozzare una risposta, 
oi limiti 
he derivano non solo dal

tempo disponibile, ma pi�u an
ora dal fatto 
he 
os�� fa
endo es
o dal terreno delle

mie 
ompetenze.

Va detto in primo luogo 
he non �e del tutto vero 
he la situazione sia 
os��

diversa e nuova per la �si
a moderna: abbiamo gi�a visto | e anzi proprio questo

era lo s
opo della prima parte di questa relazione | 
he an
he nei 
on
etti pi�u

elementari della �si
a 
lassi
a �e gi�a presente una situazione simile. Tuttavia una

di�erenza esiste: in primo luogo per
h�e nella �si
a moderna la matemati
a �e

molto pi�u \invadente" (in senso te
ni
o: �e presente molto pi�u ampiamente e in

evidenza). In se
ondo luogo, per
h�e �n tanto 
he si resta nella �si
a 
lassi
a si

pu�o pensare 
he della matemati
a si possa fare a meno, o quanto meno si possa

relegarla nel ruolo subordinato di strumento in senso spi

iolo: quella 
he serve

per \fare i 
onti."

La spiegazione 
he mi sento di proporre parte da un'osservazione banale:

la �si
a moderna si o

upa di 
ose del tutto ina

essibili ai nostri sensi. Mentre

la me

ani
a parla di 
orpi in moto e di forze, l'otti
a studia la lu
e, l'elettro-

magnetismo indaga sul 
omportamento di 
alamite, pile, e altri 
ongegni magari
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omplessi ma tangibili, 
on la �si
a di questo se
olo entriamo da un lato nel

mondo mi
ros
opi
o, dall'altro andiamo alla s
ala 
osmi
a. Come si suole dire:

\dall'in�nitamente pi

olo all'in�nitamente grande." E an
he quando si parla di

fatti 
he sembrano appartenere all'esperienza 
omune, 
ome il tempo o la gra-

vit�a, 
i si o

upa in realt�a di e�etti assai sottili, 
he solo strumenti raÆnatissimi

possono rivelare.

Di qui segue un fatto assolutamente ovvio: per 
apire questo mondo ab-

biamo bisogno di strumenti di osservazione 
he vadano oltre le possibilit�a degli

organi di senso.

�

E vero 
he in qualsiasi 
ampo della �si
a fa

iamo uso di stru-

menti di misura per rendere oggettiva la nostra indagine; ma qui �e la pura e

sempli
e rivelazione della realt�a di 
ui parliamo, ad aver luogo solo attraverso la

mediazione degli strumenti.

Il fenomeno non �e nuovo: 
omin
ia 
ol 
anno

hiale di Galileo, e non �e un


aso se attorno alla \realt�a" di 
i�o 
he il 
anno

hiale mostrava si a

ese il dibat-

tito fra Galileo e buona parte dei �loso� a lui 
ontemporanei. Non si trattava

tanto di ottusit�a da parte di questi, quanto della loro riluttanza ad a

ettare


he fosse possibile parlare di una realt�a 
he solo lo strumento rendeva visibile.

Per questo motivo, in
identalmente, �e tutt'altro 
he sempli
e \mettersi nei pan-

ni" di quei �loso� al giorno d'oggi, quando l'uso di strumenti di ogni genere ha

permeato non solo la s
ienza, ma la vita quotidiana.

�

E quindi �n troppo fa
ile


ondannarli: un esempio fra tanti di quanto sia problemati
o un serio appro

io

stori
o alla nostra s
ienza nell'insegnamento, per�no universitario.

Ri
ettiamo ora 
he an
he i nostri modi di pensiero (razionale) ordinari si

sono 
ostruiti (evoluti), nel 
orso di migliaia di generazioni, sulla base dell'inte-

razione 
on la realt�a sensibile; non �e strano per
i�o 
he essi non siano adatti a

guidar
i quando proviamo ad andare al di l�a di quella. La matemati
a svolge

per questo verso un ruolo analogo a quello 
he gli strumenti svolgono per l'os-

servazione diretta: la metafora \strumento di pensiero" mi sembra appropriata

a des
rivere questa funzione.

Una pre
isazione �e per�o ne
essaria, per evitare un possibile equivo
o. Ci�o

di
endo, non voglio sostenere 
he la matemati
a, in qual
he senso, sia 
apa
e di

per s�e di 
ogliere aspetti della realt�a 
he al pensiero 
omune sfuggono: questa

sarebbe un'altra forma del platonismo di 
ui s'�e detto all'inizio. Se
ondo la

visione 
he 
er
o di proporre, la matemati
a �e an
h'essa un frutto dell'evoluzione

del pensiero umano, 
he non trova la propria ragione di verit�a in un mondo

tras
endente, ma solo nella sua estrema 
essibilit�a e ri

hezza di strutture.

Per fare un paragone inadeguato, 
he non va preso assolutamente alla let-

tera, ma 
oglie un 
erto aspetto della situazione: pensiamo alla di�erenza fra

una 
al
olatri
e me

ani
a di 50 anni fa (
ome quella 
he usavo ai tempi della

mia tesi di laurea) e un 
al
olatore programmabile di oggi, an
he il pi�u sempli
e.

Mentre quella 
al
olatri
e poteva fare solo le operazioni per le quali era stata

prevista, il 
omputer odierno �e una ma

hina universale.
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Potremmo immaginare 
he l'evoluzione dall'una all'altro sia stata un sem-

pli
e sviluppo graduale: un giorno qual
uno ha pensato 
he sarebbe rius
ito assai

pi�u 
omodo se nella 
al
olatri
e si fossero potute 
onservare an
he le istruzioni

del 
al
olo. Non era ne
essario 
he l'inventore fosse 
os
iente della portata rivo-

luzionaria di tale idea: il 
ambiamento di struttura della ma

hina impli
ava di

per s�e un salto di qualit�a nelle sue prestazioni.

Va detto 
he non si tratta di una pura fantasia: �e vero 
he la teoria di

Turing delle ma

hine universali ha pre
eduto stori
amente la reale 
ostruzione

dei 
al
olatori \a programma interno" (
ome allora si 
hiamavano); ma �e an
he

vero 
he questi si sono in e�etti evoluti dalle ma

hine a s
hede perforate, 
he

avevano un programma �sso ma modi�
abile alterando le 
onnessioni sui pannelli

di 
ontrollo. Poi �e arrivato l'impiego dei tubi elettroni
i, 
ome mezzo te
ni
o

per aumentare le prestazioni; poi si �e s
operto 
he la ma

hina poteva avere una

memoria di istruzioni, e non solo di dati; in�ne (von Neumann) �e stata 
on
epita

l'ar
hitettura del 
al
olatore 
ome lo 
onos
iamo oggi.

L'analogia sta in questo: 
ome per i 
al
olatori, �e a

aduto al 
ervello umano


he la sua evoluzione lo ha messo in grado di 
on
epire delle strutture (la ma-

temati
a) 
he sebbene nate per problemi 
on
reti, si sono poi rese 
apa
i di

sviluppo autonomo e sono divenute strumento potentissimo per la 
omprensione

di realt�a non a

essibili al pensiero 
omune.

12. Fotoni e interferenza

An
he parlando di me

ani
a quantisti
a dovremo ridurre al minimo l'e-

stensione dell'argomento trattato. Ho ritenuto per
i�o opportuno 
on
entrarmi

su di un uni
o esempio, 
he illustra bene 
ome la logi
a intuitiva (naturale) non

sia in grado di spiegare i fenomeni, e o

orra far ri
orso a uno strumento diverso:

tanto per 
ambiare, un'adeguata struttura matemati
a.

L'esempio 
he ho in mente s'illustra bene partendo dall'interferometro di

Ma
h{Zehnder, rappresentato in �g. 13. Ai due verti
i opposti A e C di un

rettangolo si trovano due spe

hi semiri
ettenti (\divisori di fas
io," o \beam

splitter"); agli altri due verti
i B e D 
i sono inve
e due spe

hi normali. A si-

nistra di A nella �gura �e posta una sorgente di lu
e S mono
romati
a e ben


ollimata (per es. un laser) 
he 
i 
onverr�a supporre di poter attenuare quanto

vogliamo. A destra di C 
'�e un rivelatore R (pi�u esattamente un fotomoltipli
a-

tore).

Dobbiamo ri
ordare 
he se la sorgente �e suÆ
ientemente debole il rivelatore

�e in grado di segnalare l'arrivo di singoli fotoni, e l'esperienza mostra 
he 
ias
un

fotone si muove nell'apparato in modo del tutto indipendente dagli altri. Per

analizzare l'esperimento possiamo quindi ridur
i a studiare il 
omportamento di

ogni fotone preso a s�e. Il fatto 
he la sorgente emetta nel tempo molti fotoni

verr�a usato solo a s
opi statisti
i : per valutare (ed eventualmente 
er
are di

prevedere) quanti fotoni verranno rivelati da R.
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Ragioniamo per sempli
it�a riferendo
i a 100 fotoni: tutti i risultati si ri-

portano proporzionalmente a qualunque altro numero. Osserviamo inoltre 
he

per arrivare in R un fotone pu�o per
orrere due strade: SABCR oppure SADCR.

Per 
omin
iare, ostruiamo il se
ondo per
orso, inserendo uno s
hermo opa
o nel

tratto AD oppure nel tratto DC (�g. 14): s
opriamo allora un fatto del tutto

ovvio, ossia 
he dei 100 fotoni emessi da S solo 25 (ossia 1/4 del totale) rag-

giungono R. Se togliamo l'ostruzione sul se
ondo per
orso, e 
hiudiamo il primo

(�g. 15), il risultato �e lo stesso.

Di
evo 
he si tratta di un fatto ovvio, per
h�e lo spe

hio A �e semiri
ettente,

il 
he vuol dire 
he ri
ette met�a dei fotoni e las
ia passare gli altri; an
he C si


omporta allo stesso modo. Analizzando pi�u in dettaglio l'andamento del feno-

meno possiamo an
he 
onstatare 
he la selezione tra fotoni ri
essi e trasmessi �e


asuale: non 
'�e nessuna ragione visibile per
h�e un singolo fotone venga trasmes-

so o ri
esso, ma si pu�o solo dire 
he 
ias
un evento avviene 
on probabilit�a 1/2.

Una 
onseguenza �e 
he a rigore il numero 25 �e vero solo in media, in quanto

sono possibili 
uttuazioni statisti
he, 
he 
on numeri 
os�� pi

oli sarebbero im-

portanti. Quindi uno sperimentatore avveduto 
er
her�a di operare 
on numeri

pi�u grandi, dotando il rivelatore di un 
ontatore automati
o velo
e, in modo da

ra

ogliere molti dati in po
o tempo. Ma a noi, dal punto di vista teori
o, 
i�o

interessa po
o.

Terminata la prima parte (preparatoria) dell'esperimento, inizia la se
onda.

Togliamo entrambe le ostruzioni, in modo 
he i fotoni abbiano libere entrambe

le strade, e proviamo a prevedere il risultato. Il ragionamento sembra del tutto

naturale: i 50 fotoni 
he vengono ri
essi da A arrivano a C da sinistra, e per

met�a, ossia 25, attraversano C. Gli altri 50 passano per B e raggiungono C dal

disotto: di questi, met�a vengono ri
essi verso R. Poi
h�e 25 + 25 = 50, questa �e

la nostra previsione (�g. 16).

Eseguiamo ora la misura, e | sorpresa! | troviamo 100 fotoni anzi
h�e 50.

A dire il vero, 
hiunque abbia una minima prati
a di interferometri obbiet-

ter�a 
he non �e a�atto vero 
he trover�o 100 fotoni: se il montaggio �e stato eseguito

senza nessuna parti
olare pre
auzione potr�a 
apitarmi di avere un qualsiasi nu-

mero di fotoni fra 0 e 100. L'obiezione �e giusta, ma �e an
he irrilevante: 
i�o 
he


onta �e 
he solo in 
asi e

ezionali trover�o 50. Insomma, 
omunque si rigiri la

questione, dal paradosso non si s
appa: il 
onteggio dei fotoni non �e additivo.

S
iogliamo subito l'ar
ano: da 
he dipende il fatto 
he il numero di fotoni

pu�o 
ambiare? La 
ausa sta nell'impossibilit�a di 
ostruire la geometria ideale

(il rettangolo) 
he avevo des
ritta: poi
h�e la lunghezza d'onda della lu
e del

laser �e molto pi

ola (inferiore al mi
ron) una minima di�erenza nelle lunghezze

dei lati basta a modi�
are radi
almente il risultato. Il numero 100 si otterr�a

se AB + BC = AD + DC: se questa 
ondizione non �e esattamente veri�
ata il

numero in generale ries
e diverso.
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Altra questione: nel ragionamento ingenuo mi sarei aspettato 
he i 50 fo-

toni 
he non arrivano in R venissero diretti verso l'alto: possiamo veri�
are

questo fatto? Certamente: basta disporre un se
ondo rivelatore in R

0

(�g. 17),

e si s
oprir�a 
he la somma dei numeri 
ontati dai due rivelatori �e sempre 100:

in parti
olare, se R 
onta 100 fotoni, R

0

non ne 
onta nessuno! Il 
he �e an
ora

pi�u paradossale, per
h�e �e fa
ile vedere 
he se uno dei due per
orsi �e ostruito

in R

0

arrivano 25 fotoni.

13. Il 
on
etto di stato in me

ani
a quantisti
a

Ho s
elto di so�ermarmi un po' a lungo su questo esperimento 
lassi
o,


he potevo an
he dare per noto, per
h�e averlo ben presente aiuta a motivare


i�o 
he segue. In primo luogo, e

o un 
aso paradigmati
o in 
ui la nostra

logi
a \naturale" 
ade in difetto in modo plateale: qui non si tratta davvero di

pi

oli e�etti, ma di di�erenze grossolane. In se
ondo luogo, la soluzione �e assai

sempli
e se si prende l'atteggiamento giusto: abbandonare le 
ategorie mentali


onsuete, e de
idere di 
ostruire la struttura matemati
a adatta alla situazione

sperimentale, anzi
h�e 
er
are di destreggiarsi pi�u o meno abilmente 
on gio
hi

di parole tipo il \dualismo onda-
orpus
olo."

Su questo punto, sentiamo Feynman [7℄:

\Per un 
erto periodo di tempo bisognava essere bravi: per poter dire

se la lu
e 
onsisteva di onde o di parti
elle, bisognava sapere quale

esperimento si stesse analizzando. Questo stato di 
ose 
onfuso prese il

nome di `dualismo onda-
orpus
olo,' e qual
uno invent�o la battuta 
he

la lu
e era fatta di onde il luned��, mer
oled�� e venerd��, di parti
elle il

marted��, gioved�� e sabato; la domeni
a, 
i si pensava sopra!"

La soluzione �e 
he dobbiamo rinun
iare a pensare i fotoni 
ome parti
elle

nel senso della �si
a 
lassi
a (ossia des
rivibili 
on una posizione, una velo
it�a,

una traiettoria, e

.). In parti
olare, dobbiamo abbandonare l'idea 
he lo stato

di un fotone sia individuato da posizione e velo
it�a, 
ome se fosse una palla

da tennis: dobbiamo inventare (non noi, per
h�e �e gi�a stato fatto!) una diversa

de�nizione di stato.

Nel 
aso parti
olare del nostro esperimento, 
he �e molto sempli�
ato, tutto


i�o 
he o

orre �e s
oprire 
he lo stato di un fotone �e des
ritto da uno o pi�u numeri


omplessi, tradizionalmente 
hiamati ampiezze: uno per 
ias
una strada 
he il

fotone ha libera per giungere al rivelatore. Va poi pre
isato 
he la fase di questo

numero 
omplesso varia in proporzione al 
ammino per
orso (il tratto in 
ui la

fase varia di 2� �e la de�nizione operativa di \lunghezza d'onda"); o

orre in�ne

aggiungere 
he le ampiezze si sommano (prin
ipio di sovrapposizione) e 
he la

probabilit�a di rivelare un fotone �e data dal quadrato del modulo dell'ampiezza

risultante.

Non possiamo qui permetter
i di entrare in maggiori dettagli; per es. di

dimostrare 
he in e�etti queste ipotesi spiegano l'esito di tutte le possibili va-
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rianti dell'esperimento. La sola 
osa 
he 
onta per il nostro dis
orso �e 
he la


omprensione del 
omportamento dei fotoni si ottiene attraverso una struttura

matemati
a (lo stato 
ome insieme di numeri 
omplessi, ossia, detto te
ni
a-

mente, 
ome elemento di uno spazio vettoriale sul 
orpo 
omplesso) 
he sebbene

indis
utibilmente astratta si 
onnette in modo naturale e immediato 
on le gran-

dezze osservabili.

E

o 
osa 
i di
e in proposito Dira
 [8℄:

\L'equilibrato progresso della �si
a ri
hiede, per la formulazione teori
a

della �si
a stessa, una matemati
a 
he divenga 
ontinuamente pi�u avan-

zata. Il 
he �e del tutto naturale, e rientra nell'ambito delle aspettative.

Ci�o 
he inve
e non rientrava nell'ambito delle aspettative dei ri
er
ato-

ri s
ienti�
i dello s
orso se
olo sta nella forma parti
olare 
he avrebbe

preso la direttri
e di avanzata della matemati
a; in e�etti essi si aspet-

tavano 
he la matemati
a sarebbe diventata sempre pi�u 
ompli
ata,

restando tuttavia su una base permanente di assiomi e di de�nizioni,

mentre, in realt�a, i moderni sviluppi �si
i hanno ri
hiesto una matema-

ti
a 
he 
ontinuamente sposta le proprie fondazioni e diventa sempre

pi�u astratta. La geometria non eu
lidea e l'algebra non 
ommutativa,


he un tempo erano 
onsiderate pure �nzioni della mente e passatempi

per pensatori dediti alla logi
a, si sono ora mostrate del tutto ne
essa-

rie per la des
rizione dei fatti generali del mondo �si
o.

�

E presumibile


he questo pro
esso di 
res
ente astrazione 
ontinuer�a nel futuro, e 
he

il progresso in �si
a debba essere asso
iato a 
ontinue modi�
azioni e

generalizzazioni degli assiomi 
he stanno alla base della matemati
a,

piuttosto 
he a uno sviluppo logi
o di un qual
he s
hema matemati
o

su una fondazione �ssa."

14. Considerazioni didatti
he

La tesi 
he avevamo esposta all'inizio �e ora suÆ
ientemente sviluppata e

pre
isata; resta solo da esaminarne le impli
azioni didatti
he.

Il primo problema 
he si presenta �e il seguente: abbiamo visto 
he la �si
a,

spe
ie quella di questo se
olo, ri
hiede l'uso di 
on
etti matemati
i astratti.

D'altra parte abbiamo an
he ri
ordato, 
on diversi esempi, 
he questo pro
esso

di astrazione �e stato tutt'altro 
he sempli
e e naturale, e 
he spesso ha ri
hiesto

de
enni o se
oli.

Ci si deve quindi 
hiedere: 
ome si 
onquista l'astrazione? Il per
orso 
he


onos
iamo dalla storia della s
ienza �e inevitabile, 
on la sua lentezza e tor-

tuosit�a, o 
i sono alternative?

�

E ne
essario arrivare all'astrazione per gradi,

o esistono delle s
or
iatoie? Non mi sento di fornire risposte a un problema


omplesso e a mio avviso an
he po
o studiato; posso al pi�u proporre qual
he

spunto di dis
ussione e qual
he ipotesi di lavoro.
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Se 
i si dovesse basare sulla prati
a didatti
a 
orrente, tenendo d'o

hio le

molte diÆ
olt�a 
he 
hiunque insegna si trova davanti a ogni passo, 
i sarebbe

da essere pessimisti: l'astrazione sembra un obbiettivo assai ambizioso, 
he ben

raramente viene to

ato al termine della s
uola se
ondaria, e in genere nean
he

nel primo biennio universitario.

�

E 
hiaro 
he l'astrazione matemati
a non �e

possibile se l'allievo non ha raggiunto lo stadio del \pensiero formale" piagetiano,

e diversi studi hanno mostrato 
he tale stadio non �e an
ora a
quisito da una

notevole parte della popolazione s
olasti
a a 18 anni.

Due soli esempi: a

ade talvolta 
he, posto di fronte a un sistema di equa-

zioni lineari originate in un problema di �si
a, lo studente al primo anno di

universit�a 
hieda di poter 
hiamare x e y le in
ognite, per
h�e \non 
i si ritrova"

se si 
hiamano | poniamo | p e q. Oppure: ho visto pi�u volte la diÆ
olt�a a

manipolare equazioni nelle quali 
omparivano promis
uamente simboli 
he desi-

gnavano quantit�a note insieme ad altri 
he rappresentavano in
ognite: la forte

tendenza �e di sostituire ai simboli delle quantit�a note i loro valori numeri
i, 
he

sono sentiti meno \astratti."

Credo per�o 
he almeno in parte queste diÆ
olt�a siano originate da due


aratteristi
he della 
omune prati
a didatti
a:

a) Da un lato, l'insegnamento della matemati
a pro
ede su 
on
etti non soltan-

to astratti, ma volutamente e totalmente svin
olati da qualunque ri
hiamo

alla realt�a 
on
reta, sia quella della �si
a o altra. Si 
rede, da parte del-

l'insegnante, di garantire in tal modo la \purezza" del dis
orso matemati
o,

e di aiutare l'allievo a 
oglierne la natura intrinse
a; inve
e spesso si ridu
e

la matemati
a a un giuo
o del tutto formale, non si fa vedere il pro
esso di

astrazione nel suo nas
ere, e soprattutto non si 
rea l'abitudine a muoversi

sui due piani: quello della realt�a �si
a da des
rivere in termini matemati
i,

e quello del modello matemati
o da interpretare 
on riferimento a oggetti


on
reti.

b) Dall'altro, l'insegnamento della �si
a 
er
a di supplire alle diÆ
olt�a degli

allievi nell'uso degli strumenti matemati
i ridu
endo al minimo gli aspetti

formali, 
er
ando appena possibile di aggirare gli osta
oli, tras
urando di

mettere in evidenza quel ruolo dello strumento matemati
o, di 
ui abbia-

mo ampiamente dis
usso. L'ideale (estremisti
o) diventa una \�si
a senza

matemati
a."

C'�e poi un altro aspetto della prati
a didatti
a, del quale mi �e 
apitato di

ris
ontrare gli e�etti negli studenti, e 
he vorrei sottolineare. Per quanto possa

sembrare paradossale, si realizza una 
onvergenza della visione platonista del

matemati
o e di quella empirista del �si
o, in questo senso: entrambi �nis
ono

per 
onvin
ere i ragazzi 
he le strutture matemati
he sono \realt�a." I teoremi

della geometria eu
lidea sono le propriet�a dello spazio �si
o. I numeri esistono

in s�e, ed �e quindi naturale asso
iarli alle misure, per
h�e una grandezza ha un

valore; e

etera.
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O

orre 
ombattere questa tendenza, forse spontanea, a vedere le strutture

matemati
he 
ome realt�a. Bisogna portare gli allievi a 
onvin
ersi 
he si tratta

inve
e di des
rizioni o rappresentazioni (tutt'altro 
he banali, ad es. per
h�e

fortemente strutturate!) 
he 
ostituis
ono il risultato del lavoro di 
omprensione

teori
a della realt�a �si
a.

S'intende 
he un tale programma va perseguito 
on estrema gradualit�a (�e an-


he per questo 
he non ritengo valido un appro

io assiomati
o alla �si
a). La 
o-

sa migliore �e iniziare preparando il terreno nei 
asi pi�u sempli
i, 
ome quello del

tempo. An
he in questo 
aso, tuttavia, sarebbe prematuro a�rontare espli
i-

tamente il problema dell'astrazione �n dall'inizio dello studio della 
inemati
a:

la maturit�a degli allievi non lo 
onsente. Ne segue una proposta insolita ri-

spetto alla stesura pi�u o meno tradizionale dei \
urri
ola": su al
uni argomenti

sarebbe opportuno ritornare, in modo da approfondire aspetti 
he nella prima

presentazione non potevano essere dis
ussi.

Di passaggio, questa osservazione mostra il danno di un'esposizione pre
o
e

(al livello del biennio) all'intero programma di �si
a: la giovane et�a degli allievi

obbliga a tralas
iare aspetti fondamentali per la 
omprensione della s
ienza, 
he

non di rado �nis
e per ridursi a un ri
ettario da tener pronto per le su

essive

appli
azioni.

Sarebbe altamente auspi
abile 
he ai problemi to

ati in quest'ultima sezio-

ne si prestasse maggiore attenzione da parte dei ri
er
atori in didatti
a, in modo

da poter arrivare a proposte da 
onfrontare tra loro, e da mettere alla prova

della realt�a s
olasti
a.
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