
E. Fabri gennaio 2014Sulla s
ari
a di un 
ondensatoreovverosulla diÆ
olt�a di fare modelli giusti(Versione lunga*)||| Æ |||1. IntroduzioneNello s
orso anno sono apparsi su questo argomento, in La Fisi
a nellaS
uola, un arti
olo di G. Fera [1℄, una lettera di G. Rinaudo [2℄, e una repli
a diFera [3℄. Non avrei 
reduto, prima di leggere l'arti
olo e le lettere, 
he il bilan
iodell'energia nella s
ari
a di un 
ondensatore potesse nas
ondere 
os�� tanti aspettiinteressanti, profondi e an
he 
omplessi. Per
i�o mi sembra an
ora opportunodedi
are uno s
ritto al tentativo di mettere un po' d'ordine e di esaminare an
hequestioni 
ollaterali ma tutt'altro 
he se
ondarie per l'insegnamento della �si
a.L'arti
olo di Fera �e molto breve: tre pagine e mezza, di 
ui la prima presaquasi interamente dalla 
itazione dal testo di Manuzio e Passatore (in segui-to M&P) e pi�u di mezza dal 
al
olo dettagliato dell'energia trasformata in 
aloredurante la s
ari
a, nella resistenza del �lo 
he 
onnette i due 
ondensatori. Ep-pure vedremo 
he di stimoli ne fornis
e pare

hi, il 
he �e si
uramente un pregiodell'arti
olo, a mio giudizio il maggiore.E

o un indi
e dei diversi temi 
he mi riprometto di dis
utere:{ il problema della s
hematizzazione in �si
a{ l'eterna questione degli ordini di grandezza{ 
ontinuit�a in �si
a e in matemati
a{ 
ostanti distribuite o 
on
entrate?{ dipoli e multipoli : : :{ 
ome realizzare un apparato \misurabile"{ : : :2. Il problemaCer
o ora di spiegare sommariamente questo elen
o. Chi abbia letto [1℄,[2℄, [3℄ sa 
he tutto verte su un 
ondensatore inizialmente 
ari
o, 
he a un datoistante viene 
ollegato 
on un altro s
ari
o di uguale 
apa
it�a (�g. 1). Tutti* Una versione abbreviata di questo s
ritto �e in 
orso di pubbli
azione su La Fisi
a nellaS
uola. 1



sappiamo 
he alla �ne i due 
ondensatori avrannola stessa d.d.p., met�a di quella iniziale, quindi un'e-nergia elettrostati
a 
omplessiva 
he �e an
h'essa lamet�a di quella iniziale. Il problema �e: dov'�e andataa �nire l'energia man
ante? C1 C2

Fig. 1: Quando C1 si s
ari
a suC2 va perduta dell'energia.Con sua (e nostra) sorpresa Fera s
opre 
he 
'�e
hi pensa (almeno M&P, stando al loro testo 
itatoin [1℄) 
he l'energia man
ante venga portata via dauna radiazione elettromagneti
a. Fera osserva 
hequesto non �e sempre vero; 
he non si pu�o tras
urare la resistenza del 
onduttore
he unis
e i due 
ondensatori. Con opportuni 
al
oli dimostra 
he in genere �ela dissipazione Joule 
he prevale, an
he se | di
e Fera | in 
erte 
ondizionil'irraggiamento pu�o divenire importante.C'�e per�o da dire sul 
riterio adottato in [1℄ per 
onfrontare i due modi didissipazione: Joule e radiativa. Vedremo 
he il 
riterio giusto �e un altro, mal'idea proposta in [1℄ fa sorgere un nuovo problema. Fera introdu
e infatti, 
ometempo importante per il suo 
riterio, il tempo (da lui indi
ato 
on Æ) 
he la lu
eimpiega per attraversare il 
ondensatore. (1) In realt�a non �e questo il tempo 
he
onta, ma se si fa entrare in ballo un tempo di propagazione non si sfugge auna domanda: in 
he misura il sistema �si
o in esame pu�o essere trattato intermini di 
omponenti dis
reti (resistenza, induttanza, 
apa
it�a)? Se il tempo dipropagazione �e importante, non abbiamo a 
he fare 
on un sistema \a 
ostantidistribuite"? Vedremo: : :Rinaudo [2℄ 
riti
a Fera per aver tras
urato l'induttanza del 
ir
uito, 
he �eindispensabile almeno per evitare una dis
ontinuit�a iniziale della 
orrente. Con-siderando l'induttanza abbiamo un 
ir
uito os
illante 
he pu�o irradiare sia nelmodo di dipolo elettri
o (l'uni
o di 
ui si tiene 
onto in [1℄) sia in quello di dipolomagneti
o. Purtroppo in [2℄ non 
i sono stime numeri
he 
he permettano di 
a-pire se e quando l'uno o l'altro dei due modi possa essere prevalente. Fera in [3℄a

enna a una stima della radiazione di dipolo magneti
o, e a�erma 
he questasia tras
urabile. Un altro problema 
he dovremo esaminare, per
h�e vedremo 
henon �e sempre 
os��.In [1℄ si di
e 
he la resistenza �e ne
essaria: senza resistenza non si potrebberaggiungere lo stato di equilibrio �nale. Questo in realt�a non �e vero, e l'introdu-zione dell'induttanza spiega per
h�e. An
he in assenza di resistenza, le os
illazionisaranno smorzate a 
ausa dell'irraggiamento: in altre parole, usando il gergo del-la teoria delle antenne, sar�a sempre presente una resistenza di radiazione 
he halo stesso e�etto di un \vero" resistore inserito nel 
ir
uito. Vedremo in seguito(sez. 11) 
ome 
al
olarla.(1) In [3℄ rivede il suo 
riterio, ma il 
ambiamento non in
uis
e su quanto sto di
endo ora.2



3. L'energia si trasforma in 
alore?Prima di a�rontare le numerose questioni da dis
utere, vorrei sbrigarne una
ollaterale rispetto al tema dell'arti
olo di Fera e an
he di questo, ma 
he tut-tavia mi sembra importante esaminare per
h�e appare di frequente. Mi riferis
oalla frase 
he ho messo 
ome titolo: �e 
orretto dire 
he nella s
ari
a di un 
on-densatore su una resistenza l'energia elettrostati
a si trasforma in 
alore?In termini generali, la mia risposta �e \no": per la sempli
e ragione 
he il
alore non �e energia, ma (
ome il lavoro) �e una modalit�a di trasferimento dienergia tra 
orpi diversi. Andando pi�u al 
on
reto, 
he 
osa a

ade quando il
ondensatore si s
ari
a sulla resistenza? O meglio, in questo 
aso �e opportuno es-sere pre
isi, e distinguere \resistenza" da \resistore": il se
ondo �e l'oggetto �si
o
he viene inserito in un 
ir
uito elettri
o per ottenere un 
erto 
omportamento;la prima �e la grandezza �si
a 
he des
rive il 
omportamento elettri
o di quell'og-getto. Dovremmo dunque dire \un resistore avente una resistenza di 47
," 
os��
ome di
iamo \un blo

o di ferro avente una massa di 13 kg." Dato 
he espri-mersi 
os�� ries
e piuttosto pesante, �e perdonabile usare una forma ellitti
a e diresempli
emente \una resistenza di 47
." Ma ora abbiamo bisogno di distinguereil 
orpo, in quanto sistema termodinami
o, da una delle sue propriet�a, 
he �e laresistenza elettri
a: : :Dunque 
i stiamo 
hiedendo 
he 
osa a

ade quando il 
ondensatore si s
a-ri
a sul resistore. In prima battuta vediamo 
he questo si s
alda, ossia la suatemperatura aumenta. Dato 
he lo stesso risultato si ottiene pi�u naturalmentemettendo il 
orpo (il resistore) in 
ontatto termi
o 
on un 
orpo a temperaturamaggiore, e

o per
h�e pu�o sembrare naturale dire 
he il resistore ha a
quistato
alore. Ma dopo Joule e dopo il primo prin
ipio, sappiamo 
he il 
alore non �euna funzione di stato, ma una grandezza 
he misura un 
erto tipo di s
ambiodi energia in una 
erta trasformazione (in termini matemati
i, �e un funzionaledella trasformazione). Quindi non pu�o essere aumentato n�e diminuito, non pu�oessere a
quistato n�e 
eduto.Quello 
he si pu�o dire, osservando l'aumento di temperatura, �e 
he lo sta-to termodinami
o del resistore �e 
ambiato; andando un po' pi�u a fondo, 
he�e aumentata la sua energia interna. Quindi l'espressione 
orretta �e \l'energiaelettrostati
a del 
ondensatore si trasforma in energia interna del resistore."Per�o la storia non �e �nita, per
h�e il resistore sar�a in 
ontatto termi
o pi�u o me-no buono 
on un ambiente, rispetto al quale dopo la s
ari
a risulter�a pi�u 
aldo(temperatura maggiore). Ci sar�a quindi un (lento) trasferimento di energia dalresistore all'ambiente, stavolta in forma di 
alore, �n
h�e il resistore non sar�a s
e-so di nuovo alla temperatura dell'ambiente; 
ol 
he la sua energia interna sar�atornata quella iniziale, e l'energia elettrostati
a del 
ondensatore la ritroveremoalla �ne 
ome energia interna (aumentata) dell'ambiente.3



Con questo 
hiudo la parentesi termodinami
a, an
he se verrebbero in men-te altre 
ose da dire, per
h�e dell'eredit�a del \
alore sostanza" non 
i si liberafa
ilmente parlando di �si
a; ma la divagazione �e gi�a stata abbastanza lunga.4. Irraggiamento o e�etto Joule? �E an
ora presto per dirlo: : :Fera sviluppa in tutto dettaglio il 
al
olo dell'energia dissipata per e�ettoJoule nel 
ir
uito di �g. 2 (
he riprodu
e la sua �g. 1). Il 
al
olo non ha nulladi parti
olare, e fornis
e un risultato per altro ben noto: l'energia elettrostati
aman
ante alla �ne della s
ari
a �e stata tuttadissipata per e�etto Joule. Il 
he impli
a,tra l'altro, 
he la detta energia dissipata siaindipendente dal valore di R.
C1 C2

R

Fig. 2: La resistenza del 
ir
uito non �emai tras
urabile.
Ed e

o il problema: se il valore di Rnon 
onta, si otterrebbe lo stesso risulta-to an
he per R = 0? La questione �e pri-ma di tutto matemati
a: la risposta sar�aa�ermativa se l'energia dissipata �e de�nitaper ogni R � 0, e se �e 
ontinua a destrain R = 0. Ma lo �e?Basta guardare i passaggi in [1℄, a partire dall'eq. (1), per a

orgersi 
heil 
al
olo risulta viziato in partenza se ammettiamo il valore 0 per R : infattiin tal 
aso la (1) ri
hiede V1 = V2 per ogni t, e questa 
ondizione non �e 
ertosoddisfatta all'istante iniziale. Dal punto di vista �si
o, l'apparente paradosso 
idi
e soltanto 
he la s
hematizzazione adottata non pu�o essere valida per R = 0(apparato super
onduttore) e 
i fa an
he sospettare 
he possa fallire quando R�e troppo pi

ola. Quanto pi

ola? Per
h�e?La risposta si trova gi�a in [2℄: non �e in
ondizionatamente le
ito tras
urarel'induttanza del 
ir
uito. Ho s
ritto \in
ondizionatamente" per
h�e potrebbe es-sere le
ito tras
urarla 
ome approssimazione, se fosse abbastanza pi

ola. �E vero
he senza induttanza, 
ome osserva Rinaudo, avremmo una dis
ontinuit�a nella
orrente, ma se il tempo di salita fosse molto breve rispetto ai tempi 
he inte-ressano, tale dis
ontinuit�a sembrerebbe un'approssimazione tollerabile.O

orre dunque stimare questi tempi, altrimenti non potremo sapere suquale s
hematizzazione basar
i. Il 
he dimostra gi�a uno dei punti 
he mi ripro-mettevo di esaminare: s
egliere la 
orretta s
hematizzazione di una situazione�si
a pu�o essere molto diÆ
ile, e a volte pu�o per�no sembrare 
ontraddittorio.Il nostro \sempli
e" problema gi�a 
e lo prova: per 
apire se una 
erta s
hema-tizzazione �e le
ita (niente resistenza? niente induttanza? E poi vedremo 
he 
'�edell'altro : : : ) sembra 
he o

orra prima trattare il problema in modo pi�u a

u-rato. Ma se sappiamo fare questo, a 
he serve la s
hematizzazione pi�u sempli
ee pi�u grossolana? 4



Spesso la risposta viene dal 
osiddetto \senso �si
o": un �si
o dotato diuna 
erta esperienza possiede un repertorio di 
riteri semiintuitivi 
he lo gui-dano verso la s
hematizzazione adeguata, senza doversi immergere in 
al
oli
ompli
ati. Oso a�ermare 
he dovrebbe essere uno degli obbiettivi didatti
i, an-
he nella s
uola se
ondaria, far vedere 
he il problema esiste, e guidare i ragazzi(nei 
asi pi�u sempli
i, non in questo nostro : : : ) verso la soluzione. Vi
ever-sa la tendenza prevalente, nei testi, nei problemi d'esame, forse an
he nel la-voro quotidiano in 
lasse, �e tutt'altra:le situazioni �si
he vengono propostegi�a \distillate," 
on le s
hematizzazio-ni per�no sottintese. Il 
ampo elettri
oin un 
ondensatore, o quello magneti
oin un solenoide, sono sempre uniformie gli e�etti di bordo sono sempre tra-s
urabili; la resistenza dell'aria non hamai importanza : : : e

. (2) C1 C2

R L
A B

Fig. 3: E neppure l'induttanza.Per il 
ir
uito di �g. 2, o meglioper quello pi�u 
ompleto 
he si trovain [2℄ e 
he riprodu
o in �g. 3, �e ab-bastanza fa
ile pre
isare il 
riterio dei tempi. Ci sono infatti due grandezze 
onla dimensione di un tempo: la prima �e quella indi
ata 
on � da Fera, e 
he quipreferis
o 
hiamare �C : �C = RC ; (1)la se
onda �e la 
ostante di tempo del 
ir
uito RL (senza 
apa
it�a) 
he 
hia-mer�o �L: �L = LR: (2)In realt�a le grandezze 
on le dimensioni di un tempo sono in�nite, a 
ausa dellapresenza della grandezza adimensionale
 = R2CL = �C�L (3)(questo parametro sar�a importante per la dis
ussione 
he sto per fare). �E par-ti
olarmente interessante p�L�C = pLC
he rappresenta, a meno di un fattore �p2, il periodo del 
ir
uito os
illante gi�a
itato, in assenza di resistenza. (3)(2) Una dis
ussione pi�u approfondita di questo punto si trova in [4℄.(3) Si tenga presente 
he nel 
al
olo del periodo 
onta la serie dei due 
ondensatori; quindila 
apa
it�a da 
onsiderare �e C=2. Per lo stesso motivo, il valore 
riti
o di 
 �e 8, e non 4.Per 
omodit�a del lettore riporto i 
al
oli in Appendi
e 1.5



�E ben noto 
he il 
ir
uito RLC ha due 
omportamenti qualitativamentediversi, a se
onda del valore di 
 : per 
 < 8 si avranno os
illazioni smorzate,mentre per 
 > 8 il 
ir
uito sar�a aperiodi
o. Pi�u esattamente, e 
onsiderandoper sempli
it�a solo i 
asi limite 
 � 8 e 
 � 8, abbiamo:1) Se 
 � 8 la 
orrente nel 
ir
uito sale inizialmente | 
on 
ostante di tempo �L| verso il valore limite V1=R, dove V1 �e la d.d.p. iniziale del 
ondensatore 
ari
o;poi de
res
e verso zero 
on 
ostante di tempo �C=2. La dis
esa �e molto pi�u lentadella salita, per un fattore 
=2. In queste 
ondizioni, almeno per l'andamentodella 
orrente e dei potenziali, si potr�a an
he tras
urare L, 
he determina solola brevissima fase di salita della 
orrente.2) Se 
 � 8 abbiamo un andamento os
illante della 
orrente: il periodo dios
illazione �e vi
ino a �os
 = �p2 �L�C (4)e le os
illazioni sono smorzate 
on una 
ostante di tempo�sm = 2 �L: (5)Avremo �sm � �os
, visto 
he �sm�os
 = 1� r 2
 :le os
illazioni saranno lentamente smorzate.
t

I

Fig. 4: Os
illazioni fortemente smor-zate.

Bisogna per�o stare attenti a 
erti passag-gi, 
ome la radi
e quadrata in questo 
aso. Seper es. fosse 
 = 0:1, avremmo �sm ' 1:4 �os
.Mentre 0:1 � 8 e quindi le approssimazioninelle formule pre
edenti sono giusti�
ate, nonsi pu�o dire 
he 1.4 sia grande. Le os
illazio-ni sarebbero 
erto smorzate, ma non propriolentamente (�g. 4).A questo punto si pu�o 
apire per
h�e neltitolo di questa sezione ho s
ritto \�e an
orapresto." Infatti non siamo an
ora in gradodi rispondere alla domanda, ma abbiamo solodis
usso l'andamento della 
orrente (e quindidel potenziale e della 
ari
a) a se
onda dei valori delle tre 
ostanti R;L;C.L'energia dissipata per e�etto Joule sembra essere ben de�nita, e non dipendere| 
ome gi�a detto | da R e neppure da L; per l'esattezza:EJ = 14 C V 21 : (6)Il \sembra" sta a indi
are 
he le 
ose non stanno proprio 
os��: la (6) rappresentadi 
erto la diminuzione dell'energia elettrostati
a dei 
ondensatori, ma non �e6



detto | 
ome ormai sappiamo | 
he essa venga tutta dissipata in e�etto Joule;ne riparleremo. Quanto all'energia irraggiata, dobbiamo ora o

upar
ene.5. Come irraggia il nostro 
ir
uito?La risposta non �e per niente sempli
e, 
ome ora voglio mostrare, e dipendeda qual
osa di 
ui n�e Fera n�e Rinaudo hanno parlato.Ri
ordo 
he in [1℄ si 
onsidera solo la radiazione di dipolo elettri
o del
ondensatore 2 (quello inizialmente s
ari
o). Mostrer�o 
he tras
urare l'altro
ondensatore pu�o essere disastroso agli e�etti del risultato, e in un modo 
hedipende dall'esatta geometria del sistema.Qual
osa di simile si pu�o an
he obiettare a [2℄, dove al sempli
e �lo del
ir
uito iniziale viene sostituito un solenoide. �E vero 
he in tal modo il momentodi dipolo magneti
o �e fa
ilmente 
al
olabile, ma al prezzo di alterare gravementela natura del 
ir
uito, e in partenza non sappiamo se 
i�o non alteri an
he ilrisultato (questa 
riti
a �e gi�a presente in [3℄).Riprendiamo la �g. 1, 
onsiderandola ora non un sempli
e s
hema elettri
o,ma un disegno della disposizione geometri
a dei 
omponenti. Ri
ordo (�e notoa tutti, ma non viene di solito spiegato 
on 
hiarezza nei libri) 
he uno s
hemaelettri
o �e una forte astrazione di un oggetto �si
o 
omposto di pile, s
atolet-te 
on due terminali 
hiamate \
ondensatori," barrette terminate 
on due �li,
hiamate \resistori," e altri 
omponenti, 
he nei 
ir
uiti elettroni
i possono in
lu-dere diodi, transistori, ampli�
atori operazionali e altri 
ir
uiti integrati, magarimi
ropro
essori: : : E poi bobine, trasformatori, interruttori : : : e 
hi pi�u ne hapi�u ne metta.Ho s
ritto ed evidenziato sopra il termine \astrazione" per
h�e appunto diquesto si tratta e va fatto 
apire ai ragazzi: non solo si usano rappresentazioni
onvenzionali per tutti gli elementi di 
ir
uito 
he ho nominato, ma soprattuttoviene del tutto tras
urata la loro disposizione geometri
a e�ettiva, indi
andoes
lusivamente le 
onnessioni, 
he sono linee rappresentative di �li a loro voltain realt�a 
ostituiti nei modi e dei materiali pi�u diversi: : : E non mi dilungooltre.Fa

io solo un brevissimo ex
ursus stori
o: gli s
hemi 
ome noi oggi li 
ono-s
iamo non sono nati d'un 
olpo: se guardate i libri di un se
olo fa 
i troverete deidisegni 
he sono una via di mezzo tra una rappresentazione realisti
a dell'oggetto�si
o, e la sua astrazione 
he ho des
ritta sopra. Le batterie sono disegnate 
oiloro bravi morsetti, dai quali partono dei �li, magari avvolti a eli
a per renderlipi�u maneggevoli; i 
ondensatori sono talvolta disegnati quasi 
ome sono fattidavvero; ma an
he in modo pi�u astratto: : : Soprattutto, non 
'era una regola,mentre oggi la standardizzazione degli s
hemi (soprattutto elettroni
i) �e essen-ziale per assi
urarne la 
omprensibilit�a universale. Un esempio �e la �g. 5, dove�e mostrato uno dei primi radiori
evitori 
he impiegavano un tubo elettroni
o:l'audion (triodo) di de Forest. 7



Fig. 5: S
hema di un ri
evitore a trio-do: l'audion di de Forest
Torniamo alla �g. 1, e seguiamo la des
ri-zione data in [1℄. I 
ondensatori sono esat-tamente i \
ondensatori piani" della tradizio-ne: due piastre metalli
he piane (le \arma-ture") di uguale forma, parallele tra loro auna distanza d pi

ola rispetto alla dimen-sione delle piastre. Verso la �ne dell'arti
o-lo [1℄ sono dati, a titolo di esempio, C = 1nF,d = 1mm: se prendiamo le piastre 
ir
olari,per avere quella 
apa
it�a (nel vuoto) o

orrer�aun raggio a = 19 
m; teniamo a mente questodato, 
he 
i servir�a pi�u avanti.Il 
al
olo del momento di dipolo elettri
o del 
ondensatore dovr�a tener 
ontodel fatto 
he non si tratta di 
ari
he puntiformi; ma fortunatamente se suppo-niamo 
he in ogni istante le densit�a di 
ari
a in due punti a�a

iati delle duearmature siano esattamente opposte, il risultato �e sempli
e:p = q duse q �e la 
ari
a totale sull'armatura positiva (�q sull'altra) e u �e il versore dellanormale alle armature, orientato da quella negativa a quella positiva. (4) Non �eneppure ne
essario assumere 
he la densit�a di 
ari
a sia uniforme su 
ias
unaarmatura; 
osa di 
ui potremmo dubitare quando la 
ari
a 
uis
e verso i �li,durante la s
ari
a (ne riparleremo). Inve
e l'ipotesi di densit�a opposta in punti
orrispondenti delle due armature segue da un argomento di simmetria.Per�o i 
ondensatori sono due, e 
i saranno due momenti di dipolo; semprese
ondo la �gura, 
he ora interpretiamo 
ome disegno, supponiamo 
he i due 
on-densatori siano aÆan
ati. Allora i due momenti di dipolo sono vettori paralleli,entrambi diretti se
ondo la normale alle armature, e la loro somma sar�ap = (q1 + q2) du: (7)Ma q1 + q2 = q (
ari
a iniziale del 
ondensatore 1) e nonvaria nel tempo. Dato 
he la potenza istantanea irraggiatadipende da j�pj2 (v. App. 2) essa risulta nulla a ogni istante,e nulla �e quindi an
he l'energia totale irraggiata!C1

C2Fig. 6: Condensa-tori sovrapposti. Possiamo salvare il 
al
olo in [1℄, a patto di modi�
arela geometria del 
ir
uito: mettiamo i due 
ondensatori unosotto l'altro, anzi
h�e aÆan
ati (�g. 6). In questo 
aso i due momenti di dipolohanno versi opposti, e inve
e della (7) abbiamop = (q1 � q2) du = (2 q1 � q) du = (q � 2 q2) du: (8)(4) In [1℄ si trova per p un valore met�a; si
uramente un lapsus, po
o importante per gli ordinidi grandezza. 8



Dunque ora, a parte il segno, �p risulta doppio di quello del 
ondensatore 2,e j�pj2 quadruplo; se ri
ordiamo il fattore 1/2 introdotto da Fera, 
he porta unaltro fattore 4 nell'energia irraggiata, vediamo 
he l'energia �e in realt�a 16 voltemaggiore.6. Cal
olo esatto della radiazione di dipoloAn
he se non �e de
isivo, pu�o essere di qual
he interesse tentare un 
al
oloun po' pi�u a

urato dell'energia irraggiata; in �n dei 
onti si tratta solo di unpaio di derivate, un integrale, e qual
he passaggio algebri
o.Partiamo dalla (A2.1) dell'App. 2, 
on l'espressione (8) per il momento didipolo elettri
o, e troviamo Ed = 2Z0 d23� 
2 +1Z0 ��q1�2 dt: (9)Prendendo q1(t) dalla (A1.6) 
on le espressioni (A1.7), (A1.8) per k1, k2, 
1, 
2,derivando due volte e inserendo nella (9) arriviamo, 
on passaggi elementari 
henon riporto, a Ed = Z0 d2q2
3� 
2�3C = Z0 d2q23� 
2RC2L: (10)�E interessante osservare 
he la (10) vale per qualunque 
, an
he molto grandeo molto pi

olo: quindi l'energia irraggiata, �ssate R e C, risulta inversamenteproporzionale a L.Una spiegazione intuitiva di questo fatto pu�o essere la seguente. Come �emostrato in App. 1, quando L �e pi

ola (
 � 8) la 
orrente di s
ari
a sale 
on
ostante di tempo �L (molto breve), poi torna a zero 
on 
ostante di tempo �C=2(relativamente lunga). A prima vista, 
ome avevamo gi�a detto, sembra 
he sipossa tras
urare la fase di salita, ma non �e 
os�� per l'irraggiamento. Infattinella salita �q1 dura un tempo dell'ordine di �L, ma raggiunge un'ampiezza 
heva 
ome 1=L. Di 
onseguenza l'integrale di ��q1�2 va 
ome 1=L. S
opriamo 
os��un fatto non intuitivo: l'induttanza non pu�o mai essere tras
urata, tanto menoquando �e pi

olissima!Possiamo ora 
onfrontare la (10) 
on l'espressione (7) 
he si trova in [1℄ e 
hetras
rivo nelle notazioni del presente arti
olo:U� = �3Z0 d2q23 
2�3C : (11)La (11) non �e data in [1℄ 
ome espressione esatta, ma solo 
ome una stima, 
hedovrebbe per�o fornire almeno l'ordine di grandezza. Cal
oliamo il rapporto:U�Ed = �4
 :9



Il fattore �4 non �e 
erto pi

olo (vale 
ir
a 100) ma non �e la 
osa importante; lo �einve
e il fattore 
, 
he in 
asi prati
i | 
ome vedremo | pu�o di�erire dall'unit�aper diversi ordini di grandezza. Ma 
i�o 
he veramente o

orre spiegare �e il fatto
he nel rapporto U�=Ed 
ompaia 
, 
he dipende dai parametri del 
ir
uito.La spiegazione �e sempli
e, grazie alla dis
ussione fatta sopra sull'importanzadi L. Infatti in [1℄ �e 
onsiderata solo la parte de
res
ente della 
orrente dis
ari
a, 
he ha 
ostante di tempo �C=2; ma sappiamo 
he l'energia irraggiatanella fase di salita della 
orrente va 
ome 1=L, ossia 
ome 1=�L. Per la stessaragione, quella irraggiata durante la dis
esa andr�a 
ome 1=�C , e il rapporto andr�a
ome �C=�L = 
.7. Ordini di grandezzaSiamo ora in grado di a�rontare, almeno in parte, il problema 
entrale: �e pi�uimportante la dissipazione Joule o la radiazione? Abbiamo le formule ne
essarie,ma 
i man
a an
ora qual
osa: una stima attendibile dei parametri del 
ir
uito:C, R, L.Quanto a C avremmo una larghissima s
elta, per
h�e esistono in 
ommer
io
ondensatori dal pF a qual
he kF (s��: migliaia di farad). Tuttavia 
apa
it�a trop-po pi

ole non sono adatte al nostro s
opo, per
h�e sono dello stesso ordine delle
apa
it�a distribuite dovute ai 
onduttori e a tutti gli altri 
omponenti del 
ir-
uito; di 
onseguenza diventa diÆ
ile un modello suÆ
ientemente a

urato. Pi�uin generale, i 
ondensatori 
ommer
iali, spe
ialmente quelli di 
apa
it�a elevata,hanno strutture �si
he 
omplesse e di nuovo diÆ
ilmente modellizzabili; 
on-viene quindi restare sulla proposta di Fera, ossia il 
lassi
o 
ondensatore pianoda 1 nF, di 
ui abbiamo gi�a visto le dimensioni: distanza fra le armature 1mm,raggio di queste (
ir
olari) 19 
m.Per la resistenza vale un dis
orso analogo: se fossimo interessati a un valoreelevato, avremmo disponibilit�a �no a pare

hi M
; se inve
e vogliamo tenere Rpi�u bassa possibile, allora le 
ose si 
ompli
ano un po', per
h�e la resistenza non�e solo dovuta al �lo 
he 
ollega i due 
ondensatori, ma an
he alle saldaturedi questo sulle armature, e all'impres
indibile interruttore la 
ui 
hiusura fapartire la s
ari
a. Inoltre la resistenza del �lo non pu�o essere 
al
olata dai solidati geometri
i (lunghezza, sezione) e dalla resistivit�a del metallo, a 
ausa dello\e�etto pelle," 
he fa s�� 
he una 
orrente ad alta frequenza non si distribuis
auniformemente nel 
onduttore, ma si 
on
entri vi
ino alla super�
ie. Il risultato�e un aumento della resistenza eÆ
a
e, 
he dipende dalla frequenza 
ome !1=2.Si dovr�a poi tener 
onto della resistenza di radiazione, 
he non sar�a mai nullase il 
ir
uito irraggia; vedremo in sez. 11 
ome stimarla. Per tutti questi motivisembra diÆ
ile s
endere sotto 0:1
.In�ne, l'induttanza. An
he qui, nessuna diÆ
olt�a a realizzare induttanzedi pare

hi henry, ma noi saremmo piuttosto interessati a rendere L pi�u pi

olapossibile. Non aggiungeremo quindi induttanze non ne
essarie, ma non potremo10



ignorare l'induttanza dei �li di 
ollegamento. Viste le dimensioni dei 
ondensato-ri, �e ragionevole s
hematizzare i �li 
ome una 
ir
onferenza di raggio b = 20 
m;o

orre poi spe
i�
are il raggio b0 della sezione dei �li, 
he in
uis
e, an
he sepo
o, sull'induttanza. Prendiamo b0 = 0:5mm. Una formula approssimata perl'induttanza �e (5) L = �0b�log 8 bb0 � 2 + Y� (12)dove il parametro Y tiene 
onto dell'e�etto pelle: Y = 1=4 per 
orrente distri-buita uniformemente nel �lo, Y = 0 per 
orrente 
on
entrata alla super�
ie.Mettendo i numeri, si trova L = 1:53�H per il 
aso di 
orrente super�
iale,
he mi sembra pi�u realisti
o (
omunque sarebbe po
o diversa nell'altro 
aso).Assumer�o questo valore per i 
al
oli 
he seguono.C'�e per�o an
ora qual
osa da dire sull'induttanza. La formula (12) si riferis
ea una spira 
ir
olare, ma nel nostro 
aso la spira �e interrotta dalla presenza dei
ondensatori. In 
he misura 
i�o in
uis
e sull'induttanza?Ripassiamo 
he 
osa a

ade durante la s
ari
a. La 
ari
a del 
ondensatore 1va diminuendo, quella del 
ondensatore 2 aumenta. In entrambi, varia il 
ampoelettri
o fra le armature, ossia esiste una 
orrente di spostamento 
he 
hiude il
ir
uito (ri
ordo 
he la 
orrente di spostamento si rende appunto ne
essaria nelleequazioni di Maxwell per garantire 
he il se
ondo membro inrotH = j+ "0 �E�t (13)abbia divergenza nulla). La (13) mostra 
he an
he la 
orrente di spostamento
ontribuis
e al 
ampo magneti
o, quindi �e 
ome se al posto dei 
ondensatori vifossero dei 
onduttori per
orsi dalla stessa 
orrente. Per�o questi 
onduttori nonsono �liformi: hanno inve
e l'estensione delle armature, e la 
orrente (di sposta-mento) �e distribuita su tutta la loro sezione. Dobbiamo quindi aspettar
i 
heil 
ampo magneti
o venga alterato e 
he la (12) non possa pi�u essere 
orretta.Tutttavia lo spazio tra le armature �e assai sottile rispetto alla lunghezzza dei�li, ed �e quindi plausibile 
he la modi�
a all'induttanza sia pi

ola: 
on questoargomento possiamo de
idere di non preo

upar
ene.(5) Questa formula si pu�o trovare su diversi testi, ma �e an
he fa
ilmente reperibile in internet.Nella (12) vengono tras
urati termini dell'ordine di b02=b, molto pi

oli nel nostro 
aso.La [5.158℄ di Ja
kson [5℄, 
itata in [3℄, �e molto simile.11



Riassumendo, i parametri del nostro 
ir
uito sono:Condensatori:distanza tra le armature d = 1mmraggio delle armature a = 19 
m
apa
it�a C = 1nFConduttori:raggio della spira b = 20 
mraggio del �lo b0 = 0:5mminduttanza L = 1:53�HResistenza (stimata): R = 0:1
:Con questi dati possiamo 
al
olare le altre grandezze rilevanti per il 
al
olodell'irraggiamento:�L = 15:3�s �C = 0:1 ns 
 = 6:6 � 10�6:Come si vede, siamo largamente nel regime os
illatorio: il periodo delle os
illa-zioni e la 
ostante di tempo di smorzamento valgono�os
 = 0:17�s �sm = 31�s ; (14)le os
illazioni sono debolmente smorzate.Si vede an
he 
he per us
ire dal regime os
illatorio o

orrerebbe modi�
arein modo importante i parametri: per es. portare R a oltre 100
. Aumentare Co diminuire L �e fuori questione, per i motivi gi�a visti.Assumendo, a titolo di esempio, una 
ari
a iniziale q = 1nC, possiamo ora
al
olare l'energia perduta dal 
ondensatore, data dall'eq. (6); per�o in presenzad'irraggiamento questa non sar�a tutta dissipata per e�etto Joule, e 
onverr�aindi
arla 
on un simbolo diverso: Ep. Cal
oliamo an
he quella Ed irraggiata perdipolo elettri
o (10):Ep = 14 C V 21 = q24C = 2:5 � 10�10 J Ed = 2:9 � 10�15 J:Come si vede, 
i sono ben 5 ordini di grandezza fra Ep ed Ed. Possiamo 
apiremeglio la situazione 
al
olando il rapporto:EdEp = 4Z03� 
2 d2RC L:Dunque per rendere 
onfrontabili Ed ed Ep o

orre diminuire il prodotto RCLdi 5 ordini di grandezza, il 
he �e del tutto impossibile, oppure aumentare d (
ol
he diminuis
e C) . A 
onti fatti, si vede 
he per rendere Ed 
onfrontabile 
on Ep12



bisogna aumentare d di 50 volte, portan-do C a 20 pF e il periodo di os
illazionea 
ir
a 25 ns.
Fig. 7: Il trasmettitore di Mar
oni: il 
on-densatore �e sostituito dalla 
oppia di �li an-tenna/terra.

In questo modo siamo al limite delmodello, per
h�e abbiamo 
ondensatori diraggio 19 
m e spessi 5 
m; inoltre la 
a-pa
it�a �e po
o maggiore delle inevitabi-li 
apa
it�a parassite del 
ir
uito. Mal'idea di aumentare d pu�o essere spin-ta all'estremo, sostituendo i 
ondensatori
on due grosse sfere metalli
he, 
ollegateal generatore di alta tensione (ro

hettodi Ruhmkor�) mentre la s
ari
a avvienegrazie a una s
intilla tra le sfere. Il 
on-densatore �e 
ompletato da due �li, l'uno
ollegato a terra e l'altro 
on funzione di antenna. E 
os�� siamo arrivati a unadelle prime disposizioni di Mar
oni (�g. 7) dove le sfere sono indi
ate 
on E. (6)Se inve
e restiamo aderenti alla forma dei 
ondensatori assunta �n qui, non
'�e niente da fare: la radiazione di dipolo elettri
o risulta sempre tras
urabilerispetto alla dissipazione Joule. (7)8. O

orre 
onsiderare i multipoli?La radiazione e.m. emessa da un sistema di 
ari
he e 
orrenti �e in generalediÆ
ile da 
al
olare, a meno 
he non siano possibili delle sempli�
azioni graziealla 
onformazione del 
ir
uito e all'andamento delle 
ari
he e delle 
orrenti.In termini generali, �e prati
a 
omune 
onsiderare lo sviluppo in multipoli, 
henon posso qui esporre in dettaglio. (8) �E per�o ne
essario �ssare il 
riterio dellosviluppo, e le 
ondizioni in 
ui �e le
ito fermarsi ai primi termini.Il dis
orso �e (relativamente) sempli
e se 
ari
he e 
orrenti variano nel tempoin modo sinusoidale: allora il parametro di sviluppo �e ks, dove k = !=
 e s�e una dimensione 
aratteristi
a del sistema. Se ks� 1 i termini dello svilupponell'energia della radiazione emessa sono progressivamente de
res
enti 
ome lepotenze pari di ks. Pi�u esattamente, la radiazione di dipolo elettri
o si esprime
on una serie il 
ui termine di ordine pi�u basso va 
ome (ks)2, e i su

essivi
ome (ks)4, (ks)6: : : Ci sono poi il quadrupolo elettri
o e il dipolo magneti
o, le
ui serie iniziano all'ordine (ks)4 e 
ontinuano 
on le su

essive potenze pari: : :E

etera.(6) Le �gure 5 e 7 sono tratte da [6℄.(7) Alla �ne di [3℄ si legge la 
on
lusione opposta, ma 
i�o dipende dalla grave sovrastimadi Ed, di 
ui abbiamo gi�a parlato.(8) La trattazione si trova in molti testi di elettromagnetismo avanzato: per es. in [5℄, 
app. 9e 14. 13



�E bene notare 
he solo il primo termine della radiazione di dipolo elettri
osi las
ia esprimere per mezzo del momento di dipolo elettri
o: formula (A2.1)in App. 2. �E il solo 
ontributo di 
ui 
i siamo interessati �no a questo punto. (9)Lo stesso a

ade per il dipolo magneti
o, per il quadrupolo elettri
o, e per tuttii multipoli superiori; quindi per es. il termine in (ks)4 nella potenza irraggiata�e la somma di tre 
ontributi: dipolo elettri
o, dipolo magneti
o, quadrupoloelettri
o. Spesso le 
ose si sempli�
ano, quando l'uno o l'altro dei 
ontributi �enullo; ma in altri 
asi o

orre 
onsiderarli tutti. Purtroppo non si pu�o dire 
hequesto punto emerga sempre 
on 
hiarezza, an
he nei trattati pi�u \
lassi
i."Si noti 
he s
rivere ks � 1 equivale a !s � 
 o an
he a � = 
 T � 2�s,se T �e il periodo del moto delle 
ari
he e 
orrenti. In parole: o

orre 
he lalunghezza d'onda emessa sia grande rispetto alle dimensioni del sistema, oppure
he il sistema sia pi

olo rispetto allo spazio 
he la radiazione per
orre in unperiodo. O an
ora: 
he nel 
al
olo si possa tras
urare il diverso ritardo tra i
ampi emessi dalle 
ari
he e 
orrenti presenti in punti diversi del 
ir
uito.C'�e an
ora un altro modo di des
rivere l'approssimazione: se le 
ari
hesi muovono in uno spazio 
he non supera s, la loro velo
it�a sar�a al pi�u !s;imponendo !s� 
 stiamo dunque ri
hiedendo 
he il moto delle 
ari
he sia nonrelativisti
o.An
he nell'appli
azione di questi 
riteri bisogna per�o fare attenzione. Nonsi pu�o dire in generale, 
ome si legge in [1℄: \l'energia irradiata in un pro
es-so elettromagneti
o �e tras
urabile quando la variazione dello stato del sistemasi svolge in tempi maggiori di quello 
he impiega la lu
e ad attraversarlo." (10)Se 
os�� fosse, ad esempio la radiazione visibile emessa dagli atomi sarebbe sem-pre tras
urabile, visto 
he le dimensioni degli atomi sono pare

hio minori (peralmeno 3 ordini di grandezza) della lunghezza d'onda della lu
e emessa. Pren-dendo un atomo grande 0:2 nm, la lu
e lo attraversa in 
ir
a 6 � 10�19 s, mentreil periodo della radiazione visibile �e attorno a 10�15 s.Nel 
aso degli atomi di un gas, an
he non rarefatto, la radiazione �e impor-tante sempli
emente per
h�e gli altri me

anismi di dise

itazione (tipi
amente,gli urti) sono rari rispetto al tempo di emissione medio di un fotone. La ra-diazione emessa �e quasi sempre di dipolo elettri
o, tranne i 
asi in 
ui questasia proibita (regole di selezione) a 
ausa di parti
olari simmetrie degli stati. Intali 
asi pu�o diventare importante l'emissione in dipolo magneti
o o quadrupoloelettri
o, sempre 
he altri me

anismi di dise

itazione non siano prevalenti.Nel 
aso di un 
ir
uito ma
ros
opi
o il dis
orso �e simile: se ks� 1 il modo diradiazione dominante sar�a il dipolo elettri
o, e saranno quindi giusti�
ati i 
al
oli(9) A rigore, quindi, il titolo dato alla sez. 6 �e impre
iso: non si tratta del 
al
olo esatto dellaradiazione di dipolo, ma solo del 
al
olo esatto del termine di ordine pi�u basso.(10) La giusti�
azione proposta in [3℄ non posso 
ommentarla per
h�e mi ries
e os
ura. Non
apis
o 
hi sia il sistema di 
ui si parla: il 
ondensatore? gli elettroni? In ogni 
aso, 
omesto per mostrare, il 
riterio non d�a risultati 
orretti.14



e le 
onsiderazioni fatte �n qui, a 
ondizione 
he la 
onformazione del sistemanon sia tale da rendere tras
urabile o addirittura nullo il momento di dipoloelettri
o (pi�u esattamente la sua derivata se
onda) s�� 
he la radiazione avverr�aprevalentemente nei modi superiori. Abbiamo gi�a visto 
he questo a

ade ad es.per i 
ondensatori aÆan
ati.Coi nostri dati, se prendiamo per s il diametro della spira (40 
m) o quellodelle armature, 
ir
a uguale, abbiamoks = !s
 = 2�s
 �os
 = 0:048 (15)e l'approssimazione di dipolo elettri
o sembra adeguata. Ma vediamo pi�u afondo, 
al
olando l'energia irraggiata nei modi su

essivi. A questo s
opo fa

ioriferimento alle formule in App. 2.9. La radiazione di dipolo magneti
oNon dobbiamo far altro 
he mettere insieme un po' di formule e 
al
olareun integrale. Sostituendo la (A2.5) nella (A2.3) abbiamoWm = � Z0 b46 
4 �I2: (16)Prendendo �I dalla (A1.12) e integrando, dopo al
uni passaggi si trova l'energiatotale irraggiata: Em = � Z0 b4q2
2 (
 + 2)12 
4 �5C ' � Z0 b4q2
26 
4 �5C : (17)Il 
onfronto 
on l'energia irraggiata per dipolo elettri
o �e fa
ile:EmEd = �2b4
2 
2�2C d2 = 57 (18)
oi soliti valori dei parametri. Sorpresa: la radiazione di dipolo elettri
o �e pi

olarispetto a quella di dipolo magneti
o. Come mai a

ade questo, visto 
he la (15)
i di
e 
he ks� 1?La spiegazione appare 
hiara trasformando opportunamente la (18). Bastari
ordare la de�nizione (3) di 
, la (4) di �os
, poi tener presente la (15) 
he 
id�a ks, per ottenere EmEd = k2s2� �s8 d�2: (19)Nella (19) si vede l'atteso fattore (ks)2, ma an
he un altro fattore, 
he �e � 1(vale 
ir
a 2:5 �104) per
h�e il diametro della spira �e grande rispetto allo spessoredel 
ondensatore. 15



Dobbiamo ora 
onfrontare l'energia irraggiata 
on quella perduta in totale.Troviamo: EmEp = 6:7 � 10�4: (20)Studiando la dipendenza dai diversi parametri, si s
opre 
he questo rapporto vaall'in
ir
a 
ome 1=(RC2). Per rendere 
onfrontabili le due energie basta dunquediminuire C: prendiamo ad es. C = 25 pF, e a 
onti fatti troviamoEmEp = 1:07mentre il periodo di os
illazione passa a 27:5 ns.�E dunque fa
ile rendere importante l'energia irraggiata, se si tiene 
onto deldipolo magneti
o. In realt�a questo apre un altro problema, 
he per�o 
onvienerimandare, per 
ompletare prima l'argomento multipoli, passando al quadrupoloelettri
o.Sarebbe an
he sempli
e ridurre la radiazione di dipolo magneti
o: si vededalla (17) 
he Em va 
ome b4, ossia 
ome il quadrato dell'area della spira. Si pu�odimostrare 
he 
i�o �e vero in generale, an
he per spire non 
ir
olari. Dunque perridurre la radiazione basta \s
hia

iare" la spira, avvi
inando i due �li tra loroinve
e di disporli in forma di 
ir
onferenza. Questa �e prati
a 
orrente, quando sivoglia evitare la radiazione: i �li vengono avvi
inati e magari an
he intre

iati.10. La radiazione di quadrupolo elettri
oSeguendo il programma dis
usso nella sez. 8, dobbiamo ora o

upar
i delquadrupolo elettri
o: sar�a importante, 
ome lo �e il dipolo magneti
o, o sar�atras
urabile?Per rispondere �e ne
essario separare i due 
asi, di diversa geometria, di 
uiabbiamo parlato nella sez. 5: 
ondensatori aÆan
ati (�g. 1) oppure sovrappo-sti (�g. 6). Come sappiamo, nel primo 
aso non 
'�e radiazione di dipolo, nelse
ondo s��; 
he 
osa si pu�o dire per il quadrupolo?Conviene 
omin
iare 
ol se
ondo 
aso. Se prendiamo l'origine O delle 
oor-dinate nel punto 
entrale fra i due 
ondensatori, e se indi
hiamo 
on 2h la di-stanza fra i loro 
entri (�g. 8) abbiamo per le grandezze indi
ate 
on x0, y0, z0, �qin App. 3:{ per il 
ondensatore superiore (quello inizialmente 
ari
o)x0 = y0 = 0; z0 = h; �q = q1{ per il 
ondensatore inferiore (inizialmente s
ari
o)x0 = y0 = 0; z0 = �h; �q = �q2:16



O

orre ri
ordare 
he 
on q1, q2 abbiamoindi
ato le 
ari
he sulle armature fra loro
ollegate: prima della 
hiusura dell'inter-ruttore q1 = q, q2 = 0; dopo la 
hiusura �esempre q1+ q2 = q. Ma in App. 3 
on �q ab-biamo indi
ato la 
ari
a sull'armatura supe-riore (quella 
on z maggiore): e

o per
h�eper il 
ondensatore inferiore bisogna pren-dere �q = �q2.
d

2hO

Fig. 8: Condensatori sovrapposti.Usando la (A3.1), per il tensore di qua-drupolo totale abbiamoQik = q1 d0��2h 0 00 �2h 00 0 4h1A� q2 d0� 2h 0 00 2h 00 0 �4h1A= (q1 + q2) d0��2h 0 00 �2h 00 0 4h1A = q d0��2h 0 00 �2h 00 0 4h1A:Come si vede, Qik �e 
ostante, quindi non abbiamo radiazione di quadrupolo inquesto 
aso, almeno all'ordine pi�u basso.Diversamente vanno le 
ose nel primo 
aso (
ondensatori aÆan
ati).Se prendiamo l'origine nel 
entro della �gura, le solite grandezze x0, y0, z0, �qassumono ora i valori:{ per il 
ondensatore di sinistra (quello inizialmente 
ari
o)x0 = �b; y0 = z0 = 0; �q = q1{ per il 
ondensatore di destra (inizialmente s
ari
o)x0 = b; y0 = z0 = 0; �q = �q2:Qui b ha lo stesso signi�
ato 
he nella sez. 7: raggio della spira.Usando di nuovo la (A3.1):Qik = q1 d0� 0 0 �3b0 0 0�3b 0 0 1A+ q2 d0� 0 0 3b0 0 03b 0 0 1A= 3bd (q2 � q1)0� 0 0 10 0 01 0 01A = 3bd (q � 2q1)0� 0 0 10 0 01 0 01A:17



Dunque ora il momento di quadrupolo non �e nullo, e non lo �e neppure la suaderivata terza, 
he �gura nella (A2.6) per la potenza irraggiata. Fa
endo il
al
olo: Wq = Z010� 
4 b2d2�q...1�2: (21)Prendendo q...1 dalla (A1.12) e integrando su t arriviamo in�ne, dopo qual
hepassaggio, a Eq = Z0 b2d2q2
2(
 + 2)10� 
4�5C ' Z0 b2d2q2
25� 
4�5C(si ri
ordi 
he 
 � 1). Possiamo 
onfrontare Eq 
on Em dato dalla (17):EqEm = 6 d25�2b2 = 3:0 � 10�6:Risultato: la radiazione di quadrupolo �e 
omunque tras
urabile, e a maggiorragione potremo ignorare i multipoli superiori.11. La resistenza di radiazioneOra 
he abbiamo trattato a fondo le modalit�a d'irraggiamento del nostro(
ompli
ato) sistema, possiamo riprendere un'idea 
he era apparsa nella sez. 2 edi nuovo ri
hiamata nella sez. 7.A rigore una resistenza di radiazione pu�o essere de�nita solo in regime si-nusoidale: il 
aso prati
o in 
ui interessa �e quello delle antenne (trasmittenti ori
eventi). Pensiamo a un'antenna trasmittente: in quel 
aso le os
illazioni della
orrente, 
he sarebbero smorzate a 
ausa dell'energia perduta 
ome radiazione,sono mantenute stazionarie grazie all'intervento di un generatore, 
he ha appun-to la funzione di rifornire l'energia dissipata, attingendola da una sorgente dienergia diversa (pila, alimentatore).Nel 
aso di un'antenna trasmittente si 
er
a quanto possibile di ridurre tuttigli e�etti dissipativi diversi dall'irraggiamento, per 
ui la resistenza di radiazionediventa il 
omponente resistivo prin
ipale del 
ir
uito d'antenna. Nel nostro 
asonon sar�a 
os��, visto 
he l'irraggiamento �e 
omunque pi

olo: 
oi valori assuntidei parametri del 
ir
uito, la radiazione dominante (dipolo magneti
o) �e meno diun millesimo di quella dissipata per e�etto Joule (eq. (20)). Dobbiamo dunqueaspettar
i 
he an
he la resistenza di radiazione sar�a tras
urabile rispetto a quellaohmi
a, 
he abbiamo stimato in 0:1
. Lo s
opo di questa sezione �e 
omunquedi dare indi
azioni su 
ome la resistenza di radiazione possa essere stimata ingenerale.Come detto sopra, una de�nizione 
orretta della resistenza di radiazione sipu�o dare solo in regime sinusoidale. Nel nostro 
aso le os
illazioni sono smor-zate, ma 
on tempo di smorzamento lungo rispetto al periodo delle os
illazioni18



(eq. (14) in sez. 7). Possiamo quindi sperare 
he almeno 
ome approssimazio-ne una de�nizione di resistenza di radiazione sia possibile an
he per il nostrosistema.Ripartiamo dalla (16), 
he d�a la potenza istantanea irraggiata per dipo-lo magneti
o. In essa �gura �I, 
he ha | nelle nostre ipotesi | andamentoprati
amente sinusoidale (eq. (A1.16)). Possiamo quindi s
rivere�I = � j%j24 �L2 I = �4�2�2os
 I:Inserendo nella (16) troviamo, dopo qual
he sempli�
azioneWm = �6 Z0� 2�b
 �os
�4I2
he pu�o essere s
ritta Wm = Rrad I2se poniamo Rrad = �6 Z0� 2�b
 �os
�4 : (22)�E appunto questa la de�nizione della resistenza di radiazione: una resistenza 
hese fosse presente nel 
ir
uito provo
herebbe una dissipazione per e�etto Jouleuguale alla potenza irraggiata. Coi soliti valori numeri
i si haRrad = 6:7 � 10�5
 (23)e l'ipotesi fatta, 
he la resistenza di radiazione dovesse risultare molto pi

ola,�e veri�
ata.L'interpretazione �si
a �e sempli
e: nella (22) �gura l'impedenza 
aratteri-sti
a del vuoto (377
) moltipli
ata per un numero puro, 
he �e il rapporto fra la
ir
onferenza della spira e la lunghezza d'onda irraggiata, alla quarta potenza.La 
ir
onferenza vale 1:26m, mentre la lunghezza d'onda �e 52m. Il loro rapportovale 0.024, e la quarta potenza fa il resto.Alla (23) saremmo potuti arrivare molto pi�u rapidamente per altra via.Visto 
he l'energia irraggiata �e molto minore (meno di 1/1000) di quella perdutanella s
ari
a, possiamo identi�
are l'energia perduta 
on quella dissipata pere�etto Joule in R. Allora potremo s
rivere la proporzione:EmEp = RradRe usando i valori numeri
i noti, si riottiene la (23).19



12. Il problema delle 
ostanti distribuitePrima di 
on
ludere, �e opportuno riprendere un problema 
he �e apparso pi�uvolte, in modo pi�u o meno espli
ito, e 
he presenta diverse fa

e. Il titolo dellasezione indi
a di 
he si tratta: quando possibile si 
er
a di s
hematizzare un 
ir-
uito elettri
o mediante 
omponenti dis
reti (resistori, 
ondensatori, induttori)e di ridurre il 
omportamento del 
ir
uito, radiazione in
lusa, al 
omportamentodi questi 
omponenti. Ma non sempre questo �e possibile, ed �e appunto in tali
asi 
he si parla di \
ostanti distribuite."Dato 
he il 
al
olo 
on le 
ostanti 
on
entrate �e di gran lunga pi�u sempli
e,lo si preferis
e quando la s
hematizzazione �e le
ita; ma qui nas
ono le domande:
ome si fa a vedere se si pu�o lavorare 
on sole 
ostanti 
on
entrate? E in 
asodi risposta negativa, quali sono gli e�etti delle 
ostanti distribuite?Rispondere alla se
onda domanda �e molto pi�u diÆ
ile, e qui non potr�oo

uparmene. Quanto alla prima, a parte qual
he 
onsiderazione generale, di-s
uter�o in maggior dettaglio un solo 
aso parti
olare, 
he si presta a un 
al
oloabbastanza elementare.Ma prima ri
ordiamo dove e 
ome il problema delle 
ostanti distribuite �egi�a apparso nei nostri ragionamenti.1) �E stato 
itato (senza spiegazioni) nell'introduzione.2) Nella sez. 5 �e apparso di nas
osto nel 
al
olo del momento di dipolo, quando
i siamo 
hiesti se la 
ari
a fosse distribuita uniformemente sulle armature.3) Alla �ne della sez. 7 abbiamo parlato di \
apa
it�a parassite," 
he �e un 
asoparti
olare, puramente elettrostati
o.4) Nella sez. 8 il problema �e apparso sotto forma di \problema del ritardo":i multipoli superiori sono tras
urabili se il tempo di propagazione di unsegnale e.m. entro il 
ir
uito �e pi

olo rispetto al periodo di os
illazione.5) Alla �ne della sez. 9 
'�e un'os
ura allusione 
he ora andr�a 
hiarita.Las
io da parte il punto 2), 
he voglio trattare pi�u a fondo. Quanto alpunto 3), in termini generali �e abbastanza sempli
e, an
he se poi un 
al
olosuÆ
ientemente a

urato pu�o essere assai 
ompli
ato. Se i 
ondensatori sono
ari
hi (an
he parzialmente) i due 
onduttori 
he li 
ollegano non sono allo stessopotenziale, quindi fra loro sar�a presente un 
ampo elettri
o. Di 
onseguenza i
onduttori non potranno essere neutri, ma porteranno delle 
ari
he non nulle,il 
he equivale a dire 
he sar�a presente an
he una 
apa
it�a del \
ondensatore"formato dai due �li. Sono queste 
he nel gergo elettroni
o vengono 
hiamate\
apa
it�a parassite."Si sa dalla prati
a 
he nei 
ir
uiti di dimensioni ordinarie le 
apa
it�a pa-rassite possono ammontare a qual
he pF, e questo indi
a in quali 
asi possanodiventare importanti. Esistono te
ni
he per ridurle, o 
omunque per 
an
ellarnel'e�etto; ma qui non serve andare oltre questo breve 
enno.20



Il problema del ritardo (punto 4) �e assai pi�u 
ompli
ato gi�a nella sua natura.Se il tempo di propagazione dei segnali e.m. tra parti diverse del 
ir
uito non�e tras
urabile, non �e ammesso trattare 
ome equipotenziali 
onduttori an
he diresistenza tras
urabile; non si pu�o supporre 
he la 
orrente lungo un �lo sia lastessa in ogni sezione; in generale non si possono usare le leggi di Kir
hho�, mabisogna ri
orrere all'apparato 
ompleto delle equazioni di Maxwell.Il 
ampo per e

ellenza dove tutto 
i�o �e importante sono le antenne, e in-fatti la teoria delle antenne �e il 
ampo pi�u 
omplesso dell'ingegneria radio edelettroni
a. Sono possibili e usate in prati
a 
erte s
hematizzazioni parziali, 
hestanno a met�a strada tra la teoria dei 
ir
uiti alla Kir
hho� e le equazioni diMaxwell. Di pi�u ora non �e il 
aso di dire.In realt�a il problema si presenta an
he in 
asi in 
ui non sono presentios
illazioni n�e radiazione: basta tener 
onto della resistenza dei 
onduttori 
heunis
ono i due 
ondensatori. Infatti se la 
ari
a sui 
ondensatori non �e la stes-sa, an
he i loro potenziali sono diversi, e i due 
onduttori 
ollegano punti apotenziale diverso. Niente di strano, si dir�a: a 
ausa della resistenza del �lo,lungo questo 
i sar�a una \
aduta di tensione." Vero, ma questo, insieme 
onla 
ondu
ibilit�a �nita, fa s�� 
he dentro il �lo il 
ampo elettri
o non sia nul-lo, e alla super�
ie non sia esattamente ortogonale, 
ome sarebbe in 
ondizionistati
he.Quanto in
uis
e tutto 
i�o sulle propriet�a del nostro 
ir
uito? Possiamosperare 
he l'e�etto sia tras
urabile, in questo 
ome in molti altri 
asi; ma biso-gnerebbe provarlo 
on qual
he valutazione, 
on qual
he 
al
olo: : :In�ne il punto 5). Se ridu
iamo la 
apa
it�a dei 
ondensatori, non solodiventano importanti le 
apa
it�a parassite, ma questo ha la 
onseguenza 
he la
orrente non �e la stessa lungo i �li 
he 
ollegano i 
ondensatori, 
ome gi�a dettopo
o sopra. Ne segue 
he il 
al
olo del momento di dipolo magneti
o va rivisto e
os�� pure quello dell'energia irraggiata. Il nostro 
ir
uito non �e un'antenna, nelsenso 
he 
ome radiatore �e po
hissimo eÆ
iente; ma 
on le antenne 
ondivide ilproblema teori
o detto sopra. An
he qui, mi limito ad aver 
hiarito la naturadel problema.13. Il 
aso della 
ari
a sul 
ondensatoreTorniamo al punto 2), su 
ui �e possibile un ragionamento abbastanza sempli-
e. Ri
ordo il problema: avevamo detto 
he per il 
al
olo del momento di dipoloelettri
o non �e ne
essario supporre 
he la 
ari
a abbia una densit�a super�
iale
ostante su tutta l'armatura, ed �e vero. Ma non abbiamo esaminato se l'uni-formit�a sussista o no, e soprattutto quale possa esserne l'e�etto. Non bisogna
onfondere questo problema 
on l'\e�etto di bordo," 
he pu�o essere tras
urabi-le (i nostri 
ondensatori hanno raggio 10 
m e distanza fra le armature 1mm)mentre il fenomeno 
he ora dis
uteremo ha un'origine non elettrostati
a, madinami
a, e 
oinvolge an
he l'interno del 
ondensatore, non solo il bordo.21



Pensiamo al 
ondensatore 
he si 
ari
a o si s
ari
a: se la 
ari
a sulle arma-ture 
ambia, 
ambia pure il 
ampo elettri
o interno, ed �e quindi presente una
orrente di spostamento. Ci sar�a allora un 
ampo magneti
o, 
he fra po
o ve-dermo 
ome 
al
olare. An
he il 
ampo magneti
o sar�a variabile, e quindi | perinduzione e.m.| produrr�a un 
ampo elettri
o, 
he modi�
her�a quello puramenteelettrostati
o. Ma un diverso 
ampo elettri
o ri
hiede an
he una diversa 
ari
asulle armature, e vedremo 
he questa 
ari
a non �e distribuita uniformemente:si tratta di 
al
olarla.Come dati del problema, a parte la geometria del 
ondensatore, supponiamonoto l'andamento nel tempo della 
ari
a totale su 
ias
una armatura. Il ri
orsone
essario alle eq. di Maxwell si sempli�
a grazie alla simmetria del sistema, 
he
i garantis
e 
ir
a le direzioni di E e di H dentro il 
ondensatore, e d�a an
heal
une informazioni sulle loro intensit�a. Pre
isamente:{ possiamo assumere 
he E sia sempre diretto 
ome z (11) (
on verso even-tualmente variabile nel tempo); quindi basta la sola 
omponente z{ Ez dipender�a solo da r, non da ' o da z{ quanto a H, le sue linee di 
ampo saranno 
ir
olari, 
on lo stesso asse disimmetria del 
ondensatore; quindi solo la 
omponente H' sar�a diversa da 0{ H' dipender�a an
h'essa solo da r e non dalle altre 
oordinate.Per brevit�a, da qui in poi s
river�o E al posto di Ez e H al posto di H' (si ri
ordiper�o 
he E, H non sono i moduli dei 
ampi, ma 
erte 
omponenti; quindi possonoan
he essere negative).Tutto 
i�o posto, le eq. di Maxwell 
i di
ono:��r (rH) = "0r �E�t (24)�E�r = �0 �H�t (25)"0E = �� (26)dove 
on � indi
o la densit�a di 
ari
a super�
iale sull'armatura superiore (fun-zione di r). Per 
omodit�a del lettore, ho riportato in App. 4 la derivazionedelle (24){(26).La soluzione esatta di queste equazioni ri
hiede strumenti matemati
i nonelementari (funzioni di Bessel) ma per fortuna possiamo a

ontentar
i di un'ap-prossimazione. Supporremo quindi, per 
omin
iare, 
he la distribuzione di 
ari
a(11) In realt�a dire 
he E �e diretto 
ome z signi�
a assumere 
he le armature siano equipo-tenziali, il 
he non �e 
erto in 
ondizioni variabili. Se la 
ari
a varia, le armature sonoper
orse da una 
orrente radiale; saranno equipotenziali solo se possiamo tras
urarne laresistivit�a. O

orrerebbe quindi stimare an
he questo e�etto, ma una stima a

ettabileappare assai 
ompli
ata. Mi limito a dire 
he una stima assai grossolana mi ha datouna 
aduta di tensione per molti ordini di grandezza inferiore alla d.d.p. tra le armature,e per
i�o ritengo le
ito non andare pi�u a fondo.22



sulle armature sia istante per istante po
o diversa da quella stati
a relativa alvalore istantaneo della 
ari
a totale. Ci�o signi�
a porre� = q1�a2e dalla (26) E = q1�"0a2 : (27)Inserendo questo valore di E nella (24) e integrando, 
on l'ovvia 
ondizio-ne H(0) = 0, troviamo H(r): H(r) = _q1r2�a2 :Sostituendo nella (25) e integrando an
ora:E(r) = E(0) + �0 �q1r24�a2 : (28)La (28) �e in
ompatibile 
on la (27), 
he dava E indipendente da r; in realt�a ne
ostituis
e una 
orrezione di prima approssimazione. La 
orrezione sar�a a

et-tabile se il se
ondo membro a destra nella (28) �e pi

olo rispetto a E(0).Possiamo trasformare la (28) se assumiamo 
he q1 abbia un andamentonel tempo po
o diverso da quello sinusoidale (
osa giusti�
ata 
oi nostri datinumeri
i grazie al pi

olo valore di 
, 
ome gi�a sappiamo). Allora �q1 = �!2q1e quindiE(r) = E(0)� �0 !2q1r24�a2 = E(0)� !2q1r24�"0
2a2 = E(0)� k2q1r24�"0a2 : (29)Dato 
he il se
ondo termine �e massimo in valore assoluto al bordo del 
onden-satore (r = a) 
hiedere 
he sia pi

olo rispetto al primo signi�
ak2jq1j4�"0 � jE(0)jk2jq1j � 4�"0jE(0)j:23



Se per E usiamo l'espressione (27) arriviamo ak2a2 � 4; (30)
ondizione 
he 
i �e gi�a familiare per altri motivi. Coi nostri dati k2a2 = 5:2�10�4,quindi possiamo stare tranquilli.Abbiamo in
ontrato la 
ondizione (30) in forma leggermente diversa nellasez. 8 (eq. (15)) dove in realt�a 
ompare ks. Ma per s abbiamo preso 2b (diametrodella spira) 
he �e po
o diverso da 2a (diametro delle armature). La (15) servivaad assi
urare 
he la radiazione di dipolo elettri
o fosse dominante (a meno disorprese, 
ome abbiamo visto nel nostro 
aso) e an
he 
he nelle espressioni dellapotenza emessa nei vari multipoli i termini in potenze su

essive di ks fosserotras
urabili. Avevamo an
he visto 
he la 
ondizione (15) poteva essere letta 
ome
ondizione per tras
urare il tempo di propagazione delle azioni e.m. rispetto alperiodo delle os
illazioni. Ora vediamo 
he la stessa 
ondizione 
i assi
ura 
henon o

orre pensare a 
ostanti distribuite.Alla �ne della sez. 9 si parlava della possibilit�a di rendere importante laradiazione di dipolo magneti
o in 
onfronto a quella dissipata per e�etto Joule,e si a

ennava a un altro problema, 
he nas
e se si ridu
e C e quindi si ridu
eil periodo di os
illazione. �E ora fa
ile 
apire di 
he si tratta: 
on un periododi 27:5 ns la lunghezza d'onda si ridu
e a po
o pi�u di 8m, e ks sale a 0:3. Quindinon si pu�o tras
urare il tempo di propagazione e tutto il 
astello delle nostreapprossimazioni perde di 
onsistenza.Per 
ompletezza osserviamo 
he an
he se la (30) non rius
isse ben soddi-sfatta, potremmo sempre 
onsiderare la (29) 
ome una prima approssimazioneper E(r), e iterare; ossia sostituire la (29) nella (24), ri
avare H(r), sostituirenella (25), integrare di nuovo, ottenendo 
os�� un'approssimazione migliore. Pro-
edendo an
ora otterremmo per E(r) una serie di potenze in r, 
he si potrebbedimostrare essere 
onvergente e fornire quindi la soluzione esatta.Ma tutto 
i�o esula dai nostri s
opi.14. Riepilogo e 
on
lusioniDato 
he il dis
orso �e stato pare

hio lungo e 
omplesso, un riassunto s'im-pone. Ci siamo posto il problema della radiazione emessa da un sempli
e 
ir
uito,formato da un 
ondensatore 
ari
o 
he a un 
erto istante viene 
ollegato a unaltro uguale, su 
ui si s
ari
a parzialmente (�g. 1).Abbiamo in primo luogo dis
usso le varie s
hematizzazioni possibili: tras
u-rare o no la resistenza dei 
ollegamenti? idem per la loro induttanza? Abbiamo
er
ato di dare una stima dei vari parametri in gio
o, in quanto la legittimit�a omeno di una 
erta s
hematizzazione dipende in modo essenziale dai valori nu-meri
i di 
erte grandezze: dimensioni �si
he del sistema, grandezza di 
apa
it�a,resistenze, induttanze. 24



Un primo passo �e stato lo studio della radiazione emessa nel modo di dipoloelettri
o: abbiamo visto 
he la stima data in [1℄ �e grossolanamente errata, peralmeno tre ordini di grandezza in e

esso, 
oi valori assunti dei parametri. Ci�oderiva dall'aver preso un andamento esponenziale de
res
ente per la 
orrentedi s
ari
a, mentre inve
e il transitorio iniziale (determinato in modo essenzialedall'induttanza) �e quello in 
ui si ha la maggior emissione di radiazione.Si �e poi visto 
he nelle 
ondizioni 
he si possono ragionevolmente assumereper il 
ir
uito, in parti
olare trattando i �li di 
ollegamento 
ome un'uni
a spi-ra, l'induttanza per quanto pi

ola non �e a�atto tras
urabile: la s
ari
a ha unandamento os
illante e po
o smorzato.Altro punto tras
urato in [1℄ e in [2℄ �e la geometria del 
ir
uito: la radiazionedi dipolo risulta nulla se i 
ondensatori sono aÆan
ati (�g. 1) mentre non lo �ese sono sovrapposti (�g. 5).Siamo poi passati a studiare l'eventuale importanza dei multipoli superio-ri, e abbiamo trovato 
he la radiazione di dipolo magneti
o �e in realt�a quelladominante, per quasi due ordini di grandezza. In ogni 
aso per�o prevale la dis-sipazione di energia per e�etto Joule nella resistenza, per almeno tre ordini digrandezza. Si potrebbe aumentare l'energia irraggiata modi�
ando ampiamentela geometria del 
ir
uito, �no a trasformarlo in un'antenna; ma il 
al
olo sarebbetutt'altro 
he sempli
e.Per 
ompletezza abbiamo an
he indagato l'importanza del modo di quadru-polo elettri
o, e abbiamo visto 
he �e largamente tras
urabile rispetto al dipolomagneti
o (
ir
a 6 ordini di grandezza).Ci siamo poi 
hiesti in 
he misura sia le
ita la s
hematizzazione a 
ostanti
on
entrate, e abbiamo 
on
luso 
he gli e�etti delle 
ostanti distribuite sono(fortunatamente) sempre tras
urabili nelle 
ondizioni del nostro 
ir
uito.Un 
ommento �nale appare opportuno: un risultato generale di questo lavo-ro �e 
he bisogna stare molto attenti 
on le s
hematizzazioni e le approssimazioni.A volte si possono 
ommettere errori an
he importanti. Un'impli
azione didat-ti
a 
i sembra di poter proporre: �e bene abituare gli allievi, in situazioni pi�usempli
i di quella qui dis
ussa, all'esame 
riti
o delle s
hematizzazioni, 
he sonosempre ne
essarie, ma non sempre ovvie. E 
omunque debbono essere assunte
onsapevolmente, e non solo per
h�e \si fa sempre 
os��."Ringrazio vivamente Umberto Pen
o, per una lettura 
riti
a 
he ha s
ovatoal
uni errori e suggerito miglioramenti nell'esposizione.
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Appendi
e 1: il 
ir
uito RLCCon riferimento alla �g. 3, indi
o 
on V la d.d.p. tra i due punti A e B:V = V (A) � V(B); 
on q1, q2 le 
ari
he sulle armature dei 
ondensatori non
onnesse a massa; 
on I la 
orrente nel 
ir
uito, presa positiva nel verso da Aa B attraverso R, L.Ci�o posto, abbiamo I = �dq1dt = dq2dt (A1:1)V = q1 � q2C (A1:2)V = RI + L dIdt : (A1:3)Dalla (A1.1) si vede 
he q1+q2 �e 
ostante: indi
o 
on q il suo valore, 
he 
oin
ide
on la 
ari
a su C1 all'inizio della s
ari
a (t = 0). Per
i�o la (A1.2)) si pu�o s
rivereV = 2 q1 � qC : (A1:20)Sostituendo nella (A1.3)) l'espressione (A1.1)) di I, e quella (A1.20) di V ,abbiamo l'equazione di�erenziale per q1:L �q1 +R _q1 + 2C q1 = 1C q (A1:4)
on le 
ondizioni iniziali q1(0) = q _q1(0) = 0 (A1:5)(la se
onda si ottiene da I(0) = 0).L'integrale generale della (A1.4) �eq1(t) = 12 q + 
1 ek1t + 
2 ek2t (A1:6)dove k1 = � 12�L (1 + %) k2 = � 12�L (1� %) (A1:7)e % =r1� 8
 :Si noti 
he % pu�o essere reale o immaginario puro, a se
onda del valore di 
.Se 
 > 8 s
elgo % reale positivo; se 
 < 8 lo s
elgo immaginario positivo. Maper il momento non o

orre distinguere i due 
asi. Osserviamo solo 
he se %�e reale, k1 e k2 sono entrambi reali negativi; se inve
e % �e immaginario k1 e k226



sono 
omplessi, entrambi 
on parte reale negativa. Per i 
al
oli ries
ono utili leseguenti relazioni:k1 + k2 = � 1�L k1 � k2 = � %�L k1 k2 = 14�2L (1� %2) = 2
 �2L :Le 
ondizioni iniziali (A1.5) determinano 
1, 
2:
1 = k2 q2(k2 � k1) 
2 = k1 q2(k1 � k2) : (A1:8)Sostituendo in (A1.6) si ha:q1 = 12 q�1 + k2 ek1t � k1 ek2tk2 � k1 �: (A1:9)Ci serviranno le prime tre derivate di q1:I = � _q1 = �12 q k1k2 ek1t � ek2tk2 � k1 (A1:10)�q1 = 12 q k1k2 k1 ek1t � k2 ek2tk2 � k1 (A1:11)�I = �q...1 = �12 q k1k2 k21ek1t � k22ek2tk2 � k1 (A1:12)Distinguiamo ora i due 
asi 
 < 8 (os
illazioni smorzate) e 
 > 8 (s
ari
aaperiodi
a) per esaminare l'andamento qualitativo di q1(t).A) 
 < 8, os
illazioni smorzate:Sostituendo in (A1.9) le espressioni (A1.8) di 
1, 
2 e le (A1.7) di k1, k2;sviluppando, e trasformando gli esponenziali 
omplessi in esponenziali reali efunzioni trigonometri
he, si ottiene (va ri
ordato 
he % �e immaginario positivo:% = i j%j) q1(t) = 12 q + 12 j%j q e�t=(2�L) �j%j 
os j%j t2 �L + sin j%j t2 �L� (A1:13)dalla quale si vede 
he il periodo di os
illazione �e�os
 = 4� �Lj%j (A1:14)mentre la 
ostante di tempo di smorzamento vale�sm = 2 �L (A1:15)27



Nel 
aso limite 
 � 8 (induttanza grande) la (A1.14) diventa�os
 = �p2LC: (A1:140)Nello stesso limite, essendo an
he j%j � 1, nella (A1.13) possiamo tras
urare ilfattore esponenziale e il termine in seno rispetto al 
oseno. Si ottiene 
os�� unsempli
e andamento sinusoidale:q1(t) = 12 q�1 + 
os j%j t2 �L� (A1:130)e per la 
orrente: I(t) = q j%j4 �L sin j%j t2 �L (A1:16)B) 
 > 8, s
ari
a aperiodi
a:In questo 
aso 
onviene porrek1 = � 1�a k2 = � 1�b (A1:17)e la (A1.9) diventaq1 = q4% �2%� (1� %) e�t=�a + (1 + %) e�t=�b�:Il signi�
ato di �a, �b si 
oglie meglio osservando I = � _q1:I(t) = q4% �C �e�t=�b � e�t=�a�: (A1:18)Si vede 
he la 
orrente sale 
on 
ostante di tempo �a e poi (infatti �a < �b)s
ende 
on 
ostante di tempo �b.S
riviamo an
he �q1:�q1(t) = q4% �C � 1�b e�t=�b � 1�a e�t=�a�: (A1:19)Nel 
aso limite 
 � 8 (induttanza pi

ola) dalle (A1.16) si ottiene�a = � 1k1 = �L �b = � 1k2 = 12 �C % = 1quindi �a � �b. Nella (A1.19) domina il se
ondo termine e �q1 va 
ome 1=L.28



Appendi
e 2: formule per la potenza irraggiataQui di seguito presento le formule rilevanti per il 
al
olo della radiazionedi dipolo elettri
o, dipolo magneti
o e quadrupolo elettri
o. Su molti testi ean
he in internet si possono trovare le formule relative a sistemi di 
ari
he e
orrenti 
he variano sinusoidalmente nel tempo. Tuttavia noi abbiamo biso-gno di espressioni pi�u generali, valide per 
ari
he e 
orrenti variabili nel tempoin modo qualsiasi: queste sono meno fa
ili da trovare. Qui far�o riferimentoa Landau e Lifs
hitz [7℄, sez. 71.5. Ho trasformato le formule nel SI e usa-to Z0 = 
 �0 ' 377
(la 
osiddetta \impedenza 
aratteristi
a del vuoto").Nei tre 
asi s
rivo in primo luogo la potenza irraggiata, dalla quale si 
al
olal'energia totale usando la legge di variazione temporale di 
ari
he e 
orrenti eintegrando. Fornis
o poi le espressioni dei diversi momenti, nella forma pi�uprati
a per il nostro problema.Dipolo elettri
o: Wd = Z06� 
2 j�pj2 (A2:1)dove p �e il vettore momento di dipolo elettri
o:p =Xa q(a)r(a) =ZS �(r) r dS: (A2:2)L'integrale di super�
ie qui e nella (A2.4) �e la forma pi�u utile per i 
ondensatori,se si suppone nota la densit�a super�
iale di 
ari
a.Dipolo magneti
o: Wm = Z06� 
4 j �mj2 (A2:3)dove m �e il vettore momento di dipolo magneti
o:m = 12 Xa q(a)r(a)� v(a) = 12 II r� dl: (A2:4)Nella (A2.4) l'integrale di linea �e l'espressione utile quando non 
i sono 
ari
he inmoto se non le 
orrenti di 
onduzione lungo un 
ir
uito 
hiuso, 
ome nel nostro
aso (tras
urando la 
orrente di spostamento nei 
ondensatori). Per una spira
ir
olare di raggio b la (A2.4) si sempli�
a an
ora:m = � b2I n (A2:5)
on n versore della normale alla spira. 29



Quadrupolo elettri
o: Wq = Z0720� 
4 Q...ik Q...ik (A2:6)dove il tensore Qik del momento di quadrupolo elettri
o �e de�nito 
omeQik =Xa q(a)�3 r(a)i r(a)k � Æik r(a)2� =ZS �(r) (3 ri rk � Æik r2) dS: (A2:7)Appendi
e 3: momento di quadrupolo di un 
ondensatoreRiporto qui il 
al
olo del tensore di quadrupolo per un 
ondensatore pia-no. (12) Assumo 
he il 
ondensatore abbia armature 
ir
olari di raggio a, di-stanti d tra loro, e 
he il 
entro del 
ondensatore abbia 
oordinate (x0; y0; z0).Le armature stanno in piani paralleli a (x; y); la 
ari
a totale sull'armaturasuperiore (quella 
on z pi�u grande) �e �q, uniformemente distribuita, 
on den-sit�a � = �q=(4�a2).Nel seguito indi
her�o 
on S+, S� le due armature, risp. superiore e infe-riore (non �e detto 
he la superiore sia positiva: questo �e determinato dal segnodi �q). La de�nizione del tensore di quadrupolo �e la (A2.7), dove vanno inseri-te le 
oordinate del punto generi
o di 
ias
una armatura. Usando 
oordinate
ilindri
he (%; '; z) si haper S+: 0�xyz1A = 0�x0y0z0 1A+0� % 
os'% sin'd=2 1Aper S�: 0�xyz1A = 0�x0y0z0 1A+0� % 
os'% sin'�d=2 1A:O

orre un'espressione preliminare per r2 = x2 + y2 + z2:r2 = r20 + 2x0% 
os'+ 2 y0% sin'� z0d+ %2 + 14 d2dove ho posto r20 = x20 + y20 + z20 e i due segni valgono rispettivamente per S+e per S�. Abbiamo allora:Q11 = � aZ0 % d% 2�Z0 d' h3 (x0 + % 
os')2 � �r20 + z0d+ %2 + 14 d2�i�� aZ0 % d% 2�Z0 d' h3 (x0 + % 
os')2 � �r20 � z0d+ %2 + 14 d2�i= �2� a2�z0d = �2 �q z0d:(12) Per 
omodit�a, s
river�o x, y, z inve
e di r1, r2, r3.30



�E ovvio 
he Q22 = Q11. An
ora:Q33 = � aZ0 % d% 2�Z0 d' h3�z0 + 12 d�2 � �r20 + z0d+ r2 + 14 d2�i�� aZ0 % d% 2�Z0 d' h3�z0 � 12 d�2 � �r20 � z0d+ r2 + 14 d2�i= � aZ0 % d% 2�Z0 d' (6z0d� 2z0d) = 4 �q z0d:Q12 �e nulla, in quanto le due armature danno 
ontributi opposti. PoiQ13 = � aZ0 % d% 2�Z0 d' �3 (x0 + % 
os') �z0 + 12 d���� aZ0 % d% 2�Z0 d' �3 (x0 + % 
os') �z0 � 12 d��= 3 �q x0d:In modo del tutto analogo Q23 = 3 �q y0d:Possiamo riassumere tutto questo inQik = �q d0��2z0 0 3x00 �2z0 3y03x0 3y0 4z0 1A: (A3:1)
Appendi
e 4: i 
ampi E e H dentro un 
ondensatoreL'eq. (13) s
ritta in forma integrale, tenen-do 
onto 
he dentro il 
ondensatore j = 0, di
e
he la 
ir
uitazione di H lungo una 
urva 
hiu-sa C uguaglia (a parte il fattore "0) la derivatarispetto al tempo del 
usso di E attraverso unasuper�
ie S di 
ui C sia il bordo. r

dr

dϕFig. 9: La 
ir
uitazione di H.Prendiamo per C il 
ammino in �g. 9, si-tuato in un piano parallelo alle armature, fra i31



raggi r e r + dr per un angolo d'. Il 
usso di E �e pertanto E r dr d'. Quantoalla 
ir
uitazione di H, si s
riveH(r + dr) (r+ dr) d'�H(r) r d' = �H + r �H�r� dr d' = ��r (rH) dr d':Abbiamo quindi ��r (rH) = "0 r �E�t
he �e la (24).
r dr

dzFig. 10: La 
ir
uitazione di E.
Per la (25) si parte dalla legge dell'induzionee.m. rotE = ��0 �H�t
he in forma integrale di
e: la 
ir
uitazione di Elungo una 
urva 
hiusa C uguaglia (a parte ilfattore ��0) la derivata rispetto al tempo del
usso di H attraverso una super�
ie S di 
ui Csia il bordo. Prendiamo per C il 
ammino in �g. 10, situato in un piano passanteper l'asse del 
ondensatore, fra i raggi r, r + dr e 
on altezza dz. Il 
usso di H�e pertanto H dr dz. Quanto alla 
ir
uitazione di E, si s
riveE(r+ dr) dz �E(r) dz = �E�r dr dz:Dunque �E�r = ��0 �H�t
he �e la (25).La (26) non �e 
he la 
onsueta relazione fra E e � in un 
ondensatore; 
'�esolo da tener presente, per il segno, la de�nizione di E = Ez e quella di �.
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