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PremessaLa prima versione di questo s
ritto risale al 2005, e fu motivata da un quesito
he mi venne posto a quel tempo da un insegnante. La domanda era: \visto 
hein varie o

asioni hai ribadito il tuo punto di vista, se
ondo 
ui le trasformazionidi Lorentz sono inutili per l'insegnamento della relativit�a nella s
uola se
ondaria,anzi sono addirittura dannose, 
ome puoi arrivare, senza usarle, alla legge di
omposizione relativisti
a delle velo
it�a?" L'arti
olo era appunto una velo
eesposizione della mia risposta.A distanza di nove anni niente si �e mosso nell'insegnamento della relati-vit�a: le imman
abili dilatazioni dei tempi e 
ontrazioni delle lunghezze �guranonelle vigenti \Indi
azioni Nazionali" (insieme purtroppo alla \equivalenza massa-energia" usata a sproposito, ma questo �e un altro dis
orso). Gli stessi argomenti,insieme 
on le trasf. di Lorentz e l'addizione [si
℄ delle velo
it�a 
ompaiono 
ome\irrinun
iabili" in una re
ente proposta di syllabus per il quinto anno del Li
eos
ienti�
o riformato [1℄.Aggiungo due parole sulle trasf. di Lorentz, e sul per
h�e a mio parere nonsarebbero da trattare nella s
uola se
ondaria. Ho esposto le mie vedute in ma-teria in numerose o

asioni: ri
ordo per es. un seminario al Congresso AIF diChian
iano del 1991 [2℄ e il Quaderno 16 di La Fisi
a nella S
uola [3℄, dove apag. 105 si trova una \Parentesi sulle trasformazioni di Lorentz." Si veda an
hela dis
ussione alle pag. 118-120, �no al \problema del triangolo."Detto in breve: se �e vero 
he le trasf. di Lorentz sono uno strumento mate-mati
o 
he permette di ri
avare \automati
amente" pare

hi risultati della RR(tra 
ui appunto la \
omposizione" o \addizione" delle velo
it�a), �e non menovero 
he | 
ome molti strumenti matemati
i | presentano un ris
hio: 
he lostudente apprenda la me

ani
a del pro
edimento ma perda di vista il signi�
ato�si
o di quello 
he sta fa
endo. Per questo motivo 
aldeggio l'uso di strumentigeometri
i \intrinse
i," e in parallelo il ri
orso sistemati
o a diagrammi spazio-tempo, dove la pe
uliare geometria dello spazio-tempo (
he rappresenta l'essenzadella relativit�a) viene messa in lu
e e appli
ata a problemi 
on
reti. Ne vedremoun esempio nel seguito.� Una prima versione, datata di
embre 2005, �e stata pubbli
ata su La Fisi
a nella S
uola39 (2006), 163. La presente versione �e aggiornata e ampliata in diversi punti.1



La 
osiddetta \legge di 
omposizione delle velo
it�a"�E ben noto il risultato, dovuto a Galileo, 
he se un 
orpo C si muove rispettoa un 
erto sistema di riferimento (brevemente, rif.) K0 
on la velo
it�a v0, e il dettorif. si muove rispetto a un altro rif. K di moto traslatorio 
on la velo
it�a u, allorala velo
it�a di C rispetto a K �e v = v0 + u: (1)La relazione vale tra le velo
it�a vettoriali (e vale an
he, in forma pi�u 
ompli
ata,per moti non traslatori); ma qui 
i limiteremo al 
aso sempli
e in 
ui tutte levelo
it�a hanno la stessa direzione e lo stesso verso, 
he assumeremo positivo.Supporremo inoltre 
he tutte le velo
it�a siano 
ostanti; in parti
olare quindientrambi i rif. K e K0 saranno inerziali.La (1) si legge di
endo 
he la velo
it�a di C rispetto a K0 si somma a quella diK0 rispetto a K per dare la velo
it�a di C rispetto a K: da qui il nome di \legge diaddizione"; inve
e \
omposizione" sembra ri
al
ato piuttosto, pensando al 
asovettoriale, sulla \
omposizione delle forze."Uno dei pi�u noti e�etti relativisti
i �e 
ertamente la modi�
a della 
osiddet-ta legge di 
omposizione (o addizione) galileiana, 
he va sostituita 
on quella\einsteiniana": in relativit�a la (1) non �e pi�u valida, se non 
ome 
aso limite api

ole velo
it�a.Purtroppo la (1) a livello di senso 
omune (ma non solo!) appare quasi\ovvia," o addirittura \logi
amente" ne
essaria, per 
ui metterla in dis
ussionesuona paradossale. Il problema si supera per mezzo di un'a

urata dis
ussionesul signi�
ato dei 
on
etti 
he intervengono espli
itamente o impli
itamente,primo fra tutti quello di tempo assoluto; ma 
i�o non toglie 
he la non validit�adella (1) resta una \stranezza" della relativit�a. �E forse per questo 
he 
hiunques'impegni a trattare di relativit�a, an
he nel modo pi�u ridotto ed elementarepossibile, non pu�o fare a meno di giusti�
arla e di derivare la formula einsteiniana
he la sostituis
e.Prima di pro
edere, vorrei motivare il \
osiddetta" 
he ho messo nel titolodi questa sezione. Ho inteso dire 
he il termine \
omposizione" (
ome pure\addizione") �e improprio, per pi�u ragioni:{ I termini usati sembrano suggerire un ruolo simmetri
o delle due velo
it�a ue v0, mentre in partenza tale simmetria non sussiste. Infatti v e v0 sonovelo
it�a di un 
orpo generi
o rispetto a due diversi rif., mentre u �e la velo
it�adi K0 rispetto a K.{ Parlare di \
omposizione" (e an
or peggio di \addizione") sembra renderene
essaria la forma galileiana, 
he �e appunto una sempli
e somma.(1)(1) Il termine \
omposizione" pu�o in realt�a essere : : : riabilitato a un livello superiore didis
ussione, se al posto del 
orpo C pensiamo un terzo rif. K00: allora la legge in esamediventa la legge di 
omposizione, in termini di velo
it�a, del gruppo di trasformazioni(di Lorentz) 
he fanno passare da un rif. all'altro.2



In realt�a 
i�o 
he si sta fa
endo �e un'operazione ben diversa. Stiamo stu-diando il moto di un 
orpo C, e 
i 
hiediamo 
ome le 
aratteristi
he del motosi trasformano al variare del rif. dal quale lo si studia. Stiamo insomma 
er
andola legge di trasformazione delle grandezze 
he des
rivono il moto, e in parti
ola-re della velo
it�a. In altre parole, 
er
hiamo la risposta alla seguente domanda:\nota la velo
it�a di C rispetto a K0, quale sar�a la sua velo
it�a rispetto a K?"La stessa domanda potremmo por
i per qualsiasi altra grandezza 
inema-ti
a o dinami
a: a

elerazione, quantit�a di moto, forza, energia: : : Al
une ditali grandezze potranno risultare le stesse in entrambi i rif. (saranno quindi in-varianti) mentre altre 
ambieranno da K0 a K: la velo
it�a �e ovviamente traqueste.Detto tutto 
i�o, �e ragionevole la domanda, 
he mi �e stata e�ettivamenterivolta: per
h�e nella mia trattazione della relativit�a [3℄ non 
'�e tra

ia dellalegge di 
omposizione (o addizione, o trasformazione)? Seguita da una se
ondadomanda: se uno volesse dedurre la legge einsteiniana 
on l'appro

io geometri
oda me sostenuto, potrebbe farlo, e 
ome?La mia risposta alla prima domanda imitava quella famosa di Lapla
e a Na-poleone: \non l'ho trattata per
h�e non ne avevo bisogno." Alla se
onda risposiinve
e: \
ertamente si pu�o, ma dovrei pensar
i." Ci ho pensato, e quest'arti
oloha lo s
opo di esporre il risultato.(2)La s
ena e i personaggi: il riferimento K0La s
ena in 
ui si svolge il fenomeno 
he dobbiamo esaminare �e piuttostonaturale. Consideriamo due punti P e Q, fermi nel rif. K0 a 
erte 
oordina-te x0P , x0Q (x0Q > x0P ). Il 
orpo in moto �e s
hematizzato in un punto materia-le R, 
on velo
it�a v0. R 
oin
ide 
on P a un 
erto istante, e 
on Q a un istantesu

essivo: queste due 
oin
idenze sono due eventi, 
he indi
hiamo 
on A, B e aiquali asso
iamo le 
oordinate spazio-temporalit0A; x0A = x0P t0B; x0B = x0Q:In 
oin
idenza 
on l'evento A fa

iamo partire da P un lampo di lu
e, 
heraggiunger�a Q all'evento C, di 
oordinatet0C; x0C = x0Q:Il tutto �e rappresentato nella �g. 1.(2) Una trattazione non troppo diversa, ma a mio parere pi�u 
ompli
ata, si trova nel librodi Taylor e Wheeler [4℄, es. 3.11. 3



�E importante sottolineare un aspetto dei simboli introdotti. In primo luogo,ho usato un 
arattere diverso per i punti e per gli eventi : \
alligra�
o" per iprimi, \tondo" per i se
ondi. Se
ondo, e pi�u importante: nella �g. 1 i \punti"sono rappresentati da rette, gli eventi da punti. Questo a

ade per
h�e gli even-ti sono e�ettivemente punti nello spazio-tempo, mentre quelli 
he ho 
hiamato\punti" sono oggetti �si
i di pi

ole dimensioni (i \punti materiali" della me

a-ni
a 
lassi
a) 
he nello spazio-tempo hanno una storia, e quindi debbono essererappresentati dal loro diagramma orario, detto an
he \linea d'universo." Nelnostro 
aso, trattandosi di punti fermi o in moto uniforme, i diagrammi orarisono rette.
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fig. 2Il fatto 
he P eQ siano fermi in K0 (a di�erenza diR) giusti�
a una s
rittura
ome x0A = x0P , a rigore s
orretta: ha senso attribuire una 
oordinata x a unevento, ma non a un punto (in generale). Solo per
h�e P �e fermo in K0, e quindiil suo diagramma orario ha l'equazione x0 = 
ost:, possiamo assegnare una x0an
he al punto P.Fra le 
oordinate degli eventi A, B, C sussistono delle ovvie relazioni:x0B � x0A = v0(t0B � t0A)x0C � x0A = t0C � t0A (2)
he esprimono rispettivamente il fatto 
he il punto R ha la velo
it�a v0, e 
he lalu
e ha velo
it�a 1 (poniamo 
 = 1, 
ome d'uso).Dobbiamo ora 
al
olare la distanza (nella geometria dello spazio-tempo) fragli eventi A e B:��2AB = (t0B � t0A)2 � (x0B � x0A)2 = �1� v02���t0AB�2 (3)dove abbiamo abbreviato t0B � t0A 
on �t0AB.4



Per ragioni 
he saranno 
hiare in seguito, �e preferibile esprimere ��ABin funzione di �t0CB anzi
h�e di �t0AB, e 
i�o pu�o farsi al modo seguente. Os-serviamo 
he i primi membri delle (2) sono uguali, per 
ui 
onfrontandot0C � t0A = v0(t0B � t0A):Allora t0B � t0C = (t0B � t0A)� (t0C � t0A) = (1� v0) (t0B � t0A)e in�ne �t0AB = �t0CB1� v0 :Sostituendo questa nella (3) e sempli�
ando si arriva a��2AB = 1 + v01� v0 ��t0CB�2: (4)Se
ondo atto: nel riferimento KL'idea 
entrale della dimostrazione �e di esprimere ��AB in termini di gran-dezze misurate nel rif. K e 
onfrontare, tenendo 
onto 
he ��AB �e invariante:�e il tempo proprio di R tra gli eventi A e B. Si pro
ede 
ome prima, 
on qual
hemaggiore 
ompli
azione dovuta al fatto 
he gli eventi B, C non hanno la stessa
oordinata x per
h�e il punto Q si muove, insieme 
on K0, 
on velo
it�a u (�g. 2).Al posto delle (2) abbiamo:xB � xA = v (tB � tA)xC � xA = tC � tAxB � xC = u (tB � tC) (5)dove nella prima riga si vede la velo
it�a v di R rispetto a K (quella 
he vogliamodeterminare) mentre nella se
onda riga appare an
ora la propagazione della lu
e,sempre 
on la stessa velo
it�a pari a 1 nelle nostre unit�a. La novit�a �e data dallaterza riga, dove �e s
ritto 
he il punto Q dove avvengono gli eventi B e C si muove
on la velo
it�a u.(3)Cal
oliamo ��AB:��2AB = (tB � tA)2 � (xB � xA)2 = (1� v2)�t2AB (6)(3) Le 
oordinate spazio-temporali degli eventi A, B, C nel rif. K, 
he abbiamo usato nelle (5),sono ovviamente 
onnesse a quelle degli stessi eventi nel rif. K0 dalle trasf di Lorentz; manoi non faremo uso di queste relazioni. 5



ed esprimiamo �tAB in funzione di �tCB. Dalle (5), sommando la se
onda e laterza e 
onfrontando 
on la prima:v (tB � tA) = (tC � tA) + u (tB � tC):Usando di nuovo tB � tC = (tB � tA)� (tC � tA) si trova�tAB = 1� u1� v �tCBe sostituendo nella (6): ��2AB = (1� u)2 1 + v1� v �t2CB: (7)Terzo atto: 
onfronto e risultatoCome avevo annun
iato, abbiamo ora due espressioni per ��AB: una intermini di grandezze relative al rif. K0 (4) e l'altra al rif. K (7). Dato 
he ��AB�e invariante possiamo uguagliarle, e otteniamo1 + v01� v0 ��t0CB�2 = (1� u)2 1 + v1� v �t2CB: (8)A questo punto si 
apis
e per
h�e usare �tCB e �t0CB. In K0 gli eventi Ce B avvengono nello stesso punto Q, per 
ui tra i due intervalli di tempo 
'�e unarelazione sempli
e e nota (la \dilatazione del tempo"):�tCB = �t0CBp1� u2 :Sostituendo questa nella (8) e sempli�
ando arriviamo al risultato (quasi) �nale:1 + v01� v0 = 1� u1 + u 1 + v1� v : (9)Non 
'�e ormai 
he da risolvere la (9) rispetto a v per averev = v0 + u1 + u v0 : (10)Per lo stesso prezzo possiamo an
he ottenere la relazione inversa, risolvendola (9) rispetto a v0: v0 = v � u1� u v : (11)6



Si pu�o osservare 
he in realt�a (10) e (11) sono la stessa formula: basta s
am-biare i ruoli di K e di K0, e tener presente 
he la velo
it�a di K rispetto a K0 �e �u.Per�o il se
ondo punto �e deli
ato: non �e proprio ovvio 
he la velo
it�a relativa deidue rif. 
ambi solo di segno misurandola da K o da K0, e bisognerebbe dimo-strarlo. Volendo, sono proprio le (10), (11) a dare la dimostrazione: se v0 = 0si ha v = u, mentre se v = 0 allora v0 = �u.Commento e 
omplementoLe formule �nali (10) e (11) sono state ottenute fa
endo uso es
lusivamentedi 
onsiderazioni 
inemati
he sulle leggi orarie dei punti P, Q, R, 
he sonofa
ilmente leggibili nei diagrammi delle �gure. In pi�u �e solo intervenuto unprin
ipio �si
o fondamentale: l'invarianza dell'intervallo (tempo proprio) fradue eventi. In questo 
onsistono gli strumenti geometri
i intrinse
i, di 
ui siparla nell'introduzione.Non �e forse super
uo insistere sull'importanza e utilit�a dei diagrammi spa-zio-tempo, 
ome quelli delle nostre �gure, per trattare diverse questioni di re-lativit�a. Un elen
o (forse in
ompleto) di o

asioni in 
ui ne ho mostrato l'uso,a parte il gi�a 
itato [3℄, �e dato da [5℄-[8℄.Un 
omplemento 
he mi pare interessante, an
he se non adatto a livelloli
eale, �e il seguente. Partiamo dalla (9), fa
endo le sostituzioniv = tgh# v0 = tgh#0 u = tgh#u(il parametro # �e 
omunemente 
hiamato \rapidit�a"). Otteniamo su

essiva-mente: 1 + tgh#01� tgh#0 = 1� tgh#u1 + tgh#u 1 + tgh#1� tgh#
osh #0 + sinh #0
osh #0 � sinh #0 = 
osh #u � sinh #u
osh #u + sinh #u 
osh #+ sinh #
osh #� sinh #exp(2#0) = exp(�2#u) exp(2#)# = #0 + #u: (12)La (12) mostra 
he la rapidit�a si 
ompone additivamente, 
ome la velo
it�a ga-lileiana e a di�erenza della velo
it�a relativisti
a. Questa 
omposizione additivadiventa parti
olarmente espressiva se, 
ome a

ennato nella nota(1), interpretia-mo il 
orpo C 
ome un terzo rif. K00: per 
omposizione di trasf. di Lorentz larapidit�a �e additiva.
7
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