
LEZIONE 16

I modelli osmologii

Il disorso sui modelli osmologii va neessariamente sempli�ato; non tanto per

neessit�a didattihe, quanto perh�e anhe a livello sienti�o una trattazione aurata

�e possibile solo on modelli semplii. Quando si tenta d'introdurre ipotesi un po' pi�u

realistihe, i aloli diventano subito os�� ompliati he si ominia ad avere diÆolt�a a

interpretarli.

Fare un modello osmologio signi�a fare ipotesi sulla distribuzione di materia nel-

l'Universo e sulla geometria dello spazio-tempo. Per a�rontare il primo problema bisogna

fare un salto mentale, e guardare l'Universo pi�u o meno on lo stesso atteggiamento ui

siamo abituati quando studiamo un gas. Su sala mirosopia un gas onsiste di atomi,

he a loro volta hanno dei ostituenti interni; analogamente possiamo dire he le stelle nel

loro insieme si raggruppano in oggetti ompatti, he sono le galassie. Le galassie sono,

grosso modo, gli \atomi" dell'Universo: nel senso he sono oggetti he si muovono ome

un tutto unio; a volte interagisono, ma per la maggior parte del tempo si muovono

indipendentemente l'una dall'altra; e e ne sono tantissime, forse entinaia di miliardi.

Ci sono almeno 6 ordini di grandezza fra le dimensioni di una galassia tipia e quelle

dell'Universo visibile.

Quanto alla geometria dello spazio-tempo, i torneremo fra poo. Osservo solo he

le due ipotesi non sono indipendenti nel quadro della RG, dal momento he la teoria lega

appunto la geometria alla distribuzione della materia.

Il prinipio osmologio

La prima sempli�azione fondamentale �e di assumere he la densit�a di galassie |

e quindi la densit�a di materia nell'Universo | sia la stessa dappertutto. Possiamo espri-

mere quest'ipotesi ol prinipio osmologio (PC): le propriet�a �sihe dell'Universo sono

le stesse in tutti i punti dello spazio e in tutte le direzioni; brevemente, l'Universo �e

omogeneo e isotropo. In realt�a l'omogeneit�a �e neessaria per avere l'isotropia. Se assu-

messi infatti he non '�e omogeneit�a nell'Universo, io�e he in una parte dell'Universo la

materia �e pi�u onentrata he in un'altra, allora guardando nella prima direzione vedrei

qualosa di diverso he guardando nella seonda.

Ci si pu�o hiedere he motivo abbiamo per fare un'ipotesi del genere; pu�o sembrare

un po' troppo semplie, anzi un po' troppo povera. In e�etti �e un'ipotesi he viene

ontinuamente rimessa in disussione, ed �e una questione entrale della problematia

osmologia di oggi. Per�o al livello di ui i oupiamo noi, la sola possibilit�a �e di limitarsi

a dire: questo �e l'unio modello semplie he si pu�o fare; studiamone le onseguenze.

Se le sue previsioni risultassero assolutamente in disaordo oi dati di osservazione,

erheremmo di fare un modello pi�u so�stiato. Del resto questo �e un approio omune

nella pratia sienti�a: si ominia on un modello semplie; se non funziona, se ne

prover�a uno pi�u ompliato.

Ci�o non toglie he sia leito domandarsi da dove nase l'idea di un modello os��

semplie. Di fatto i sono delle indiazioni. Ne ito tre, he in parte abbiamo gi�a visto,

in parte riesamineremo pi�u avanti:

{ la legge di Hubble

{ la distribuzione delle galassie

{ l'isotropia della radiazione di fondo.

Per prima osa, la stessa legge di Hubble (eo perh�e mi sono so�ermato a trattarne)

parla in favore dell'omogeneit�a. Abbiamo visto ome la legge di Hubble 'insegni he

| almeno per quanto riguarda il moto delle galassie | i�o he vediamo dal nostro
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osservatorio O non �e diverso da i�o he vedremmo in O

1

o in O

2

. Questo i autorizza a

pensare he gli osservatori O, O

1

e O

2

siano nelle stesse ondizioni �sihe. Naturalmente

non si tratta di una prova, ma solo di un indizio; he per�o parla a favore di un modello

omogeneo.

Quanto alla distribuzione delle galassie, ho gi�a parlato di ammassi e superammassi;

per�o non i sono indiazioni di disomogeneit�a su sala pi�u grande, nel senso he la

struttura ad ammassi e superammassi �e presente in tutto l'Universo visibile allo stes-

so modo.

(1)

Della radiazione di fondo parleremo pi�u di�usamente in seguito.

Il problema del tempo

Prima di proedere oltre, vorrei tornare su di una questione he avevo momentanea-

mente lasiato da parte. Nell'appliazione didattia �e bene essere pi�u auti, non eedere

nell'analisi ritia, altrimenti si rishia di produrre solo onfusione; ma �e anhe bene

he l'insegnante abbia una visione pi�u approfondita, e per questa ragione mi sembra

opportuno sollevare il problema he segue.

Abbiamo visto he il PC parla di omogeneit�a spaziale dell'Universo; tuttavia nel-

l'enuniarlo io non ho messo in evidenza il ruolo gioato dal tempo. Il problema non

esisterebbe se l'Universo fosse stazionario; ma abbiamo visto he la distanza delle ga-

lassie aumenta, e quindi la densit�a della materia presumibilmente diminuise nel tempo.

Potremo dunque dire he l'Universo �e omogeneo solo se lo guardiamo in un determinato

istante: se potessimo fare una fotogra�a dell'intero Universo, tutto allo stesso istante,

troveremmo he la densit�a di materia �e la stessa dappertutto. A un istante diverso la

densit�a ambia, ma ambia dovunque nello stesso modo.

Per�o questo apre nuovi problemi. Che signi�ato ha parlare di \stesso istante" per

tutto l'Universo? Come si fa a mettere d'aordo orologi he stanno a distanze osmihe

uno dall'altro? Non potrebbe darsi he un disorso del genere sia addirittura privo di

senso? Dobbiamo quindi hiarire he osa intendiamo parlando di tempo per l'Universo

nel suo insieme.

�g. 16{1

La questione �e abbastanza semplie se la si guarda

in modo astratto: onsideriamo lo spazio-tempo (una

variet�a 4-dimensionale) e de�niamo in esso una famiglia

d'ipersuper�i di tipo spaziale (�g. 16{1). La forma di

queste ipersuper�i pu�o essere qualsiasi: oorre e basta

he non s'intersehino, e he per ogni punto dello spazio-

tempo ne passi una (una sola). Allora potremo parame-

trizzare la famiglia on una variabile reale t, e questo �e

il tempo di ui parliamo. Naturalmente i�o pu�o farsi in in�niti modi, nessuno preferibile

all'altro dal punto di vista matematio.

Ora possiamo riformulare il prinipio osmologio in maniera pi�u orretta, all'inira

os��: �e possibile \fogliettare" lo spazio-tempo (ossia de�nire una famiglia d'ipersuper�i

spaziali ome sopra) in maniera tale he se si misura la densit�a di materia in un punto

di una determinata ipersuper�ie, a un erto tempo t, si trova la stessa densit�a he si

trover�a in qualunque altro punto della stessa ipersuper�ie. E per di pi�u questo aade

a ogni t. Chiameremo queste le \ipersuper�i di omogeneit�a."

Non basta: vogliamo anhe he l'Universo appaia isotropo.

�

E ovvio he i�o rihiede

he l'osservatore sia fermo rispetto alla materia viina: se os�� non fosse, sarebbe faile

(1)

In realt�a in tempi pi�u reenti si sono avute indiazioni seondo le quali a sala pi�u grande l'Universo

avrebbe una struttura a \bolle": grandi regioni quasi vuote, on super�i o �lamenti dove si

onentra la materia.
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de�nire una direzione privilegiata, quella in ui la materia si muove. In termini geometri-

i, le linee orarie degli osservatori he vedono isotropo l'Universo sono ovunque ortogonali

(nel senso della metria dello spazio-tempo) alle ipersuper�i di omogeneit�a (�g. 16{2).

�g. 16{2

Che i�o sia possibile, ossia he esista una famiglia

d'ipersuper�i di omogeneit�a, non �e un fatto banale. Po-

trebbe anhe aadere il ontrario: se lo spazio avesse

propriet�a diverse nelle varie regioni, non si riusirebbe a

de�nire la famiglia in modo da trovare l'omogeneit�a.

Penso sia hiaro perh�e ho premesso a questa di-

sussione he non la presentavo a sopo didattio: il li-

vello di astrazione rihiesto �e ertamente superiore a

quello dello studente medio (e non solo medio, direi).

Il modello di universo a urvatura ostante

L'idea fondamentale he sta alla base della osmologia ostruita sulla teoria della

gravitazione di Einstein, �e he le propriet�a dello spazio-tempo dipendano eslusivamente

dalla distribuzione della materia. Per esempio abbiamo detto he lo spazio-tempo �e urvo

intorno al Sole appunto perh�e '�e il Sole, e abbiamo visto he la urvatura dipende dalla

massa del Sole. Questo presupposto va adesso ombinato ol PC: se si ammette he la

densit�a di materia �e la stessa dappertutto, anhe la urvatura dello spazio-tempo sar�a la

stessa dappertutto. Quindi abbiamo un modello di universo a urvatura ostante.

Parlando di urvatura ostante bisogna per�o fare attenzione: si tratta di ostanza

nello spazio, non nel tempo. Lo spazio-tempo �e quadrimensionale: se onsideriamo le

sezioni tridimensionali a t assegnato, il PC i die he queste sezioni sono a urvatura

(tridimensionale) ostante. Per�o se la misuriamo a tempi suessivi, la urvatura pu�o

benissimo ambiare. Anzi, dal momento he oggi sappiamo he l'Universo si espande,

�e hiaro he il raggio di urvatura va aumentando nel tempo.

Questo raggio di urvatura �e il parametro osmologio fondamentale, su ui gioa

tutto il nostro disorso; ed �e una funzione del tempo R(t). Se noi sappiamo ome varia il

raggio di urvatura spaziale in funzione di t, abbiamo un modello osmologio ben deter-

minato. Per ora laseremo tuttavia da parte il problema di ome si fa a determinare R(t);

supporremo di onosere questa funzione, e vedremo he osa possiamo riavarne.

In osmologia R(t) si hiama spesso \parametro di sala," anzih�e raggio di urva-

tura. Ci sono per questo due buone ragioni:

{ esistono geometrie per le quali il termine \raggio" �e poo appropriato (quelle a

urvatura nulla o negativa)

{ dato he al variare di R la sezione si espande o si ontrae, ambiando \sala,"

il termine \parametro di sala" rende adeguatamente l'e�etto dell'evoluzione nel

tempo.

Digressione sugli spazi a urvatura ostante

Prima di proedere on la osmologia, oorre studiare un po' meglio he os'�e uno

spazio a urvatura ostante. Esistono solo tre tipi di spazi (tridimensionali) a urvatura

ostante, tradizionalmente ontraddistinti dal valore di un parametro k:

{ lo spazio eulideo (k = 0, urvatura nulla)

{ lo spazio sferio (k = 1, urvatura positiva)

{ lo spazio iperbolio (k = �1, urvatura negativa).

Purtroppo uno spazio tridimensionale urvo �e un'idea poo intuitiva, perh�e lo spa-

zio a ui siamo abituati �e eulideo. Chiunque tenti di spiegare la osa in maniera semplie

riorre a un'analogia, he onsiste nel togliere una dimensione, io�e nello studiare uno
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spazio a urvatura ostante bidimensionale. L'esempio pi�u semplie di spazio bidimen-

sionale a urvatura ostante �e la super�ie di una sfera, della quale abbiamo una hiara

immagine.

�

E per�o molto importante non ommettere un errore. Noi abbiamo esperienza della

super�ie di una sfera, i �e familiare; per�o ome super�ie immersa in uno spazio tridi-

mensionale. Si sarebbe os�� indotti a redere he se lo spazio tridimensionale �e urvo, i�o

vuol dire he esiste una quarta dimensione spaziale, in ui il nostro spazio s'inurva.

Invee questo non �e n�e vero, n�e neessario.

�

E forse il aso di riordare he ira

un seolo fa la \quarta dimensione" era di moda: si pretendeva tra l'altro he servisse

a spiegare i presunti fenomeni spiritii. Non mi meraviglierei se qualosa del genere

rispuntasse fuori oggi, dato il risorgere di una serie di movimenti verso l'oulto: anhe la

televisione d�a non poo spazio a idee del genere. Mettiamo insieme questa moda on erta

pseudodivulgazione, he parla disinvoltamente di quarta dimensione nella osmologia, e la

frittata �e fatta.

L'aenno he ho fatto alla quarta dimensione non va neppure onfuso oll'idea del

tempo ome quarta dimensione dello spazio-tempo. Il mio disorso �e: ome la super�ie

di una sfera �e una super�ie bidimensionale immersa in uno spazio tridimensionale, os�� si

pu�o redere he per poter parlare di uno spazio urvo tridimensionale oorra aggiungere

una quarta dimensione spaziale (e se si onta anhe il tempo, si arriverebbe a inque).

In realt�a si pu�o benissimo onepire uno spazio tridimensionale urvo senza bisogno

d'immergerlo in nient'altro: solo he si tratta di osa lontana dalla nostra esperienza

omune.

Le oordinate omoventi

Ragioniamo dunque sulla sfera: la super�ie di una sfera S

2

sar�a il nostro modello

dell'Universo. Poih�e l'Universo �e in espansione, il raggio della sfera rese al passare del

tempo: e noi dobbiamo immaginare di vivere sopra questa sfera he rese. La osa he

ora 'interessa di pi�u �e fari un'idea di ome viaggia la lue in un universo os�� fatto.

P
Q

θ

�g. 16{3

Cerhiamo prima di tutto di aratterizzare i punti di

questa super�ie on un sistema di oordinate. Dato he

si tratta di una super�ie sferia, le oordinate pi�u naturali

sono quelle polari. Selto un polo P, avremo le oordina-

te # e '. L'angolo # posso disegnarlo failmente, mentre '

�e meglio immaginarlo (�g. 16{3).

Se invee della sfera avessimo lo spazio sferio tridimen-

sionale S

3

, i vorrebbe una terza oordinata polare �. Que-

sta �e una osa he suona un po' strana: nello spazio eulideo

i sono due angoli ome oordinate polari, ma la terza �e

il raggio; invee in uno spazio sferio tridimensionale le tre

oordinate polari sono tre angoli. Anhe per evitare questa

ompliazione, onviene limitarsi alla super�ie bidimensio-

nale.

Il punto P della �gura potremmo essere noi, mentre Q �e un'altra galassia: Q �e a-

ratterizzato dagli angoli #, '. Il fatto he l'Universo si espande non fa ambiare le

oordinate: se il raggio della sfera rese, le oordinate # e ' rimangono le stesse (eo

il vantaggio di aver usato degli angoli!) Dunque le oordinate polari di un determinato

punto del \uido osmologio" (ome si die di solito), io�e di una determinata galassia,

sono ostanti. Possiamo dare ad es. la latitudine e la longitudine della galassia di Andro-

meda, la latitudine e la longitudine di una erta galassia dell'ammasso della Vergine, e.

Ogni galassia �e individuata dalle sue oordinate polari, he nel nostro modello sono due,

e sono ostanti, nonostante l'espansione. Per questo motivo le oordinate #, ' (e anhe

la �, se vogliamo ragionare in tre dimensioni) si hiamano oordinate omoventi.
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Nota: La distanza da P a Q �e un'altra osa. Poih�e noi viviamo sulla sfera, quando

parliamo di distanza dobbiamo intendere l'aro di erhio massimo | io�e di geodetia

| sulla super�ie della sfera. La distanza sar�a naturalmente R#. Abbiamo detto he #

non ambia, per�o R ambia: quindi la distanza ambia, rese nel tempo. Ne riparleremo

tra poo.

Conviene riassumere qui alune propriet�a di S

3

, he in parte sono uguali o analoghe

a quelle di S

2

, ma on qualosa in pi�u. S

3

�e uno spazio �nito, in diversi sensi:

{ Se si proede in linea retta (geodetia) si torna al punto di partenza dopo aver

perorso un tratto lungo 2�R.

{ Il volume totale vale 2�

2

R

3

.

{ I punti he distano a da P stanno su una sfera S

2

di area 4�R

2

sin

2

(a=R), he si

annulla per a = �R (antipodo). (Si veda il problema 1.)

Prima di andare avanti, oorre rispondere a una domanda: ome si fa a sapere se

davvero lo spazio �e urvo? Il disorso non �e nuovo. Sappiamo he un modo di aorgersi

he lo spazio �e urvo �e di traiare una ironferenza e misurare quant'�e lunga: se si

sopre he non �e 2� volte il raggio, i�o sta a dimostrare he lo spazio non �e eulideo. Non

solo: dalla misura, e dalla formula he abbiamo visto in preedenza, si pu�o riavare R.

Non si tratta naturalmente di un metodo pratio: ome si fa a disporre tutti questi

punti alla stessa distanza, e poi a misurare quant'�e lunga la ironferenza? Per questo

abbiamo disusso anhe altri sistemi. Tuttavia il metodo �e utile in linea di prinipio,

perh�e aiuta a apire ome si pu�o determinare il raggio di urvatura.

Anhe se non i servir�a in seguito, siamo al punto giusto per fare un'osservazione:

non potrebbe la ironferenza risultare pi�u lunga di 2�r, anzih�e pi�u orta? Questo �e

impossibile sulla sfera, ma esistono super�i a urvatura ostante in ui i�o aade; e allo

stesso modo esistono spazi tridimensionali a urvatura ostante di questo tipo (sono gli

spazi iperbolii di ui ho gi�a parlato). Anhe per i modelli osmologii una tale possibi-

lit�a non �e eslusa, ed �e onnessa ol problema se l'Universo sia �nito o in�nito, hiuso o

aperto. Tuttavia non possiamo permetteri di a�rontare anhe questo argomento: peri�o

in tutto quanto segue, a parte aenni oasionali, i limiteremo al modello a urvatura

positiva.

(1)

Cinematia e dinamia osmologia

Abbiamo visto he tutto quanto oorre per aratterizzare la geometria dello spazio-

tempo �e la funzione R(t): il suo andamento ol tempo i die se l'Universo si espande,

se l'espansione aelera o rallenta, e. Vedremo fra poo he in realt�a la onosen-

za di R(t) permette di alolare altri e�etti osservabili: la parte della osmologia he

onnette R(t) on gli e�etti osservabili si hiama talora \inematia osmologia."

C'�e poi un altro problema: da he osa dipende l'andamento di R(t)? Sappiamo, sia

pure vagamente per ora, he deve entrari la distribuzione della materia, attraverso le

famose equazioni di Einstein. Studiare queste equazioni, ollegare i dati disponibili sulla

materia on quelli relativi a R: questa �e la \dinamia osmologia," della quale diremo

qualosa in seguito. Per ora limitiamoi alla inematia, studiando ome l'andamento

del parametro di sala nel tempo inuise sulla propagazione della lue.

(1)

I dati degli ultimi anni riesono ompatibili ol aso eulideo (k = 0). Ci sono per�o diverse ragioni

per non abbandonare la disussione del modello sferio: una �e he apire un modello eulideo in

espansione non �e pi�u semplie (per quanto possa apparire strano); poi '�e il vantaggio he il modello

sferio si appoggia alla geometria familiare della sfera; in�ne un modello sferio on R molto grande

non di�erise apprezzabilmente da un modello eulideo (e del resto, i dati di osservazione sono

sempre a�etti da inertezze).
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Il redshift osmologio

I messaggi he noi possiamo rievere dal resto dell'Universo sono quasi eslusivamen-

te lue, oppure onde elettromagnetihe di altre lunghezze d'onda: quindi apire ome si

propaga la lue in un universo a urvatura ostante in espansione �e deisivo. Pi�u in par-

tiolare, a noi interessa risolvere il seguente problema, hiaramente onnesso ol redshift

osmologio di ui abbiamo parlato: se una sorgente lontana emette lue di una erta

lunghezza d'onda, he noi rieviamo dopo un erto tempo, on quale lunghezza d'onda

la rieviamo?

Sebbene possa sembrare un problema ompliato, in realt�a la soluzione �e semplie,

se si ragiona al modo giusto (suede spesso : : : ). Consideriamo due stazioni, una E he

emette la lue, e una R he la rieve (�g. 16{4); la lue viaggia da E a R. In �gura �e

rappresentata a sinistra la situazione all'istante di emissione, a destra quella all'istante

di arrivo. L'unia di�erenza �e he il raggio dell'Universo �e ambiato nel frattempo.

�g. 16{4

Attenzione: non bisogna farsi onfondere dalla �gura, dove sembra he la lue segua

una linea urva sulla sfera: questo ontraddie forse il fatto he la lue viaggia in linea

retta? Il punto �e he la super�ie della sfera �e tutto il nostro universo: quindi la \linea

retta" diviene l'aro di erhio massimo sulla super�ie della sfera, io�e la geodetia.

Il vero problema �e he mentre la lue ammina, l'Universo gli si espande sotto, per os��

dire. La lue impiega un erto tempo ad andare da E a R: se �e partita a un istante t

e

,

a ui il raggio dell'Universo era R

e

, quando arriva in R, all'istante t

r

, il raggio sar�a

diventato R

r

> R

e

. Come si fa allora a sapere quanto tempo impiega la lue, e he osa

suede nella propagazione?

Quello he segue �e il ragionamento he si trova in tutti i libri di osmologia, e he

viene di solito fatto on una matematia piuttosto so�stiata; tuttavia �e possibile presen-

tarlo in termini del tutto elementari, e senza nessuna alterazione nella sostanza �sia del

disorso. Chiamiamo # l'angolo al entro orrispondente all'aro ER (riordate: # �e una

oordinata omovente). La distanza fra E ed R all'istante t

e

sar�a R

e

#, mentre la distanza

all'istante t

r

sar�a invee R

r

#, he �e maggiore.

Prendiamo ora aanto a E, ma dalla parte opposta a R, un altro punto, separato

da E di un piolo angolo �#, e hiamiamolo E

0

; prendiamo poi un altro punto prima di R

| hiamiamolo R

0

| anh'esso separato da R di �#. Supponiamo he le due sorgenti

in E e in E

0

faiano entrambe partire due lampi di lue allo stesso istante t

e

: �e hiaro

he quando il lampo emesso da E arriva in R, quello emesso da E

0

arriva in R

0

. Infatti

anhe se l'Universo si va espandendo, la propagazione della lue tra E

0

ed R

0

segue le

stesse modalit�a di quella tra E ed R, perh�e lo spazio �e a urvatura ostante.

Ma il lampo emesso da E

0

deve passare per E: i arriver�a a un istante he hia-

mo t

e

+�t

e

. Dopo essere arrivato in R

0

, arriver�a anhe in R, a un istante t

r

+ �t

r

.

Se l'angolo �# �e piolo, anhe �t

e

e �t

r

sono pioli; e si potr�a srivere

�t

e

= R

e

�#= �t

r

= R

r

�#=

perh�e nel tempo �t

e

il raggio non ambia apprezzabilmente, e lo stesso nel tempo �t

r

.

Abbiamo anhe tenuto presente he la lue si sta propagando nel vuoto, e abbiamo
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ontinuato ad assumere ome fatto fondamentale he | anhe in uno spazio urvo,

in presenza della gravit�a, e. | la lue viaggia sempre alla veloit�a  in un rif. loalmente

inerziale (PE).

A questo punto possiamo dimentiare E

0

ed R

0

, he sono serviti solo ome espediente

per arrivare al risultato. In pratia abbiamo questa situazione: un lampo di lue parte

da E all'istante t

e

e arriva in R all'istante t

r

; poo dopo da E parte un altro lampo |

all'istante t

e

+ �t

e

| he arriva in R all'istante t

r

+ �t

r

. Abbiamo visto he �t

r

non

�e uguale a �t

e

: se fate partire dalla galassia E due lampi, intervallati di un seondo,

quando arrivano alla galassia R il loro intervallo non �e pi�u di un seondo. Sar�a maggiore,

perh�e R

r

> R

e

, ossia perh�e l'Universo si espande.

�

E importante a questo punto riordare il signi�ato delle nostre t: si tratta in ogni

punto (in ogni galassia) del tempo proprio segnato da un orologio loale; tutti gli orologi

sono sinronizzati, ome abbiamo visto, grazie al PC.

Credo he ormai sia hiaro dove andiamo a parare. Se invee di due lampi di lue

abbiamo un'unia sorgente monoromatia, allora quei �t

e

e �t

r

li possiamo interpretare

ome i periodi della radiazione alla trasmissione e alla riezione. Ma i periodi sono pro-

porzionali alle lunghezze d'onda: abbiamo os�� trovato he la lunghezza d'onda rievuta

sta alla lunghezza d'onda emessa ome il raggio dell'Universo all'istante di arrivo sta al

raggio all'istante di partenza:

�

r

�

e

=

R

r

R

e

: (16{1)

Redshift ed espansione

Se olleghiamo questa relazione alla de�nizione (15{5) del parametro di redshift,

troviamo

1 + z =

R

r

R

e

: (16{2)

Abbiamo os�� ottenuta un'interpretazione del redshift molto pi�u profonda he non l'e�etto

Doppler: l'osservazione del redshift osmologio �e la prova he il raggio dell'Universo �e

resiuto dal momento in ui la lue �e stata emessa al momento in ui la rieviamo. Cos��

un redshift di 0.3 (del 30%) signi�a he il raggio dell'Universo �e aumentato del 30% nel

tempo he la lue ha impiegato ad arrivare �no a noi.

Notate he nel nostro ragionamento, e quindi nella formula (16{2), non '�e a�atto

l'ipotesi he z debba essere piolo. Se noi onosiamo una sorgente per la quale z = 4,

questo i die he il rapporto tra il raggio dell'Universo oggi e il raggio quando la lue

�e stata emessa da quella sorgente �e 1 + 4, io�e 5. Quando la lue �e partita, il raggio di

urvatura dell'Universo era 5 volte pi�u piolo dell'attuale.

Vieversa non possiamo dir niente del tempo al quale la lue �e stata emessa, a meno

he non onosiamo la funzione R(t). Se per esempio aadesse he R / t

2=3

e quin-

di t / R

3=2

potremmo dire he t

r

=t

e

= 5

3=2

' 11.

Un'osservazione onlusiva: abbiamo mostrato he non �e indispensabile riorrere

all'e�etto Doppler per spiegare il redshift osmologio; inoltre la strada he abbiamo

seguita �e pi�u immediata, e a mio parere �e molto pi�u istruttiva, per la diretta onnessione

he ha on la geometria dello spazio-tempo e on la sua evoluzione temporale.

La legge di Hubble ome approssimazione

Il passo suessivo �e di apire ome la legge di Hubble sia una onseguenza appros-

simata della relazione (16{2). Supponiamo he le galassie he stiamo osservando siano

abbastanza viine. \Viine" va inteso naturalmente su sala osmologia: una distanza

piola rispetto al raggio dell'Universo. Non �e quindi neessario limitarsi a pohi milioni

di anni lue: anhe entinaia di milioni vanno anora bene.
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Per le galassie viine z �e piolo: infatti nel tempo he la lue impiega ad arrivare,

il raggio dell'Universo ambia di poo. Per alolare t

r

�t

e

possiamo addirittura supporre

il raggio ostante: allora potremo srivere

t

r

� t

e

=

d



:

Infatti, se la distanza d nel frattempo non �e ambiata, basta dividerla per la veloit�a

della lue. Inoltre possiamo porre, approssimativamente:

R

r

= R

e

+

dR

dt

(t

r

� t

e

) = R

e

+

_

R

d



:

Dividendo per R

e

:

R

r

R

e

� 1 =

_

R

R

d



(siome R

e

e R

r

sono poo diversi, a seondo membro srivo R, senza stare a distinguere

tra raggio all'emissione e raggio alla riezione). Ma dalla (16{2)

R

r

R

e

� 1 = z

e quindi abbiamo:

z =

_

R

R

d

io�e la legge di Hubble, dove il oeÆiente di proporzionalit�a, ossia la ostante di Hub-

ble, �e

H =

_

R

R

(16{3)

(riordate he z = v= e v = Hd).

Riassumendo: abbiamo fatto un modello di universo a urvatura ostante, suppo-

nendo poi he il raggio di urvatura vari nel tempo; ma non abbiamo fatto aluna ipotesi

sulla funzione R(t). Abbiamo trovato he per piole distanze deve valere la legge di

Hubble, io�e he il redshift �e proporzionale alla distanza, e he la ostante di Hubble �e

legata alla legge di espansione dalla formula (16{3).

Signi�ato osmologio di H; il problema dell'estrapolazione

A questo punto, mettendo nella formula il valore osservato di H, se ne riava il

valore di

_

R=R. Si ha os�� un'interpretazione inematia di H: �e il rapporto tra la

veloit�a di espansione dell'Universo e il raggio in quel momento. Supponiamo ora | non

�e a�atto vero, i serve solo per orientamento | he la veloit�a di espansione sia ostante:

allora R=

_

R (detto \tempo di Hubble" t

H

) �e il tempo trasorso dall'istante in ui il raggio

era nullo. Poih�e t

H

�e l'inverso di H, vale 15 � 10

9

anni: quindi nell'ipotesi he la veloit�a

di espansione rimanga ostante, sopriamo he 15 miliardi di anni fa l'Universo aveva

raggio nullo. Per�o non bisogna farsi impressionare da questo risultato, perh�e �e basato

su di un'ipotesi siuramente non vera.

Possiamo dare un'interpretazione gra�a del nostro ragionamento. Disegniamo un

ipotetio gra�o della funzione R(t) (di ui per ora non sappiamo niente) (�g. 16{5, urva

a tratto intero). All'istante attuale t

0

abbiamo un raggio R

0

: se tiriamo la tangente alla

urva in questo punto, il segmento t

1

t

0

sull'asse dei tempi (quello he una volta veniva

hiamata \sottotangente" della urva) �e lungo t

H

: all'ingrosso 15 miliardi di anni.
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�g. 16{5

Naturalmente questo non vuol dire

molto, perh�e la urva, anzih�e ome l'ho

disegnata, potrebbe essere fatta diversa-

mente, per es. ome quella tratteggiata.

Il punto d'intersezione della tangente on

l'asse dei tempi non ha, per ora, nessun

partiolare signi�ato: la urva R(t) po-

trebbe interseare l'asse in un punto qua-

lunque, o anhe non intersearlo a�atto.

Oorrerebbe sapere qualosa di pi�u sul-

la R(t).

Torniamo un momento sul fatto he la

legge di Hubble �e solo approssimata, e er-

hiamo di spingere oltre questa approssi-

mazione: potremmo erare di migliorar-

la faendo uno sviluppo al seondo ordine.

Anhe senza fare il alolo espliito, �e hiaro he per distanze abbastanza grandi il pa-

rametro di redshift non sar�a pi�u rigorosamente proporzionale alla distanza. Il suo anda-

mento esatto dipender�a da quello della funzione R(t): non onter�a pi�u solo la tangente,

ma anhe la urvatura del gra�o. Se quindi noi potessimo fare misure di redshift a gran-

di distanze, ne riaveremmo ulteriori informazioni su om'�e fatto il gra�o: per esempio

se �e onavo o onvesso. Sapere se �e onavo o onvesso �e molto importante, perh�e se

avessimo delle buone ragioni per dire he �e sempre onavo verso il basso, allora avremmo

un'intersezione on l'asse dei tempi | io�e un raggio nullo | a un istante pi�u viino a

noi di t

H

. Purtroppo gi�a il valore della ostante di Hubble �e inerto; a maggior ragione

�e diÆile studiare le deviazioni dalla legge di Hubble a grandi distanze.

Due obiezioni

Quando si parla di espansione e redshift, �e frequente sentirsi fare due obiezioni.

La prima �e questa: se tutte le distanze si espandono, la stessa osa suede agli strumenti

di misura; allora om'�e possibile rivelare l'espansione?

In e�etti, se noi avessimo un Universo riempito di materia formata di partielle

puntiformi, slegate le une dalle altre, l'obiezione sarebbe giusta: tutte le partielle si

allontanerebbero nella stessa proporzione, e manherebbe qualsiasi termine di onfronto

per aorgersi dell'espansione. Ma il mondo non �e fatto os��.

Gi�a le galassie non si espandono: le stelle he le ompongono risentono del ampo

gravitazionale (ossia della modi�a alla geometria dello spazio-tempo) prodotta dalla

massa della galassia, he loalmente ha una densit�a molto maggiore di quella media

dell'Universo. Allo stesso modo i pianeti del sistema solare si muovono nel ampo del

Sole, e il fatto he il sistema sia immerso in una geometria in lenta espansione non ha

e�etto sulle loro orbite.

Ma se poi sendiamo di sala, per arrivare alla Terra, o alla materia he ostituise

un metro ampione, entrano in gioo altre interazioni: le dimensioni della Terra o le

distanze fra gli atomi del metro sono determinate dalle interazioni elettrihe fra le arihe

atomihe, he sono enormemente pi�u grandi degli e�etti gravitazionali. Quindi n�e la Terra

n�e il metro si aorgono se l'Universo si espande o no.

Una seonda obiezione onerne invee la veloit�a dell'espansione. Se la funzio-

ne R(t) �e del tipo di quelle he ho aennato nel orso della lezione o nel problema n. 4,

ossia se R rese ome una potenza di t on esponente minore di 1, �e hiaro he

_

R�1

quando t � 0. Anhe la distanza fra due punti A e B qualsiasi del uido osmologio,

he vale R#, si omporta allo stesso modo: la sua derivata va a in�nito per t � 0. Ma

questo non �e in ontrasto on l'esistenza di una veloit�a limite?



214 Insegnare relativit�a nel XXI seolo

Per rispondere, oorre riordare il signi�ato dei rif. loalmente inerziali e del PE.

In un rif. loalmente inerziale vale la RR, he prevede appunto una veloit�a limite; ma

sappiamo he quello di rif. loalmente inerziale �e anh'esso un onetto limite, nel senso

he ha validit�a approssimata, tanto migliore quanto pi�u piola �e la regione di spazio e di

tempo he si onsidera. Invee il alolo di una veloit�a maggiore di  indiato sopra fa

uso di due orpi a distanza �nita, e rihiede di spingersi a ondizioni in ui la urvatura

dello spazio-tempo non pu�o essere trasurata.

Insomma: non esiste un rif. inerziale esterno, rispetto al quale studiare il moto di A

e di B. Chi propone l'obiezione in realt�a non ha abbandonato l'idea he sussista, nasosto

per os�� dire dietro lo spazio-tempo di ui abbiamo ragionato in questa lezione, il buon

vehio spazio eulideo, os�� tranquillizzante: : :

Problemi

1. Dimostrare la formula per l'area della sfera di \raggio" a in una S

3

.

2. Lo spazio iperbolio pu�o essere de�nito ome la sottovariet�a di IR

4

di equazio-

ne x

2

+ y

2

+ z

2

+ R

2

= w

2

(w > 0), la distanza essendo de�nita in IR

4

da

s

2

= (x

1

� x

2

)

2

+ (y

1

� y

2

)

2

+ (z

1

� z

2

)

2

� (w

1

� w

2

)

2

: (16{4)

Studiare le propriet�a di questo spazio. In partiolare:

a) lo spazio �e �nito o in�nito?

b) he relazione '�e fra \raggio" e area di una sfera?

(Suggerimento: molto pu�o essere apito limitandosi al piano y = z = 0.)

3. Si onsideri un ipotetio universo in ui R = a

p

t.

a) Quale sar�a la relazione redshift-distanza?

b) Calolare la ostante di Hubble H e il tempo di Hubble t

H

.

(Suggerimento: usare  dt = ds = Rd# per riavare #.)

4. Nell'universo del problema preedente �e stato osservato un oggetto on z = 4. Assu-

mendo H = 70 km s

�1

Mp

�1

alolare:

a) la distanza attuale dell'oggetto

b) la variazione di tale distanza nel tempo

) la distanza all'istante di emissione t = t

e

d) la variazione nel tempo di tale distanza.

Risposte

Problema 1. (Area della sfera in S

3

):

Il modo pi�u semplie di risolvere il problema �e di onsiderare S

3

ome una sottova-

riet�a di IR

4

, di equazione

x

2

+ y

2

+ z

2

+ w

2

= R

2

:

In S

3

si possono allora de�nire oordinate polari �, #, ', on le relazioni

x = R sin� sin# os'

y = R sin� sin# sin'

z = R sin� os#

w = R os�

(16{5)
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Una sfera S

2

on entro O in � = 0 �e de�nita �ssando un valore di � e lasiando

libere le oordinate #, ': il suo raggio (in IR

4

) �e R sin� e l'area sar�a peri�o

A = 4�R

2

sin

2

�: (16{6)

Il raggio a non �e he la distanza dal entro O a un punto P della sfera, per es.

quello on # = ' = 0. La distanza va per�o alolata su S

3

: pi�u esattamente sull'aro di

geodetia he unise O on P. I punti di questa geodetia hanno tutti # = ' = 0 (per

simmetria); quindi le (16{5) fornisono

dx = dy = 0 dz = R os�d� dw = R sin�d�:

Ne segue

ds

2

= dx

2

+ dy

2

+ dz

2

+ dw

2

= R

2

d�

2

) ds = Rd�

e quindi a = R�.

Basta ora sostituire � = a=R nell'espressione (16{6) dell'area, per arrivare al risul-

tato voluto:

A = 4�R

2

sin

2

(a=R):

Problema 2. (Lo spazio iperbolio):

a) Seguiamo il suggerimento, ossia onsideriamo la sezione y = z = 0 di IR

4

, he i fornir�a

una sezione unidimensionale dello spazio he dobbiamo studiare. Allora

x

2

+R

2

= w

2

: (16{7)

La (16{7) �e un'iperbole equilatera nel piano (x;w); la ondizione w > 0 i restringe al

ramo superiore. Gli asintoti sono le bisettrii degli assi.

La formula (16{4) della distanza, sritta in forma di�erenziale, �e

ds

2

= dx

2

� dw

2

(16{8)

(le altre due oordinate sono ostanti).

La distanza dal punto O(0; R) a un punto P(x;w) si pu�o alolare ome segue.

Di�erenziando la (16{7) ed eliminando dw nella (16{8) troviamo

ds =

R

w

dx =

Rdx

p

R

2

+ x

2

: (16{9)

Integrando:

s =

x

Z

0

Rdx

0

p

R

2

+ x

0

2

= R ln

 

x

R

+

r

1 +

x

2

R

2

!

:

In realt�a i aloli si sempli�ano molto introduendo al posto di x la oordinata �

tale he x = R sinh�. Infatti ne segue w = R osh� e sostituendo in (16{9) si vede

he ds = Rd�; quindi la distanza erata �e proprio s = R�.

Quando x�1 anhe ��1, il he basta a dimostrare he lo spazio �e in�nito nel

senso delle distanze.
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b) Da quanto abbiamo trovato �nora, segue in modo naturale l'idea d'introdurre, al posto

di x, y, z, w, delle oordinate polari al modo seguente:

x = R sinh� sin# os'

y = R sinh� sin# sin'

z = R sinh� os#

w = R osh�:

(16{9)

Si veri�a subito he x

2

+ y

2

+ z

2

+R

2

= w

2

e ovviamente w > 0. Gi�a sappiamo he R�

�e il raggio della sfera S

2

di entro O, e le (16{9) mostrano he l'area vale

A = 4�R

2

sinh

2

�:

Problema 3. (Relazione redshift-distanza):

a) Seondo il suggerimento:

 dt = ds = Rd# = a

p

t d#:

Separando le variabili e integrando si trova

# =

2

a

�

p

t

r

�

p

t

e

�

=

2

a

2

(R

r

�R

e

): (16{10)

La distanza l

r

alla riezione �e

l

r

= R

r

# =

2

a

2

R

r

(R

r

� R

e

) =

2

a

2

R

2

r

�

1�

R

e

R

r

�

=

2

a

2

R

2

r

�

1�

1

1 + z

�

=

2

a

2

R

2

r

z

1 + z

= D

z

1 + z

: (16{11)

dove

D =

2

a

2

R

2

r

= 2 t

r

:

Da qui si riava

z =

l

r

D � l

r

: (16{12)

Si vede he z �1 per l

r

� D, ossia la distanza D de�nise un orizzonte. Questo appare

anhe dalla (16{10): per R

e

= 0, # assume il valore �nito D=R

r

.

Si pu�o obiettare he l'orizzonte non esiste se D=R

r

> �, dato he # = � all'antipodo.

Questo �e vero; per�o sostituendo l'espressione di D si vede he in realt�a l'orizzonte esiste

se R

r

< �a

2

=2, io�e quando il raggio dell'Universo �e abbastanza piolo.

Il risultato �e molto interessante, anhe perh�e si riprodue on qualsiasi modello

realistio di Universo, in ui R rese sempre ome una potenza di t on esponente

minore di 1. Ne segue he nelle prime fasi dell'espansione regioni distanti dell'Universo

non si possono vedere, quindi non possono interagire: ome mai allora la radiazione di

fondo �e isotropa?

�

E questo uno dei motivi he hanno portato a proporre i \modelli

inazionari," in ui si postula la presenza di un qualhe ampo on propriet�a (densit�a,

pressione) diverse dalla materia ordinaria, s�� he l'espansione iniziale segue una legge

diversa.
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b) La legge di Hubble si riava dalla(16{12), per l

r

� D:

z '

l

r

D

) H =



D

=

1

2 t

r

: (16{13)

Da qui anhe il tempo di Hubble:

t

H

= 2 t

r

:

Siamo dunque nel aso t

r

< t

H

: proprio quello aennato nella �g. 16{5.

Problema 4. (Distanza e veloit�a di un oggetto on alto redshift):

a) Conviene anzitutto alolare D de�nito dalla relazione on H (16{13):

D =



H

= 4:3Gp:

Poi dalla (16{11) si ha l

r

= 3:4Gp.

b)

�

E ovvio he si deve alolare la derivata di l

r

rispetto a t

r

; il punto deliato �e: he

osa va tenuto ostante quando si deriva? La sola grandezza he resta ostante durante

l'espansione �e la oordinata omovente # della sorgente: partiamo dunque da l

r

= R

r

#

e deriviamo, riordando anhe he R = a

p

t:

dl

r

dt

r

=

dR

r

dt

r

# =

a

2

p

t

r

# =

a

2

p

t

r

l

r

a

p

t

r

=

l

r

2t

r

= H l

r

:

Mettendo i numeri:

dl

r

dt

r

= 2:4 � 10

5

km=s:

) La distanza all'emissione si alola failmente, dato he tutte le distanze variano

ome R. Quindi

l

e

= l

r

R

e

R

r

=

l

r

1 + z

= 0:68Gp:

d) Il alolo si fa ome in b):

dl

e

dt

e

=

l

e

2t

e

:

Sappiamo gi�a he l

e

= l

r

=(1 + z); quanto a t

e

:

t

e

=

R

2

e

a

2

=

R

2

r

a

2

(1 + z)

2

=

t

r

(1 + z)

2

e peri�o

dl

e

dt

e

=

l

r

2t

r

(1 + z) = H l

r

(1 + z):

Il risultato numerio �e 1:2 � 10

6

km=s, ossia 4, e questo era lo sopo della domanda!

Non '�e niente di paradossale nell'aver trovato un valore superiore a , perh�e dl

e

=dt

e

non pu�o essere interpretata ome veloit�a della sorgente rispetto al rievitore. Infatti

questa interpretazione rihiederebbe di poter de�nire un RI he si estenda spazialmen-

te in modo da inludere i due oggetti, e i�o �e preluso dalla urvatura dello spazio-

tempo.
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