
LEZIONE 15L'Universo: dati di osservazionePassiamo ora all'argomento pi�u moderno e senza dubbio pi�u a�asinante: la osmo-logia. Si tratta per�o di un fasino ambiguo, in quanto spinge spesso ad a�rontarlo fuoridel giusto ontesto, e in modo sostanzialmente non sienti�o. �E forse superuo sottoli-neare he questo �e un argomento di �sia, e ome tale va trattato: in partiolare non sipu�o disuterne senza avere qualhe idea sui dati di fatto e su ome li si ottiene. Peri�oinomineremo proprio da qui.Per una prima visione d'insieme, vediamo aluni risultati, su ui torneremo pi�uavanti on maggior dettaglio:{ il raggio della Terra �e poo inferiore a 6400 km: questa lunghezza �e la base di tuttele distanze astronomihe{ la Terra dista dal Sole 500 seondi-lue ' 150 � 106 km = 1:5 � 1011m (l'unit�a astro-nomia UA){ il Sole �e una stella piuttosto piola, posta a ira 3 � 104 al (anni-lue) dal entrodella Galassia in ui i troviamo{ la materia visibile dell'Universo �e sostanzialmente onentrata in galassie, in numerodi � 1011{ ogni galassia ontiene gas, polveri e stelle; queste ultime in numero di � 1011, e di-stanti fra loro aluni anni-lue in media{ distanza media fra le galassie: � 107 al; tuttavia le distanze sono tutt'altro heuniformi, poih�e le galassie sono raolte in ammassi{ l'Universo visibile ha \dimensioni" dell'ordine di 1010 al.La sala delle distanze: la parallasse
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�g. 15{1
Dalle dimensioni della Terra a quelle dell'Universo vi sonomolti ordini di grandezza: ne segue he non �e possibile appliarelo stesso proedimento di misura in tutti i asi. Un metodo di mi-sura arriva �no a un erto limite, oltre il quale viene rimpiazzatoda un altro: i due metodi debbono avere un ampo di appli-azione omune, aÆnh�e sia possibile la \saldatura." Si hannoos�� tanti \salini" he formano la sala delle distanze, da quelleterrestri a quelle osmologihe.I primi due salini sono la parallasse diurna e la parallasseannua. Se A e B (�g. 15{1) sono due osservatori sulla super�ie terrestre, la loro distanza�e nota. Nel aso semplie di un triangolo isosele, on angolo in C piolo, sar�a on buonaapprossimazione AB = BC � " (se " �e espresso in radianti) e peri�o la misura di " fornisequella di BC.

�g. 15{2
Pi�u esattamente, si hiama parallasse diurnadi un oggetto eleste l'angolo � in �g. 15{2, do-ve O �e il entro della Terra e l'angolo in A �e retto.Si vede he R = D sin� ' D�perh�e l'angolo � nella maggior parte dei asi �epiolo. Peri�o D = R=�.Esempi:{ per la Luna � ' 1Æ{ per il Sole � ' 900.



194 Insegnare relativit�a nel XXI seoloCon la parallasse diurna si possono determinare soltanto le distanze dentro il sistemasolare, e in partiolare �e stata determinata storiamente la distanza Terra-Sole. In realt�aesistono diversi altri metodi; oggi le misure pi�u preise sui pianeti si fanno mediante ehiradar (il primo eo radar dalla Luna �e stato rievuto nel 1946).

�g. 15{3

La onosenza dell'unit�a astronomia per-mette di allungare la base della parallasse:in �g. 15{3 i punti A e B sono gli estremi di undiametro dell'orbita terrestre, S �e il Sole, � unastella viina, �0 una molto lontana. Si vede hea = SA = S� � � = D�e peri�o D = a=�. L'angolo � (parallasse an-nua) si determina onfrontando, nel orso diun anno, la direzione di � on quella di �0. Pertutte le stelle � < 100; l'unit�a parse (p) �e ladistanza D quando � = 100:1 p ' 2:06 � 105UA ' 3 � 1016m ' 3:3 al:Oggi la parallasse annua si pu�o determina-re da terra �no a 100 p, e grazie ai telesopisu satelliti �no a ira 1000 p; al di l�a l'angolo�e troppo piolo per essere misurato in modo attendibile. Si stima he questo raggioinluda qualhe entinaio di milioni di stelle.La distanza riavata dalla luminosit�aSi die luminosit�a assoluta di una stella la potenza totale irradiata: ad es. la lumi-nosit�a assoluta del Sole integrata su tutte le lunghezze d'onda (bolometria) �e 4 � 1026W.A parit�a di luminosit�a assoluta, stelle poste a distanza diversa appaiono diversamentebrillanti, in proporzione inversa al quadrato della distanza:I = L4�D2 :Si pu�o peri�o de�nire una luminosit�a apparente, he per una data stella �e la luminosit�aassoluta he dovrebbe avere una stella �ttizia messa a una distanza onvenzionale �s-sa, per apparire ugualmente brillante di quella data. Come distanza onvenzionale siassume 10 p (non hiedetemi perh�e) e peri�oLapp = Lass�10 pD �2:Per qualsiasi stella le osservazioni fornisono failmente I e quindi Lapp; se si o-nosesse Lass se ne potrebbe riavare D. Ci�o in molti asi �e possibile dall'esame dellearatteristihe spettrali della lue emessa.I riteri he si usano sono abbastanza omplessi, ma una desrizione sostanzialmenteorretta, anhe se molto sempli�ata, �e la seguente: stelle he emettono lue di ugualedistribuzione spettrale hanno la stessa luminosit�a assoluta. In questa forma abbreviatasono inluse sia la lasse spettrale (he si riava dalle righe spettrali presenti) sia la lassedi luminosit�a (he si ottiene ad es. dall'intensit�a e dalla forma delle righe).Cos�� se si onose | attraverso la parallasse | la distanza di una di queste stelle,se ne pu�o riavare quella di molte altre. In tal modo si arriva a oltre 104 p, ma anoranon si ese dalla Galassia.



Lezione 15 195Variabili regolari e nov�Tra i molti tipi di stelle variabili ve ne sono due he hanno importanza per il nostrodisorso: le Cefeidi e le nov�. Le Cefeidi sono una lasse di variabili regolari, he io�evariano di luminosit�a in modo periodio (on periodi di aluni giorni). Hanno aquisitointeresse osmologio quando si �e soperto he il periodo di una Cefeide �e orrelato alla sualuminosit�a assoluta. Una volta stabilita una \urva di taratura" on Cefeidi di distanzanota, la semplie misura del periodo permette di onosere la luminosit�a assoluta, e diqui si risale alla distanza. Con le Cefeidi si possono misurare distanze �no a ira 1Mp:siamo fuori dalla nostra Galassia, e si raggiungono altre galassie, quelle del osiddetto\gruppo loale," he onta una ventina di membri.Le nov� (da non onfondere on le supernov� di ui parleremo pi�u avanti) sonovariabili atalismihe, io�e stelle he aumentano brusamente e fortemente di luminosit�a(probabilmente in seguito all'apporto di materia da un'altra stella on ui la nova formaun sistema binario) e tornano poi alle ondizioni originarie entro un tempo he si misurain giorni. Il tempo di smorzamento �e orrelato on la luminosit�a al massimo. Poih�e unanova al massimo �e assai pi�u luminosa di una Cefeide, pu�o essere vista a distanza maggiore:si arriva os�� a � 50Mp, inludendo l'ammasso di galassie detto \della Vergine" dallaostellazione in ui si trova. In tal modo possiamo misurare le distanze di migliaia digalassie, ma siamo anora lontani dalla sala osmologia.Le galassie lontaneNelle galassie pi�u lontane non si riese a distinguere singole stelle, e questo obbligaa ambiare il tipo di \lampada ampione" usato ome indiatore di distanza: dalle stelleall'intera galassia. Lo studio di numerosi ammassi porta a soprire una erta regolarit�a,e a fare l'ipotesi he nei diversi ammassi la galassia pi�u luminosa abbia sempre la stessaluminosit�a assoluta. Poih�e le distanze nell'ammasso della Vergine sono note, si arrivaos�� a valutare le distanze degli altri ammassi dalla misura della luminosit�a apparentedella galassia pi�u brillante di iasun ammasso. In tal modo si raggiungono distanzedi � 2 � 109 p ' 7 � 109 al: questa �e veramente una sala osmologia.Un altro metodo usato su sala osmologia si basa sulle supernov�. Queste sonovere e proprie esplosioni, in ui una stella, giunta alla �ne della sua evoluzione, si espandeviolentemente e disperde gran parte della sua materia nello spazio (resta solo un piolonuleo, he pu�o andare a formare una stella di neutroni o forse un buo nero). Nellafase di esplosione la stella aumenta enormenente di luminosit�a, ed �e visibile a grande di-stanza: on tenihe analoghe a quelle desritte per le nov�, ossia basate sull'andamentodella urva di lue, si pu�o riavare una stima della luminosit�a assoluta, e quindi delladistanza.Va per�o detto he sulle distanze misurate on questi metodi esiste anora gran-de inertezza, he si riette, ome vedremo, sull'interpretazione delle osservazioni e sulonfronto on i modelli osmologii.La massa delle galassie e la densit�a di materiaPer disutere i modelli osmologii �e essenziale onosere la densit�a della materianell'Universo. Ci�o rihiede di onosere la massa delle galassie: dobbiamo dunque sapereome si determina questo parametro.Riordiamo prima di tutto ome si trova la massa del Sole M�. La veloit�a orbitaledella Terra �e v� = 2�r�=T� dove r�, T� sono raggio e periodo dell'orbita (trasuriamol'eentriit�a). La forza neessaria per il moto irolare della Terra (forza entripeta)�e F = M�v2�=r�, ed �e fornita dall'attrazione del Sole:M�v2�r� = GM�M�r2�



196 Insegnare relativit�a nel XXI seoloda ui M� = v2�r�G = 4�2r3�GT 2� : (15{1)Le grandezze r�, T� sono note da misure astronomihe; la ostante di gravitazione Gsi ottiene da misure di laboratorio (Cavendish) e ne risultaM� = 1:99 � 1030 kg:�E interessante osservare he da questo dato, e dal raggio del Sole, pure ben noto, si pu�oalolare la densit�a media: �% = 1:4 � 103 kg=m3, poo maggiore di quella dell'aqua.Nello stesso modo si pu�o determinare la massa di un pianeta he abbia almeno unsatellite: ad es. Saturno, usando il suo satellite maggiore, Titano. AvremoMS = 4�2r3TGT 2T (15{2)o anhe, dividendo la (15{2) per la (15{1)MSM� = �T�TT�2�rTr��3: (15{3)E se il pianeta non ha satelliti, ome ad es. Venere? Non '�e altro modo he riorrerealle perturbazioni he esso produe sul moto di altri pianeti.Possiamo ottenere la massa della nostra Galassia usando il fatto he il Sole giraintorno al entro di questa, on un periodo T� = 2:5�108 anni, a una distanza r� = 104 p.Naturalmente il tempo T� �e troppo lungo per determinarlo direttamente, ma si pu�omisurare v�, e poi T� = 2�r�=v�. Appliando la (15{3), on la Galassia al posto diSaturno e ol Sole al posto di Titano:MGM� = �T�T��2�r�r��3= � 12:5 � 108�2�104 � 2 � 105�3 ' 1:3 � 1011(riordate he 1 p ' 2 � 105UA).Dunque la massa della Galassia sarebbe pari a ira 100 miliardi di Soli: �e soloquesto he s'intende quando si die he nella Galassia i sono 100 miliardi di stelle, vistohe nessuno le ha ontate!�E bene osservare he appliando la (15{3) alla Galassia abbiamo in realt�a fattoun'approssimazione. La (15{3) vale per un satellite he gira intorno a un orpo di formasferia: la Galassia non �e sferia, e inoltre il Sole ne fa parte. L'approssimazione �e leitase si ammette he gran parte della massa della Galassia sia onentrata in un nuleoentrale, abbastanza sferio, mentre il Sole �e una stella piuttosto \periferia."Lo stesso metodo si pu�o appliare ad altre galassie, a ondizione he si possa deter-minare il moto di qualhe stella. La distanza dal entro non �e un problema, quando sionosa la distanza della galassia da noi; la veloit�a si ottiene dall'esame dello spettrodella stella, on l'e�etto Doppler.A questo punto, per stimare la densit�a della materia nell'Universo basta saperequante sono le galassie per unit�a di volume, e onoserne la massa media. Naturalmente�e essenziale l'ipotesi he non i sia massa apprezzabile al di fuori di quella onentratanelle galassie. Mettendo insieme tutti i dati, si ottiene una stima di 10�28 kgm�3.



Lezione 15 197La massa mananteNon posso hiudere questo argomento senza aennare al \problema della massamanante." Abbiamo visto sopra ome si determina la massa della Galassia, nell'ipotesihe questa sia onentrata nel nuleo. Negli ultimi anni, proprio misurando le veloit�adi stelle nelle galassie a spirale, a varie distanze dal entro, si sono aumulate le provehe debba esservi della materia distribuita anhe molto al di fuori del nuleo. Si trattadi materia non luminosa, e non �e a�atto hiaro quale sia la sua natura.Ma ome sappiamo he questa massa esiste? Riprendiamo la (15{2), sritta per unagalassia: M = 4�2r3GT 2 (15{3)dove r �e il raggio dell'orbita irolare di una stella della galassia, e T il suo periodo.Si vede he per le diverse stelle r3=T 2 �e ostante (terza legge di Keplero). Introduendola veloit�a della stella, he si misura pi�u direttamente:M = v2rG : (15{4)da ui v / 1=pr.Misurando v per stelle a diverse distanzedal entro della galassia, i si aspetta dun-que un andamento ome quello tratteggiatoin �g. 15{4 (il tratto iniziale resente �e do-vuto al fatto he in viinanza del entro nontutta la massa della galassia �e eÆae nel pro-durre il ampo gravitazionale). Invee le os-servazioni, su molte galassie, danno risulta-ti ome quello aennato on la linea intera:veloit�a pressoh�e ostante anhe a grandi r.Questo mostra he la massa nella (15{4) non�e a�atto ostante, ma rese ome r, sebbe-ne alla periferia della galassia la lue visibi-le indihi una densit�a di stelle molto minorehe nel nuleo. Si tratta dunque di materiaosura. �g. 15{4Anhe negli ammassi di galassie '�e evidenza di materia osura: infatti in vari asile veloit�a relative delle galassie sono troppo alte perh�e l'ammasso possa essere tenutolegato dalla sola azione gravitazionale della materia visibile. Tutto i�o porta a ritenerehe la stima fornita sopra per la densit�a di materia nell'Universo sia sbagliata per difettoalmeno per un fattore 10, ma il problema �e ompletamente aperto.La legge di HubbleLa questione di ui vogliamo ora oupari nase quando i si mette a studiare legalassie e si era di raogliere informazioni sulle loro distanze e sul loro moto. In unprimo tempo, �nh�e i si limita alle galassie pi�u viine, si trova he si muovono in manieraabbastanza aotia, e non sembra he dai loro moti si possa estrarre una legge semplie.Negli anni '20, ad opera prinipalmente di Hubble (e grazie al telesopio di due metri emezzo di Monte Wilson, ostruito proprio per onsentire osservazioni di questo genere)si sopr�� he la lue di galassie lontane �e spostata verso il rosso (redshift osmologio)e he lo spostamento �e proporzionale alla distanza della galassia. Questa �e la legge diHubble.



198 Insegnare relativit�a nel XXI seolo�E importante aver hiaro he la legge di Hubble �e di tipo statistio, e pu�o essere so-perta | e soprattutto ben veri�ata | solo quando si hanno a disposizione un numerosuÆientemente grande di galassie abbastanza lontane. Per le galassie viine l'e�etto �epi�u diÆile da vedere: in primo luogo perh�e se lo spostamento �e proporzionale alla di-stanza, per quelle viine sar�a piolo. Poi perh�e a questo spostamento he possiamo diresistematio, si sovrappone un e�etto di \agitazione termia": i moti asuali, disordinati,delle galassie possono essere os�� grandi da produrre un e�etto Doppler he masherail redshift osmologio. Di qui la neessit�a di un grosso telesopio: se non si riese aguardare abbastanza lontano, il redshift non �e abbastanza grande.Vediamo qualhe numero. Le veloit�a tipihe delle galassie di un ammasso sonodell'ordine di 103 km=s, e produono quindi uno spostamento Doppler disordinato (ru-more) ��=� = v= � 0:003. Dato il valore della ostante di Hubble (v. dopo) per avereun redshift nettamente al disopra del rumore, per es. 0.01, oorre andare a distan-ze > 50Mp.La ostante di HubblePer stabilire una legge del genere bisogna evidentemente misurare, per iasuna ga-lassia, il redshift e la distanza. Delle due la distanza �e la pi�u diÆile da misurare, perh�e| ome abbiamo visto | oorre proedere per passi suessivi: prima si determinano ledistanze delle stelle; poi da queste si ominia a risalire alle galassie pi�u viine; da quellepi�u viine s'impara qualosa he permette di passare alle galassie pi�u lontane, e. Il ri-sultato �e he la misura della distanza �e assai indiretta, e peri�o soggetta a una quantit�adi possibili errori.Sta di fatto he anor oggi l'inertezza delle distanze �e il punto debole di tutto l'ar-gomento. Quando si sente dire he un erto parametro osmologio �e inerto per �20%,la diÆolt�a essenziale �e sempre quella: la determinazione della distanza diventa tantopi�u diÆile, e tanto pi�u inerta ome fondamento, quanto pi�u si va lontano. E purtroppole grandi distanze sono le pi�u utili per apire la struttura dell'Universo.Invee non �e diÆile determinare il redshift: la lue he viene da una galassia �e lasomma della lue emessa da tutte le stelle della galassia, e nella lue delle stelle i sono lerighe di assorbimento. Queste righe sono dovute a determinati atomi o ioni, e le loro lun-ghezze d'onda sono onosiute da misure di laboratorio. Un esempio pu�o essere la riga H�,la prima riga della serie di Balmer dell'idrogeno: la sua lunghezza d'onda di laboratorio�e ben nota. �E leito assumere he nelle ondizioni delle stelle he ostituisono le galassiela lunghezza d'onda non ambi, perh�e gli atomi d'idrogeno sono sempre gli stessi.Oorre sottolineare questo prinipio fondamentale: la �sia degli atomi d'idrogenonelle stelle di una galassia lontana milioni o miliardi di anni lue �e la stessa he onosiamosulla Terra. Il prinipio di uniformit�a delle leggi di natura in tutto l'Universo �e essenzialeper il nostro argomento: senza di esso non faremmo un passo avanti.Dunque la lunghezza d'onda �e della riga H� nella lue della galassia �e la stessa henoi misuriamo in laboratorio. D'altra parte noi osserviamo la galassia allo spettrosopioe misuriamo la lunghezza d'onda �r della lue rievuta: risulta �r > �e. Ripeto he nonpossiamo misurare �e nella galassia: assumiamo di onoserla perh�e l'identi�hiamoon la lunghezza d'onda della riga H� dell'idrogeno in laboratorio. Quindi abbiamo duemisure: una �e fatta sulle righe spettrali degli elementi in laboratorio; l'altra si riavadallo spettro della lue he viene dalla galassia. Confrontando questa on quella, si pu�oalolare la variazione relativa z = �r � �e�e (15{5)he si hiama \parametro di redshift." Redshift, ossia spostamento verso il rosso, appuntoperh�e la lunghezza d'onda �e aumentata.



Lezione 15 199L'interpretazione pi�u elementare �e he il redshift sia dovuto a un moto di allontana-mento della galassia on una erta veloit�a, sia io�e anh'esso un e�etto Doppler: allorail redshift sar�a uguale, al primo ordine, a v=. Se la veloit�a di allontanamento non fossepiola rispetto a quella della lue, si dovrebbe far uso della formula relativistia, he �eun po' pi�u ompliata; ma per il momento non e ne preoupiamo. (Ho messo le maniavanti parlando di \interpretazione pi�u elementare," perh�e non �e quella he meglio siaorda on i modelli osmologii; basti per ora quest'avvertenza, ma ne riparleremo.)Con i�o non intendo dire he l'e�etto relativistio sia trasurabile in generale: si o-nosono oggetti per i quali z > 4.(1) Un tale redshift sarebbe impossibile se fosse sem-pre z = v=, perh�e impliherebbe una veloit�a maggiore di . Tuttavia ai tempi diHubble il ampo delle distanze aessibili era tale he le veloit�a erano sempre piole,e il problema non si poneva.Se la ausa del redshift �e nell'e�etto Doppler, z �e dunque proporzionale alla veloit�a;d'altra parte le osservazioni i diono he z �e proporzionale alla distanza d: quindi v�e proporzionale a d. Abbiamo os�� trovato la legge di Hubble nella forma pi�u onsueta.In termini quantitativi: v = Hd (15{6)dove la ostante di proporzionalit�a H �e la ostante di Hubble. Il valore di H, quale risultadalle osservazioni, �e (65� 13) km s�1Mp�1.(1)Unit�a di misura e valore di HQuesta strana unit�a di misura rihiede una spiegazione: �e onseguenza di erteonvenzioni pratio-strumentali. Come si vede dalla (15{6), la ostante di Hubble ha ledimensioni dell'inverso di un tempo; quindi la sua unit�a di misura sarebbe il s�1. Ma omeabbiamo visto il megaparse �e un'unit�a di lunghezza: la lunghezza al numeratore e quellaal denominatore si anellano e rimane un tempo al denominatore, ome doveva.La ragione di questa unit�a �e he in astronomia la veloit�a di allontanamento di unastella o di una galassia si misura omunemente in km/s, perh�e l'ordine di grandezza tipiodelle veloit�a stellari �e qualhe deina di km/s. D'altra parte il megaparse (abbreviatoMp) �e un'unit�a di distanza ragionevole per le galassie: ad es. la famosa galassia diAndromeda �e a 0:7Mp, pari a poo pi�u di 2 milioni di anni-lue.Quanto al valore numerio di H, a ausa delle inertezze sulle distanze oggi nessunopu�o darlo per erto pi�u he entro il 20%.(1) Pu�o sembrare una situazione poo soddisfa-ente, ma non bisogna dimentiare he a volte anhe onosere un numero entro il 20%�e gi�a molto importante. Tra i �sii '�e un famoso detto: \meglio un attivo numerohe nessun numero" (traduzione letterale dall'inglese: in italiano direi \anhe un attivonumero �e meglio di niente"). Vuol dire he �e sempre meglio onosere il valore numeriodi una grandezza entro il 20%, he dover dire: \non ne so niente."Dato he H �e l'inverso di un tempo, �e interessante alolare 1=H, he si hiama\tempo di Hubble": si trova qualosa ome 15 � 109 anni. Eo un esempio dei tempi heentrano in ballo nei disorsi osmologii: miliardi e deine di miliardi di anni. Ma questa�e una osa su ui dovremo tornare pi�u avanti; per adesso si tratta solo di una onversionedi unit�a di misura, senza nessun profondo signi�ato.Relativit�a dell'e�etto di espansioneLa prima onsiderazione importante da fare �e he il moto generale di allontanamentodelle galassie non signi�a a�atto he noi i troviamo al entro dell'Universo: he la nostraposizione sia in qualhe modo partiolare.(1) Oggi (2005) sono noti oggetti on redshift z ' 10. Un valore pi�u aggiornato della ostante diHubble �e (70 � 3) kms�1 Mp�1.



200 Insegnare relativit�a nel XXI seoloQuesto si pu�o vedere in maniera elementare onsiderando il triangolo formato dal-l'osservatore O sulla Terra e da due altri osservatori, O1 e O2, su due galassie lontane(�g. 15{5). Chiamiamo d1 e d2 le distanze OO1 e OO2 rispettivamente; allora la leggedi Hubble i die he d1 rese ol tempo, e pi�u preisamente hed1(t) = d1(0) + v1t = d1(0) (1 +Ht):Lo stesso vale per d2: d2(t) = d2(0) + v2t = d2(0) (1 +Ht):
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�g. 15{6Se quindi andiamo a rifare la �gura al tempo t (�g. 15{6) troviamo un nuovo triangolosimile a quello di prima, perh�e i due lati OO1 e OO2 si sono allungati in proporzione,e l'angolo ompreso non �e ambiato. Ne segue he anhe la distanza O1O2 �e resiutanella stessa proporzione: d(t) = d(0) (1 +Ht):Dunque anhe gli astronomi della galassia 1 troverebbero la legge di Hubble, omel'abbiamo trovata noi. E lo stesso vale per gli astronomi della galassia 2. Nessuna diqueste galassie oupa una posizione privilegiata: nessuno degli osservatori pu�o dire hel'Universo si espande intorno a lui, e he lui sta al entro: si tratta solo di un motorelativo.
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Problemi1. La massima elongazione di Venere dal Sole�e 46:3Æ. Si �e misurata l'eo radar quando l'elon-gazione era 35:0Æ, e si �e trovato 381:4 s (�g. 15{7).Supposte irolari le orbite dei due pianeti, ri-avare da questi dati l'unit�a astronomia.2. �E stato proposto (Milgrom) he l'andamento diveloit�a in una galassia mostrato dalla �g. 15{4si possa spiegare assumendo he la legge di gravita-zione di Newton non valga per aelerazioni moltopiole.Che forma dovrebbe assumere la legge per dareragione dell'andamento ostante della veloit�a?3. Che e�etto avrebbe sulla ostante di Hubble un errore del 20% in meno sulla stimadella luminosit�a degli oggetti lontani?



Lezione 15 2014. Sono stati osservati oggetti on z = 4 (e anhe maggiore). Quale dovrebbe essere laloro distanza?Esaminare ritiamente la domanda e le possibili soluzioni.RisposteProblema 1. (Venere e l'unit�a astronomia):
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Indihiamo on � = 46:3Æ l'angolo di massimaelongazione, on � = 35:0Æ quello al quale �e statafatta la misura di eo; on a il raggio dell'orbita dellaTerra (unit�a astronomia) e on a0 quello dell'orbitadi Venere; on b la distanza TV2.Dalla �g. 15{8 si vede hea0 = a sin� a02 = a2 + b2 � 2 ab os �:Sostituendo nella seonda a0 dato dalla prima:a2 os2�� 2 ab os � + b2 = 0a = b os � +pos2� � os2�os2�(va selto il segno + perh�e a os2� > b os �).Mettendo i numeri, risultab = 5:72 � 107 km a = 1:508 � 108 km a0 = 1:090 � 108 km:Il valore \uÆiale" di a �e 1:496 �108 km: la di�erenza. inferiore all'1%, �e presumibilmentedovuta all'aver trasurato l'eentriit�a delle orbite.Problema 2. (Modi�a alla legge di gravitazione):Detto g il ampo gravitazionale newtonianog = GMr2 (15{7)la proposta di Milgrom �e di porre, invee di g = ag = a f� aa0� (15{8)dove a0 �e una nuova ostante universale, on le dimensioni di un'aelerazione, e f(x)�e una funzione he tende a 1 quando l'argomento x = a=a0 �e � 1. Dobbiamo vedere heosa si pu�o dire sulla funzione f(x).Da a = v2=r si trae r = v2=a, he on la (15{7) d�ag = GMa2v4 :Sostituendo nella (15{8) f� aa0� = GMav4 :f(x) = GMa0v4 x: (15{9)



202 Insegnare relativit�a nel XXI seoloLe osservazioni i diono he per pioli x il primo fattore a seondo membro peruna data galassia �e ira ostante, quindif(x) = kx:Riordiamo per�o he f(x) deve tendere a 1 quando x �e grande. Ci sono in�nite seltepossibili, per esempio f(x) = xp1 + x2 : (15{10)I dati sono abbastanza ben rappresentati se si prende a0 ' 10�10m=s2. Vediamohe osa si ottiene per v se pensiamo a una galassia on M = 1011M� = 2 � 1041 kg.A grandi distanze (pioli x) la (15{10) die f(x) ' x, e allora la (15{9) d�aGMa0v4 = 1 ) v = (GMa0)1=4 = 1:9 � 105m=s:Le veloit�a massime he risultano dalle osservazioni sono viine a questo valore; si notihe v �e poo sensibile alla massa della galassia (va ome M1=4).Problema 3. (Errore nella ostante di Hubble):Se si sottostima del 20% la luminosit�a (assoluta) di un oggetto, si sottostima la suadistanza del 10%. Infatti a parit�a di luminosit�a apparente L �e proporzionale a D2.Nella legge di Hubble (15{5) v si riava dal redshift, ed �e indipendente dalla distanza;se si sottostima questa, si sovrastima nella stessa proporzione H. Quindi la risposta �ehe la ostante di Hubble verrebbe sovrastimata del 10%.Problema 4. (Distanza di un oggetto ad alto redshift):Ovviamente per z dell'ordine di 1 o maggiore, non si pu�o usare la legge di Hubblesenza modi�he, nella forma v = Hd, perh�e questa si basa sull'approssimazione z = v=,valida solo per v � , ossia per z piolo.Viene quindi naturale redere he la soluzione sia di usare l'espressione del redshiftDoppler relativistio: �r�e =r+ v� v (15{11)(la (15{11) disende immediatamente dalla (12{21)). Dato he per de�nizione di z�r�e = 1 + zrisolvendo rispetto a v avremmo v =  2z + z22 + 2z + z2e quindi, usando v = Hd: d = H 2z + z22 + 2z + z2 : (15{12)Col valore reente (2005) di H si ha =H = 4:3Gp (1Gp = 109 p) e per z = 4avremmo d = 4:0Gp. Si noti he usando la (15{12) d� =H quando z �1.



Lezione 15 203Si pu�o obiettare per�o he i dati di osservazione sono z e d, non v; quindi la legge diHubble andrebbe sritta z = H 0d (15{13)on H 0 ostante. A pioli z la relazione tra H e H 0 �eH 0 = H= = 0:23Gp�1:Usando la (15{13) troveremmo d = 0:92Gp: he possiamo dire a questo punto?Sempliemente he nessuno dei due proedimenti seguiti �e in realt�a giusti�ato. Il primo,perh�e si basa sull'ipotesi he il redshift sia dovuto a un e�ettivo moto di allontanamentodelle galassie in uno spazio-tempo piatto, dove vale la RR e quindi la formula (15{11)per l'e�etto Doppler. Ma sappiamo gi�a he lo spazio-tempo non �e piatto: : :Il seondo proedimento �e anor meno ammissibile, perh�e assume valida la (15{12)per qualunque distanza; osa he non ha aluna base osservativa.Vedremo pi�u avanti he il alolo del redshift osmologio a grandi distanze va fattoin tutt'altro modo: questo problema aveva soprattutto lo sopo di antiipare e preparareun tema di ui dovremo oupari.



204 Insegnare relativit�a nel XXI seolo


