
LEZIONE 12L'impulso relativisti
oIl nostro obbiettivo in questa lezione �e di arrivare alla relazione relativisti
a fraimpulso e velo
it�a, 
he sostituir�a la p = mv newtoniana. Per arrivar
i, adotteremo due
riteri:1) deve trattarsi di una grandezza 
he si 
onserva negli urti2) per pi

ole velo
it�a deve ridursi alla forma newtoniana.Il se
ondo 
riterio non �e 
he il prin
ipio di 
orrispondenza adattato alla relativit�a.La storia del prin
ipio di 
orrispondenza nas
e 
on la me

ani
a quantisti
a: si ri
hiedeva
he la nuova me

ani
a dovesse riprodurre quella 
lassi
a al limite in 
ui la 
ostante diPlan
k diventava tras
urabile (sistemi me

ani
i 
on azione � h).Ma il prin
ipio di 
orrispondenza �e un 
riterio metodologi
o generale: una nuovateoria, 
he si presenta 
ome generalizzazione di una ve

hia a 
asi in 
ui la ve

hia nonfunziona, deve in
ludere questa 
ome 
aso limite. Nel nostro 
aso il parametro 
hede�nis
e il 
aso limite �e la velo
it�a del 
orpo: se questa �e molto pi

ola rispetto a 
gli e�etti relativisti
i sono tras
urabili e la nuova me

ani
a deve riportarsi a quellanewtoniana.Si pu�o dimostrare (ma la dimostrazione non �e banale) 
he i due 
riteri determinano p,e si trova ~p = m d~rd� : (12{1)Non sembra 
onsigliabile dimostrare questa formula, ma �e giusto far sapere 
he si trattadi un teorema. (Solo per vostra informazione, ne trovate una dimostrazione alla �ne diquesta lezione.) Da un punto di vista prati
o, possiamo appoggiar
i su una quantit�aormai sterminata di prove sperimentali (v. dopo) per 
ui �e del tutto le
ito presentarla
ome una formula ampiamente veri�
ata su base sperimentale, oltre 
he 
ome teorema.�E ovvio 
he la (12{1) si ridu
e alla forma newtoniana quando v �e pi

ola, per
h�eallora d� si ridu
e a dt. �E altrettanto ovvio 
he per qualsiasi velo
it�a non nulla p 6= mv:�e a questo punto 
he nas
e la famigerata \massa relativisti
a."A dire il vero, qualunque formula io possa inventare per p(v), e non solo la (12{1),la potr�o sempre s
rivere p = mv. Baster�a dare un'opportuna de�nizione di m, 
he sar�afunzione di v, inve
e di essere 
ostante 
ome nel 
aso newtoniano. Non 
'�e in questoniente di men 
he le
ito: se ho 
ambiato la de�nizione dell'impulso, per
h�e non potrei
ambiare quella della massa? Ma io non la voglio 
ambiare, e ne dis
uteremo in seguitole ragioni.Per�o nella (12{1) 
ompare m e o

orre quindi sapere 
he 
osa intendo per m. La ri-sposta �e sempli
e: 
ontinuo a 
hiamare massa quella newtoniana. Che 
osa si fa per
onos
ere la massa? Per pesare un 
orpo o

orre la forza di gravit�a, 
he non �e semprepresente (anzi non 
'�e per de�nizione in un RI). L'alternativa �e di usare F = ma, man-tenendo pi

ola la velo
it�a. Questo �e sempre possibile: parto dal 
orpo in quiete, gliappli
o una forza nota, e misuro l'a

elerazione. So 
he �no a quando la velo
it�a non
res
e troppo la me

ani
a newtoniana va bene, e me ne servo per de�nire la massa.Dunque quando parlo di massa intendo quella misurata 
on la me

ani
a newtonia-na, a pi

ole velo
it�a. An
he per misurare la massa dell'elettrone si utilizzano esperimentidove la velo
it�a dell'elettrone �e pi

ola: esistono esperimenti 
lassi
i (probabilmente ne
onos
ete la versione didatti
a) in 
ui si fa per
orrere agli elettroni una traiettoria 
ir-
olare in 
ampo magneti
o e se ne ri
ava il rapporto e=m dalla misura del raggio. Se la
ari
a �e nota per altra via (Millikan) si ottiene la massa. Quanto pi�u voglio essere pre
iso
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olotanto pi�u la velo
it�a dovr�a essere pi

ola, ma questa non �e una diÆ
olt�a teori
a, an
hese porr�a qual
he problema dal punto di vista sperimentale.Per mettere in evidenza 
he la massa �e misurata su 
orpi fermi o quasi, qual
unodi
e \massa a riposo" o \massa di quiete"; io preferis
o non usare questi termini, per
h�ese parlo di massa a riposo las
io intendere 
he esista an
he qual
he altro tipo di massa,e inve
e di massa 
e n'�e una sola.�E inve
e importante rilevare 
he la massa �e invariante: la sua de�nizione non dipen-de dal rif. Infatti, quale 
he sia il rif. nel quale stiamo operando, per misurare la massadobbiamo sempre trasferir
i a quel parti
olare rif. in 
ui la parti
ella �e ferma. Ne segue
he il risultato sar�a sempre lo stesso, indipendentemente dal rif. in 
ui vorremo 
al
olareo misurare l'impulso (e l'energia, v. dopo).Converr�a per il seguito ris
rivere la (12{1) in altri modi equivalenti. Il primo �ebanale: se introdu
o le 
omponenti 
artesiane del vettore posizione ~r, ossia le 
oordina-te (x; y; z), posso s
rivere:px = m dxd� py = m dyd� pz = m dzd� :Questa forma �e utile per es. quando il moto si svolge su una retta: infatti una sola
omponente (ad es. la prima) �e suÆ
iente.Una se
onda forma della (12{1) si trova ri
ordando 
he d� = dt=
 (
ol solito signi-�
ato di 
). Infatti ~p = m d~rd� = m d~rdt dtd� = m~v 
 = m~vp1� v2=
2 : (12{2)Dalla (12{2) nas
e la tentazione di ripristinare ~p = m0~v, 
on m0 = m
 (la \massarelativisti
a," appunto). Non seguir�o quest'usanza, anzi vi mostrer�o la prossima voltaquanto sia s
onsigliabile.L'impulso relativisti
o e il se
ondo prin
ipioNotate 
he per arrivare alla forma relativisti
a dell'impulso non abbiamo fatto usodel se
ondo prin
ipio, ma solo della 
onservazione e del prin
ipio di 
orrispondenza. Do-vremmo ora veri�
are 
he 
on l'espressione data di ~p vale realmente il se
ondo prin
ipio,nella forma ~F = d~p=dt. Ma in molti 
asi qui si nas
onde una diÆ
olt�a: 
ome misurare ~F ?Nei 
asi in 
ui ha davvero importanza la relativit�a (�si
a delle parti
elle) non dispo-niamo di una misura indipendente di forza: non possiamo atta

are un dinamometro a unelettrone! Diventa quindi ne
essario interpretare la se
onda legge 
ome una de�nizionedinami
a di forza: la forza diviene una misura del tasso di trasferimento di q. di motofra due 
orpi. Quando due 
orpi interagis
ono, si s
ambiano q. di moto (eventualmenteattraverso l'intermediario di un 
ampo). Il PAR newtoniano viene visto, nella �si
a ein-steiniana, 
ome la manifestazione di un 
usso di q. di moto fra due o pi�u 
orpi (�g. 12{1):la q. di moto si 
onserva sempre, ma viene trasferita da un 
orpo all'altro. La misura diquesto trasferimento (q. di moto trasferita per unit�a di tempo) �e 
i�o 
he siamo abituatia 
hiamare forza.C'�e per�o un'importante e

ezione alla diÆ
olt�a di misurare per via indipendente laforza, ed �e l'interazione e.m. La ragione �e 
he 
ampi elettri
i e magneti
i possono esseregenerati in modo ma
ros
opi
o e appli
ati an
he a parti
elle relativisti
he (v. l'esempiodel moto in 
ampo magneti
o, dato sopra). �E quindi possibile veri�
are 
he ~F = d~p=dt,
on ~F data dalle espressioni 
lassi
he dell'elettromagnetismo, des
rive 
orrettamente levariazioni di q. di moto per una parti
ella 
ari
a in un 
ampo elettri
o o magneti
o.
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�g. 12{1An
he qui le veri�
he sono note e abbondanti; anzi, hanno 
ostituito la prima in-di
azione 
he qual
osa non andava 
on la me

ani
a newtoniana appli
ata agli elettroni(esperimenti di Abraham e altri agli inizi del se
olo).L'energiaSistemato l'impulso, passiamo ora a de�nire l'energia. La de�nizione �e questa:E = m
2 dtd� : (12{3)La de�nizione �e per ora arbitraria, e non dovremmo neppure 
hiamarla \energia" �n
h�enon ne avremo studiate le propriet�a. Si vede subito una 
erta analogia 
on la (12{1):a parte il fattore 
2, qui abbiamo t al posto di ~r.Per pro
edere, �ssiamo un 
erto istante, e s
egliamo le 
oordinate in modo 
he aquell'istante la velo
it�a sia diretta lungo l'asse x: sar�a quindi vy = vz = 0, py = pz = 0.S
riviamo una a

anto all'altra la (12{3) e la prima delle (12{2) moltipli
ata per 
:E = m
2 dtd� 
 px = m
 dxd� :Quadrando e sottraendo la se
onda dalla prima:E2 � 
2p2x = m2
4 dt2 � dx2=
2d�2 : (12{4)Ma 
onos
iamo la relazione d�2 = dt2 � dx2=
2;e 
on questa, ri
ordando 
he py = pz = 0, per 
ui p2x = p2, la (12{4) diventa subitoE2 � 
2p2 = m2
4: (12{5)Propriet�a dell'energia relativisti
aLa (12{5) �e forse la relazione pi�u importante della dinami
a relativisti
a (
erto pi�uimportante delle formule 
he danno p o E in funzione di v). Dis
utiamola a fondo.1. Il se
ondo membro della (12{5) �e per de�nizione un invariante (non dipende dal rif.).Infatti la massa �e stata de�nita in modo invariante, 
ome abbiamo gi�a visto. Dunque
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oloan
he il primo membro della (12{5) �e un invariante, mentre E e p 
ertamente non losono. Ci�o vuol dire 
he se studiamo la stessa parti
ella in due diversi rif., in generaletroveremo valori diversi (E; p), (E0; p0) per energia e impulso, ma sar�a sempreE2 � 
2p2 = E02 � 
2p02: (12{6)2. In parti
olare, nel rif. di quiete della parti
ella, quando p = 0, la (12{5) 
i d�a E = m
2:l'energia di una parti
ella ferma �e proporzionale alla sua massa. Se inve
e p 6= 0, la (12{5)mostra 
he E =pm2
4 + 
2p2
he �e funzione 
res
ente di p; se poi p� m
 lo sviluppo al primo ordine d�aE = m
2 + p2=2m;
he 
omin
ia a fornire qual
he indizio sul signi�
ato di E: : :3. La (12{5) pu�o essere usata per misurare la massa di una parti
ella an
he quandoquesta non �e ferma: basta 
onos
ere E e p. In prati
a �e 
i�o 
he si fa quando non �e fa
ilefermare una parti
ella, per es. per
h�e �e instabile.4. Sempre dalla (12{5) si vede 
he non 
'�e niente di strano se la massa �e nulla: 
i�o vuolesolo dire 
he la (12{5) diventa E = 
 p. Vi
eversa, se la misura di E e di p mostra
he E = 
 p, ne segue 
he la massa �e nulla.Dalle de�nizioni (12{1), (12{3) di p e di E:~pE = d~r
2dt = ~v
2 : (12{7)Ne segue 
he se la massa �e nulla (E = 
 p) ne
essariamente v = 
, in ogni rif. Unaparti
ella di massa nulla ha sempre velo
it�a 
, e non ha rif. di quiete.Non �e irrilevante 
he le misure saranno in generale a�ette da in
ertezze, per 
uinon si potr�a fa
ilmente dire 
he la massa �e proprio nulla, ma solo 
he lo �e \entro glierrori." In 
asi estremi la misura pu�o essere molto diÆ
ile: l'esempio 
anoni
o �e quellodei neutrini, per i quali a tutt'oggi il problema della massa nulla o no �e da 
onsiderarsiaperto.Osservazione didatti
a: \massa" nel senso 
omune viene spesso asso
iata a \sostan-za," o a \materia," per 
ui dire \massa nulla" viene spesso inteso 
ome se signi�
asse\immateriale." Non a 
aso si di
e spesso 
he i fotoni sono \pura energia"! �E bene insiste-re 
he qui m �e una grandezza �si
a, 
on un pre
iso signi�
ato, ma senza le 
onnotazioni�loso�
he (meta�si
he?) 
he sono abituali per il termine \massa."5. La (12{5) vale istante per istante mentre la parti
ella si muove, an
he se p ed E
ambiano (es. un elettrone a

elerato da un 
ampo elettri
o). In questo senso posso dire
he la massa �e una 
ostante del moto; e non bisogna 
onfondere \
ostante del moto" 
on\invariante," sebbene la massa abbia entrambe le propriet�a.Fra due tempi diversi avr�o E21 � 
2p21 = E22 � 
2p22e da questa: (E1 � E2) (E1 +E2) = 
2(p1 � p2) (p1 + p2) (12{8)E�E = 
2p�p: (12{9)



Lezione 12 161Si passa dalla (12{8) alla (12{9) supponendo pi

olo l'intervallo di tempo, in modo 
he E1di�eris
a po
o da E2 e p1 di�eris
a po
o da p2. Ovvero, si ottiene l'equivalente del-la (12{9) direttamente, di�erenziando la (12{5):E dE = 
2p dp:Da questa 
on la (12{7), se per es. il moto �e lungo x, si hadE = v dp = vF dt = F dx(ho usato il se
ondo prin
ipio: dp = F dt). Ma F dx �e il lavoro dL, e arriviamo quindi adE = dL
he ri
orda il teorema delle forze vive: la grandezza E (ri
ordate, per ora senza signi�
ato�si
o!) varia durante il moto nella stessa misura del lavoro fatto dalla forza agente sul
orpo.Sembra dunque ragionevole asso
iare E all'energia 
ineti
a T , ma 
'�e un pi

olo pro-blema. Una de�nizione relativisti
a di T , per quanto arbitraria 
ome tutte le de�nizioni,dovr�a 
onservare, nella misura del possibile, le propriet�a gi�a note per T dalla me

ani
anewtoniana. Una �e appunto il teorema delle forze vive; l'altra �e 
he T = 0 per v = 0.Inve
e abbiamo visto sopra 
he quando v = 0, E vale m
2.Ma la soluzione �e sempli
e: basta de�nire T = E �m
2, ossiaE = m
2 + T:Abbiamo dunque l'interpretazione �si
a di E: essa misura l'energia 
ineti
a relativisti
a,pi�u la 
ostante additiva m
2. Siamo abituati, dalla �si
a newtoniana, 
he l'energia �espesso de�nita a meno di una 
ostante additiva; ma vedremo poi 
he qui la 
ostante �etutt'altro 
he arbitraria, anzi ha un profondo signi�
ato, ed �e questo uno dei 
ambiamenti
he la relativit�a produ
e nella dinami
a.6. La (12{3) si pu�o s
rivere E = m
2
, per 
uiT = m
2(
 � 1): (12{10)La (12{10) pu�o essere sottoposta a veri�
a sperimentale. Un esempio si vede nel gi�a
itato �lm PSSC sulla velo
it�a limite: si a

elerano degli elettroni in un a

eleratorelineare, e si misurano due 
ose (�g. 12{2):a) la velo
it�a, dal tempo di volo fra due traguardib) l'energia 
ineti
a, dal ris
aldamento di un bersaglio in 
ui gli elettroni vengono fre-nati.
�g. 12{2

�E 
os�� possibile 
onstatare 
he l'ener-gia 
ineti
a, misurata per via 
alo-rimetri
a, 
oin
ide 
on quella ri
ava-ta dalla velo
it�a mediante la (12{10),mentre si s
osta nettamente dalla for-mula newtoniana.Se si studia un urto elasti
o fraparti
elle di ugual massa, gi�a sappiamo 
he non varr�a la legge dell'angolo retto. Per�odalla misura degli angoli si pu�o ugualmente veri�
are 
he energia e impulso si 
onservano.In modo pi�u 
ompli
ato, la stessa 
osa si fa an
he se le masse non sono uguali. Da quando
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oloesiste la �si
a delle alte energie, si 
ontano ormai a milioni le veri�
he sperimentali 
os��ottenute.Considerazioni didatti
heVorrei ora 
ommentare le ragioni per la s
elta fatta, d'introdurre l'energia per unastrada piuttosto formale. Una motivazione 
he potrei de�nire \sotterranea" �e quella dipresentare parallelamente due grandezze 
he poi (detto inter nos) formano il quadrivet-tore impulso-energia. Con 
i�o non propongo d'introdurre i quadrivettori: 
er
o solamentedi trasmettere l'idea sottintesa senza enun
iarla apertamente. S
rivere sulla stessa rigale de�nizioni di ~p e di E ~p = m d~rd� E = m
2 dtd��e un modo per far vedere 
he 
'�e una parentela, an
he senza dirlo.Si potrebbe pensare di partire dal risultato delle deduzioni, 
io�e dE = dL (
he �e unrequisito abbastanza ragionevole) e da ~p = md~r=d� , per arrivare all'espressione dell'e-nergia. C'�e tuttavia una diÆ
olt�a: 
ome giusti�
are E0 = m
2? Se parto da dE = dL,per arrivare all'energia debbo aggiungere la 
ostante m
2; altrimenti ho solo l'energia
ineti
a, 
he �e molto meno espressiva appunto per
h�e non rappresenta la 
omponentetemporale del quadrivettore.D'altra parte �e importante 
he a questo m
2 si arrivi nella maniera pi�u naturalepossibile; 
he non es
a fuori dal 
appello del prestigiatore. Si pu�o obiettare 
he an
hela de�nizione di E da 
ui siamo partiti es
e fuori dal 
appello: �e vero, per�o si s
opreimmediatamente la relazione (12{5), 
he �e interessante e si ri
orda fa
ilmente; e poi si vaavanti.In linea generale non trovo s
andaloso introdurre una grandezza di 
ui non si 
o-nos
e an
ora il signi�
ato: probabilmente se 
i pensassimo un po' s
opriremmo 
he 
isono altri 
asi in 
ui si fa la stessa 
osa. Oserei anzi dire 
he sarebbe opportuno 
hel'insegnamento s
ienti�
o prospettasse i diversi appro

i, per
h�e an
he nel fare s
ienza ledue strade si alternano: talvolta si usa un argomento formale, altre volte si segue la viadell'induzione dall'esperimento. Non mi sembra giusto asserire 
he la via 
orretta sia unasola, e insegnare solo quella; si tratta di essere equilibrati, di non esagerare in un verso onell'altro. O

orre inoltre 
apire quando un appro

io formale �e possibile senza perderedi vista il signi�
ato di quello 
he si fa; e questo �e 
ertamente un problema didatti
o.Un altro punto 
he vale la pena di dis
utere �e quello dei prerequisiti, 
he forse perl'energia sono pi�u pesanti 
he nel resto di questo progetto.Comin
iamo 
ol dire 
he il problema dei prerequisiti si pu�o an
he 
apovolgere, tra-sformandolo in problema delle motivazioni. Intendo dire 
he l'avere in vista un obbiettivosigni�
ativo | e forse attraente | 
ome la relativit�a, pu�o dare sia all'insegnante, sia an-
he agli studenti, una motivazione maggiore per a�rontare e 
er
are di 
apire al
uneparti iniziali della �si
a. Abbiamo gi�a visto questo a proposito della 
aduta dei gravi.Se fa

iamo vedere 
he 
on la 
aduta dei gravi non solo si 
apis
e Galileo, ma si d�a an
hela ne
essaria premessa per 
apire Einstein e l'idea fondamentale della RG, allora il suostudio a
quista un ruolo un po' pi�u alto 
he non quello tradizionale di un 
apitolo dime

ani
a, utile soprattutto per dare problemi a

essibili: : :In un progetto 
he abbia un 
arattere integrato, nel quale si sappia �n da prin
ipiodove si vuole arrivare, al
une 
ose si possono an
he anti
ipare: non �e ne
essario trattare
erti argomenti solo alla �ne del 
orso, per
h�e servono per la relativit�a. Una dis
ussionedel PR si far�a all'inizio della me

ani
a; ma la si far�a in tutt'altro modo se dovr�a essereri
hiamata in queste o

asioni, 
he non se resta un argomento sta

ato, 
he nel seguitodel 
orso entra abbastanza po
o. In fondo una ragione non se
ondaria per introdurre larelativit�a in un 
orso di �si
a �e 
he arri

his
e di motivazioni la parte introduttiva dellame

ani
a.



Lezione 12 163Dimostrazione della (12{2)A titolo di eser
izio ritengo utile presentare la dimostrazione 
ui ho a

ennato sopra,sebbene la si trovi in tutti i libri. Questo per
h�e di solito la si fa appoggiandosi sulletrasf. di Lorentz; �e per
i�o opportuno far vedere, an
he su questo esempio, 
he delle trasf.di Lorentz si pu�o fare 
ompletamente senza.Vogliamo dimostrare 
he la (12{2) �e l'uni
a espressione 
ompatibile 
on le 
ondizioni:a) la 
onservazione dell'impulso vale in qualsiasi RI;b) l'espressione dell'impulso si ridu
e a quella newtoniana a pi

ole velo
it�a.Stranamente, la dimostrazione �e assai pi�u sempli
e se si 
onsiderano moti in almeno duedimensioni, e per
i�o 
os�� faremo.
1

2

α
v1 v’1

v’2 v2 A

1

2 B

1

2

C

x

y

�g. 12{3

Prenderemo in esame un urto elasti
o tra due parti
elledi uguale massa, 
he indi
her�o 
on 1 e 2, e lo studieremoda tre rif. (�g. 12{3). Il primo, 
he 
hiamer�o A, �e quellodel 
entro di massa, dove l'impulso totale �e nullo, per 
uile due parti
elle hanno velo
it�a e impulsi opposti, sia pri-ma sia dopo l'urto. Il 
arattere elasti
o dell'urto 
i assi
urainoltre 
he le velo
it�a (e per
i�o gli impulsi) non 
ambianomodulo nell'urto, ma soltanto direzione. Supporremo inol-tre 
he l'urto sia radente, 
io�e 
he an
he il 
ambiamento didirezione (l'angolo � in �gura) sia molto pi

olo: vedremopoi lo s
opo di questa ipotesi, e potremo an
he pre
isarlameglio. Osservate 
he s
elti gli assi 
artesiani 
ome in �gu-ra, le 
omponenti x delle velo
it�a non 
ambiano nell'urto,mentre quelle y s'invertono.Il rif. B �e quello in 
ui la parti
ella 2 ha nulla la 
om-ponente x della velo
it�a: in altre parole B a

ompagna laparti
ella 2 se
ondo l'asse x. Inve
e C �e il rif. in 
ui si annul-la la 
omponente x della velo
it�a di 1: �e 
hiaro 
he B e C sonoin situazione simmetri
a rispetto alle due parti
elle, e questasimmetria sar�a usata in modo essenziale nel seguito. L'ipo-tesi di urto radente 
omporta 
he nel rif. B la velo
it�a di 2sia molto pi

ola: la supporremo non relativisti
a, in modo da poter usare l'espressionenewtoniana dell'impulso.E ora pre
isiamo le notazioni: gli indi
i 1 e 2 in basso rappresentano le due parti
elle;le grandezze dopo l'urto saranno designate da api
i, quelle prima dell'urto senza api
e.Abbiamo dunque nel rif. B, se v2 indi
a il modulo della velo
it�a della parti
ella 2:p2y = �mv2; p02y = mv2;p02y � p2y = 2mv2;(p02x = p2x = 0):La 
onservazione dell'impulso impone per
i�op01y � p1y = �2mv2;p01x = p1x;ne segue p1y = mv2; p01y = �mv2:Seguiamo il moto della parti
ella 1 per un intervallo di tempo �t1 dopo l'urto:se �s1 �e il suo spostamento, avremo�y1�s1 = p1yp1 = mv2p1
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oloda 
ui: p1 = mv2 �s1�y1 = m �y2�t2 �s1�y1 ; (12{11)dove �y2 �e lo spostamento di 2 (se
ondo l'asse y) in un intervallo qualsiasi �t2. Ses
egliamo �t2 in modo 
he sia �y2 = �y1, l'espressione (12{11) si sempli�
a:p1 = m �s1�t2 = mv1 �t1�t2 : (12{12)Ai due tempi �t1, �t2 
orrisponderanno per le due parti
elle i tempi propri dati da:��1 = �tB1q1� �vB1 �2=
2 (12{13)��2 = �tB2q1� �vB2 �2=
2 ' �tB2 (12{14)dove l'indi
e B in alto ri
orda il riferimento, e ho fatto uso del fatto 
he vB2 � 
 peripotesi.Nel riferimento C i ruoli di 1 e 2 si s
ambiano; avremo per
i�o �tC1 = �tB2 mentreper la simmetri
a della (12{14): ��1 = �tC1 :Dunque �e an
he ��1 = �tB2 . Confrontando 
on la (12{14)��1 = ��2e da (12{13), (12{14) si ottiene in�ne�t1�t2 = 1p1� v21=
2(l'indi
e B �e ormai sottinteso). Sostituendo nella (12{12) si arriva al risultato �nale:p1 = mv1p1� v21=
2 :Abbiamo visto 
he la (12{2) �e la sola forma possibile per l'impulso; o

orrerebbean
ora dimostrare 
he in realt�a l'impulso 
os�� de�nito si 
onserva in generale, e non solonei 
asi parti
olari 
onsiderati; ma 
i�o va al di l�a dei nostri s
opi attuali. Mi limitoa ri
ordare 
he la dimostrazione diventa immediata appena s'introdu
e l'energia, e sis
oprono le propriet�a di trasf. d'impulso ed energia per 
ambiamenti di rif.Problemi1. Un fas
io 
ollimato di elettroni, emessi da un preparato radioattivo �, attraversa unaregione in 
ui sono presenti un 
ampo E e un 
ampo B, uniformi, tra loro paralleli,e ortogonali alla velo
it�a iniziale degli elettroni. Il fas
io raggiunge poi uno s
hermo
uores
ente.Studiare il luogo delle tra

e sullo s
hermo al variare di va) assumendo la me

ani
a newtonianab) usando la forma relativisti
a di p(v).



Lezione 12 1652. Sembra 
he i neutrini abbiano masse dell'ordine di 0:01 eV. Se abbiamo neutrini dienergia �1MeV, 
on 
he pre
isione o

orre misurare E e p per 
onos
ere m entro il 10%?3. Un a

eleratore lineare lungo 5 metri fornis
e un fas
io di elettroni di energia 
ineti-
a 2MeV. La 
orrente �e 1�A. Gli elettroni 
olpis
ono un blo

hetto di rame di massa 100grammi, per 10 se
ondi.Cal
olare:a) la variazione di temperatura del blo

hettob) la velo
it�a degli elettroni
) la distanza media, all'us
ita dell'a

eleratored) il 
ampo elettri
o medio nell'a

eleratore (per
h�e medio?)e) il tempo di permanenza di un elettrone nell'a

eleratore.4. In un urto elasti
o fra due parti
elle uguali, di 
ui una ferma, si osserva 
he gli angolidopo l'urto sono uguali (�g. 12{4). Cal
olare la relazione fra p iniziale e # (la massa �enota).5. Riesaminare il paradosso del 
ondensatore (lez. 4) e spiegare 
on le leggi della dinami
arelativisti
a per
h�e la velo
it�a orizzontale dell'elettrone non �e 
ostante nel rif. K.
�g. 12{46. In un 
erto RI, 
he diremo K, un fotone ha energia ". Si 
hiede 
he energia avr�a ilfotone in un se
ondo RI, di
iamo K0, 
he si muove rispetto a K nella stessa direzione everso del fotone, 
on velo
it�a v.RisposteProblema 1. (Fas
io di elettroni):�E importante tener presente in primo luogo 
he gli elettroni emessi nei de
adimenti �hanno uno spettro 
ontinuo di energie, 
he va da 0 a un massimo. Lo stesso a

ade quindiper le velo
it�a.Prendiamo l'asse z nella direzione e verso della velo
it�a iniziale degli elettroni, l'asse xse
ondo i 
ampi, l'asse y di 
onseguenza. Sia a la lunghezza della regione dove sonopresenti i 
ampi, in direzione z; l la distanza tra la �ne dei 
ampi e lo s
hermo.L'equazione del moto in forma vettoriale si s
rive:d~pdt = e~E + e~v � ~B(in questa forma �e valida sia in me

ani
a newtoniana, sia in me

ani
a relativisti
a).In 
omponenti: dpxdt = eEdpydt = eBvzdpzdt = �eBvx: (12{15)
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oloUna soluzione esatta �e 
ompli
ata; limitiamo
i quindi al 
aso in 
ui la de
essione �epi

ola, il 
he vuol dire 
he nella terza delle (12{15) si pu�o tras
urare il se
ondo membroe supporre quindi pz 
ostante (e 
os�� an
he vz).Attenzione: 
ostante per il singolo elettrone, ma diversa dall'uno all'altro.Allora le prime due 
i danno px = eE�t = eEavzpy = eBvz�t = eBa (12{16)se �t = a=vz �e il tempo 
he l'elettrone tras
orre nel 
ampo.Dopo attraversato il 
ampo, la traiettoria degli elettroni �e rettilinea e obliqua rispettoall'asse z. Se a� l, possiamo tras
urare la deviazione del fas
io dentro il 
ampo; alloragli spostamenti nelle due direzioni x, y valgono:x = l vxvz y = l vyvz : (12{17)A questo punto bisogna 
omin
iare a distinguere. Nel 
aso newtoniano ~p = m~v,quindi x = l eEamv2z y = l eBamvz :Eliminando vz si trova x = mea l EB2 y2 (12{18)ossia una parabola.Per trattare il 
aso relativisti
o dovremo usare per px, py le espressionipx = m
vx py = m
vydove a rigore 
 va espresso usando il modulo della velo
it�a. Per�o nell'approssimazione
he abbiamo fatto (pi

ola de
essione) sar�a an
he vx; vy � vz e quindi potremo assumere
 = 1p1� v2z=
2 :Le (12{16) si s
rivono m
vx = eEavz m
vy = eBae usando le (12{17) per eliminare vx, vy:
v2z = eEa lmx 
vz = eBa lmy :Eliminando vz si arriva in�ne ax2 = �E
B�2 y2 + � mEea lB2�2 y4 (12{19)



Lezione 12 167(a essere pre
isi, bisognerebbe s
rivere x = la radi
e quadrata positiva del se
ondo men-bro). Si vede 
he la (12{19) si ridu
e alla (12{18) se y � (eBa l)=(m
), ossia se glielettroni sono abbastanza lenti.La di�erenza geometri
a tra la (12{18) e la (12{19) �e 
he mentre la prima �e una 
urvatangente nell'origine all'asse y, le tangenti alla se
onda sono inve
e le rette x = �ey=
B.Gli esperimenti di Abraham e altri misero appunto in lu
e questa di�erenza.Problema 2. (Neutrini):Basta partire dalla solita E2 � 
2p2 = m2
4 e di�erenziare:E dE � 
2p dp = m
4dm:Data l'energia dei neutrini, prati
amente E = 
p, quindim
4dm = E (dE � 
 dp)da 
ui, dividendo per m2
4:dmm = Em2
4 (dE � 
 dp) = E2m2
4 �dEE � dpp �:Coi dati del problema E2=(m2
4) = 1016, e si vede 
he per avere Æm=m = 0:1sarebbero ne
essari ÆE=E e Æp=p dell'ordine di 10�17.Problema 3. (A

eleratore lineare):In un a

eleratore lineare le parti
elle non vengono a

elerate da un 
ampo elettri
ouniforme: in realt�a il 
ampo �e presente solo in pi

ole sezioni del tubo. Essendo datal'energia 
ineti
a �nale degli elettroni, 
onos
iamo il lavoro L = 2MeV fatto dal 
ampo,
he sar�a L = e lZ0 E(x) dx = el �E (12{20)dove l = 5m �e la lunghezza del tubo, �E la media del 
ampo lungo il tubo.a) Abbiamo I = ne, 
on I = 1�A, n numero di elettroni per unit�a di tempo. Dato 
heogni elettrone 
ede al blo

hetto l'energia L, la potenza 
eduta �eW = nL = IL=e = 2watt:Nel tempo �t = 10 s viene 
eduta un'energia Q = W�t = 20 joule.Il 
alore spe
i�
o del rame �e C = 3:8 � 102 J kg�1K�1 e quindi la variazione ditemperatura �e �T = QmC = 0:53K:b) Il 
al
olo della velo
it�a �e immediato, partendo da L = m
2(
�1) e risolvendo rispettoa v. Conviene ri
ordare 
he per un elettrone m
2 = 0:51MeV. Risultato:v = 0:979 
 = 2:94 � 108m=s:
) Sul per
h�e \medio" si �e gi�a detto. Dalla (12{20) si ottiene subito�E = 4 � 105V=m:
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olod) Se potessimo assumere uniforme il 
ampo, la soluzione sarebbe sempli
e: a

antoalla (12{20) varrebbe an
he p = e �Ete usando la relazione v = 
2p=(m
2 + L) avremmot = vl
2�1 + m
2L � = 20 ns:Se inve
e supponiamo 
he il 
ampo sia presente solo all'inizio del tubo, questo verr�aper
orso quasi tutto 
on la velo
it�a �nale, e il tempo sar�a 17 ns. Nel 
aso reale avremo
hiaramente un valore intermedio tra i due.Problema 4. (Urto elasti
o):Indi
hiamo 
on E l'energia della parti
ella urtante, 
on E0, p0 energia e impulso(modulo) di 
ias
una delle due parti
elle dopo l'urto. La 
onservazione dell'energia edell'impulso di
ono E +m
2 = 2E0 p = 2 p0 
os#:Possiamo eliminare E0, p0 per mezzo della (12{5) se dividiamo la se
onda per 
os#,quadriamo e sottraiamo: �E +m
2�2 � p2
os2# = 4m2
4:Eliminiamo E an
ora 
on la (12{5), e arriviamo a
os2# = p2p2 � 2m2
2 + 2m
pp2 +m2
4 :Si veri�
a 
he # � �=4 quando p � 0 (legge dell'angolo retto) mentre # � 0se p�1.Problema 5. (Paradosso del 
ondensatore):Abbiamo un elettrone 
he parte 
on velo
it�a iniziale orizzontale in un 
ampo elettri
ouniforme, di direzione verti
ale (�g. 4{4). Prendiamo l'asse x orizzontale, nel verso di ~v0,e l'asse y verti
ale, nel verso del 
ampo elettri
o ~E.Allora px �e 
ostante, mentre per py si hadpydt = �eE da 
ui py = �eE t:Per l'energia E dell'elettrone valeE2 = m2
4 + p2 = m2
4 + 
2p2x + e2E2t2:La 
omponente x della velo
it�a si pu�o ri
avare davx = 
2pxE = 
2pxpm2
4 + 
2p2x + e2E2t2da 
ui si vede la diminuzione nel tempo.



Lezione 12 169Spiegazione verbale: la 
omponente px di ~p si 
onserva, ma essendo px = m
 vx,vx de
res
e per
h�e 
 aumenta. Infatti 
 dipende dal modulo della velo
it�a, e questo
res
e a 
ausa dell'aumento di vy .O meglio: 
 aumenta per
h�e aumenta l'energia 
ineti
a, a spese dell'energia poten-ziale.Problema 6. (Fotone in due RI):Osserviamo anzitutto 
he 
hiedere 
ome 
ambia l'energia del fotone equivale a 
hie-dere 
ome 
ambia la frequenza: stiamo quindi 
er
ando la formula dell'e�etto Dopplerrelativisti
o. Di solito a questa formula si arriva 
on le trasformazioni di Lorentz: lo s
opodi questo problema �e di mostrare 
ome si pu�o arrivare al risultato senza 
onos
erle.O

orre per�o un arti�
io (le
ito, ma non naturale): aggiungere al fotone una parti-
ella di massa non nulla, 
he si muove 
on velo
it�a v nel rif. K ed �e quindi ferma in K0.Fotone e parti
ella non interagis
ono, ma le pensiamo 
ome un uni
o sistema.Dobbiamo poi tener presente 
he la (12{6), 
he esprime l'invarianza di E2 � 
2p2,non vale solo per una parti
ella, ma per qualsiasi sistema �si
o; per es. nel nostro 
asoper il sistema 
omposto del fotone e della parti
ella ausiliaria 
he abbiamo aggiunto.Indi
hiamo dunque 
on ", "0 le energie del fotone nei due rif.; sappiamo 
he i rispet-tivi impulsi sono "=
, "0=
. Siano poi E, p energia e q. di moto della parti
ella in K;in K0 l'energia della parti
ella si ridurr�a a m
2, e la sua q. di moto sar�a nulla. Quindidalla (12{6): ("+ E)2 � ("+ 
p)2 = �"0 +m
2�2 � "02:Sempli�
ando e fa
endo uso della (12{5) si arriva a"0 = " E � 
pm
2 :Ma E = m
2
, p = mv
, e quindi"0 = "
�1� v
� = "r
� v
+ v : (12{21)
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