
CAPITOLO 19Il moto in ampo gravitazionaleVogliamo ora approfondire lo studio del moto in ampo gravitazionale, sullabase del prinipio della geodetia. Come vedremo, questo i porter�a a apireome Einstein interpreta la aduta dei gravi e il moto dei pianeti; in�ne potremointravedere perh�e il valore orretto dell'angolo dideessione gravitazionale della lue sia doppio diquello he si alola per via elementare.
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Riprendiamo la solita �gura, la mappa t{z del-lo spazio-tempo (�g. 19{1). Dato he lo spazio-tempo non �e eulideo, e questa non �e una artafedele, dobbiamo essere preparati al fatto he seprendiamo due punti, per esempio on la stessa z,la geodetia he li ongiunge non sia a�atto unaretta sulla arta. Al solito, l'analogia on le artegeogra�he aiuta.Se disegniamo una arta geogra�a on una qualunque proiezione, in gene-rale le geodetihe, io�e i erhi massimi della Terra, non verranno rappresentatida linee rette: solo in alune proiezioni questo suede per qualhe partiola-re geodetia. Cos�� ad esempio nella proiezione heabbiamo usato noi | quella in ui i meridiani e i pa-ralleli sono rette tra loro perpendiolari (�g. 19{2)| i meridiani, he sono geodetihe, sono rappresen-tati da rette; ma un erhio massimo he unisa duepunti alla stessa latitudine non apparir�a ome unaretta, dal momento he invee sono rappresentatida rette i paralleli, he non sono erhi massimi.Un aro di erhio massimo prender�a l'aspetto diuna urva onava verso l'equatore. �g. 19{2Per la stessa ragione, i si deve aspettare henel piano t{z una geodetia he ongiunge due pun-ti on la stessa z non sia una retta. Sar�a inurvata verso l'alto o verso il basso?Si pu�o dimostrare senza diÆolt�a he dev'essere inurvata verso il basso: noi iarriveremo dall'esistenza del redshift gravitazionale.Il prinipio della geodetia e la aduta dei graviRiordiamo he seondo il prinipio della geodetia le linee orarie dei orpihe si muovono sotto l'azione della sola gravit�a sono geodetihe dello spazio-tempo. Vogliamo appliare questo prinipio al aso semplie di un moto lungola vertiale, he prenderemo ome asse z. 19{1



Il fatto he la retta z = ost nel piano t{z non sia una geodetia signi�ahe se si lasia libero un sasso, questo non resta fermo: se lo si fa partire daun erto punto (ad es. z = 0) all'istante t1 e si vuole he ritorni allo stessopunto all'istante t2, �e neessario laniarlo verso l'alto e aspettare he riada.La geodetia di ui stiamo parlando �e sempliemente la parabola he desriveil moto di aduta di un grave: on il prinipio della geodetia non faremo altrohe risoprire he i gravi adono.Pi�u esattamente, 'interessa dimostrare he sulla nostra arta | he rap-presenta le oordinate di un laboratorio sulla Terra | la linea oraria di un orpoin aduta libera he si trova alla quota z all'istante t1, e alla stessa quota al-l'istante t2, ha una forma ben preisa (inurvata verso il basso) he si ottieneimponendo he si tratti di una geodetia.Osserviamo anora he la geodetia he desrive il moto di un orpo �e laurva di lunghezza massima tra due punti, e non minima (la lunghezza essendode�nita dal tempo proprio): per apirlo, basta rifarsi al paradosso dei gemelli(Cap. 6). Oorre dunque trovare, tra le in�nite urve he unisono i due puntidati nel piano t{z, quella ui orrisponde il tempo proprio pi�u lungo.Il problema prinipale da risolvere �e proprio il alolo di questo tempo pro-prio. Noi onosiamo gi�a la risposta in due asi:a) Riferimento inerziale (in assenza di ampo gravitazionale): allora vale laformula (5{2): �� = �tp1� v2=2he per piole veloit�a si approssima in�� = �t �1� v222� : (19{1)b) Corpo fermo in ampo gravitazionale: nel Cap. 13 abbiamo visto la formuladel redshift (13{2): ��� = �gh2he possiamo risrivere �2�1 = 1� gh2 :Questa, insieme on �2=�1 = ��1=��2 i porta a��2 = ��1 �1 + gh2 � :Se dunque t india il tempo segnato da un orologio al livello del mare (z = 0)avremo, all'altezza z: �� = �t �1 + gz2 � : (19{2)19{2



�E faile srivere una relazione he riassuma i due asi:�� = �t �1 + gz2 � v222� : (19{3)Nella (19{3) il termine gz=2 rappresenta il redshift gravitazionale, mentre iltermine v2=22 �e la dilatazione relativistia del tempo.Per il nostro problema, supposto di onosere la urva, ossia la legge orariadel moto, dovremmo usare la (19{3) per ogni trattino del moto, e sommare.Ottenuto os�� il tempo proprio totale, dovremmo erare per quale legge ora-ria questo tempo proprio risulta massimo. Si tratta ovviamente di un'impresaimpossibile senza strumenti di analisi superiore (alolo delle variazioni): manoi otterremo un'idea del risultato sempli�ando drastiamente il moto reale.Poih�e la diÆolt�a deriva dalla variazione di z e della veloit�a lungo il moto,supporremo he il moto onsista di due fasi in moto uniforme: una di salita,he inizia all'istante t = 0 e termina all'istante t = �t; e l'altra di disesa, heinizia all'istante t = �t e termina all'istante t = 2�t. �E ovvio he le due fasiontribuisono in ugual misura al tempo proprio.Oupiamoi dunque della sola fase di salita: al termine il orpo raggiungeuna quota h = v�t (si parte da z = 0). Nella salita z ambia, e per alolare�� dalla (19{3) prenderemo un valore medio pari ad h=2. Esprimeremo anhela veloit�a in funzione di h e �t, ottenendo alla �ne:�� = �t �1 + gh22 � h222�t2� : (19{4)Osservando la (19{4) si vede he �� dipende da h per due motivi:{ aumenta on h, a ausa del redshift (seondo termine in parentesi){ diminuise al resere di h, a ausa della dilatazione relativistia, perh�e unh pi�u grande rihiede una maggiore veloit�a (terzo termine in parentesi).Chiaramente '�e un valore di h he d�a il massimo �� : faendo il alolo sitrova h = 12g�t2, he �e proprio il risultato esatto! Non bisogna per�o prenderlotroppo sul serio, dato he l'abbiamo ottenuto on una serie di sempli�azioni edi approssimazioni, he ora �e bene riapitolare.L'approssimazione di ampo gravitazionale uniforme he porta alla (19{2)�e del tutto leita, ome pure quella di piola veloit�a, he abbiamo usata perriavare la (19{1). Abbiamo poi approssimato il moto reale on due fasi di motouniforme, e questo �e ertamente sorretto; in�ne abbiamo presa una z mediauguale ad h=2, e anhe questo �e disutibile. Come apita spesso, i due \errori"si ompensano, ma non era sritto he os�� dovesse essere.Non �e diÆile apire he si potrebbe migliorare il proedimento spezzandoil moto in 3, 4, o pi�u fasi di moto uniforme; a parte la laboriosit�a del alolo,19{3



�e intuitivo he quando il numero dei tratti aumenta, il risultato si avviina aquello esatto.Tuttavia i�o he veramente onta �e aver mostrato il onetto base: ome sipossa ottenere la legge del moto dal prinipio della geodetia | una volta hefatti sperimentali, o altri ragionamenti, i abbiano insegnato ome alolare iltempo proprio | senza nessun bisogno di nominare la forza peso, la seondalegge della dinamia, e.Il prinipio della geodetia e il moto dei pianetiPassiamo ora a studiare, dallo stesso punto di vista, il moto di un pianetaintorno al Sole: questa volta per�o la disussione potr�a essere solo qualitativa.Nella �g. 19{3 rappresento due dimensioni spaziali, e dimentio la terza;inoltre il tempo bisogna immaginarlo seondo un asse perpendiolare al foglio.Selto un punto A e un istante t1, e poi un punto B e un istante t2, voglio saperese un pianeta pu�o andare da A a B partendo da A all'istante t1 e arrivando in Ball'istante t2. Questo �e un problema di meania:la soluzione i dar�a una erta orbita di trasferimentoda A a B, in un dato intervallo di tempo. L'orbita ditrasferimento, ombinata on la legge di dipendenzatemporale, dar�a una urva nello spazio-tempo (fuoridal piano della �gura). Ma per il solito prinipiodella geodetia, questa urva �e una geodetia dellospazio-tempo; anzi possiamo trovarla proprio os��:preso nello spazio-tempo il punto (evento) iniziale eil punto (evento) �nale, andiamo a erare la lineadi lunghezza massima.
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�g. 19{3Detto in altri termini: la legge oraria del moto �e espressa da tre funzionix(t), y(t), z(t): possiamo vedere le equazioni x = x(t), y = y(t), z = z(t), omeequazioni di una urva nello spazio-tempo. Questa urva, he orrisponde allalegge oraria del pianeta, �e una geodetia: quindi invee d'integrare le equazionidi�erenziali di Newton, un altro modo per trovare il moto di un pianeta �e dierare la geodetia he ongiunge la posizione-istante di partenza alla posizione-istante di arrivo.
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�g. 19{4
Questa geodetia si presenta ome una speiedi elia nello spazio-tempo (�g. 19{4). Infatti iltempo passa, ontinua a resere, mentre il piane-ta gira intorno al Sole on moto periodio. Unageodetia dello spazio-tempo, ome qualsiasi altraurva, ha una proiezione nello spazio tridimensio-nale; questa proiezione �e la traiettoria: un'ellissenel aso di un pianeta. Si vede ome qui sia essen-ziale la distinzione fra traiettoria e legge oraria: la19{4



legge oraria �e una urva nello spazio-tempo, mentre la traiettoria �e una urvanello spazio ordinario; la prima �e un'elia, la seonda un'ellisse.Supponiamo per un momento he lo spazio ordinario sia eulideo (un puntohe ridisuteremo tra poo). Allora le sue geodetihe sono rette, ma la traiettoriadi un pianeta non �e una retta. Voi direte: bella soperta, '�e la forza di gra-vit�a! �E vero, ma infatti Einstein non pretende erto di ontraddire la meanianewtoniana, quando questa �e valida.Ripeto: la linea oraria di un pianeta nello spazio-tempo �e una geodetia,ma la sua proiezione nello spazio tridimensionale non lo �e, tanto �e vero he non�e neppure unia. Voglio dire he tra due punti dati, A e B, si pu�o laniare unasonda in in�niti modi, a seonda della direzione e della veloit�a on la quale la silania. Invee la geodetia he ongiunge A on B nello spazio �e unia, a menodi asi speiali.
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Ho detto poo fa he la proiezione spaziale diuna geodetia dello spazio-tempo per un pianeta �eun'ellisse. Se si prende la soluzione esatta (una geo-detia della geometria di Shwarzshild) la proiezionenon �e proprio un'ellisse: infatti la relativit�a generaleprevede piole deviazioni nelle orbite dei pianeti (lapreessione del perielio). Quindi parlando di ellissefaiamo un'approssimazione, he per�o non altera lalogia del disorso. Per iniso, l'e�etto di preessionedel perielio viene spesso desritto diendo he l'orbi-ta �e \un'ellisse he gira." A rigore per�o un'ellisse he gira non �e un'ellisse, tral'altro perh�e non �e una urva hiusa (�g. 19{5). Naturalmente se ne prendiamoun aro non troppo lungo, esso sar�a poo diverso da un aro di ellisse. Comun-que he sia proprio un'ellisse, o quasi, per noi non ha importanza: importante�e he se si fanno i onti la traiettoria giusta viene da s�e, ome onseguenza delprinipio della geodetia.Vorrei piuttosto notare un'altra osa: il metodo per trovare la legge orariaome geodetia �e diverso da quello delle equazioni di�erenziali. Il metodo delleequazioni di�erenziali proede os��: �e data la legge del moto (l'equazione di�e-renziale ~F = m~a); assegno determinate ondizioni iniziali (posizione e veloit�aall'istante iniziale); integro l'equazione di�erenziale e trovo la legge oraria. Nelnostro aso invee �e data la geometria dello spazio-tempo | he �e l'equivalentedella legge del moto | ma in luogo delle ondizioni iniziali si danno le posizionia un erto istante iniziale e a un erto istante �nale: non si die niente sulle ve-loit�a. Il numero di ondizioni �e lo stesso: invee di 3 oordinate e 3 omponentidella veloit�a | he sono 6 dati | io do 3 oordinate iniziali e 3 oordinate�nali; per�o si tratta di dati diversi. La de�nizione di geodetia ome linea dilunghezza massima ha il arattere di un prinipio variazionale, he sostituise19{5



le equazioni di�erenziali solite (osa del resto possibile anhe nella meanianewtoniana: prinipio di Hamilton).
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Abbiamo gi�a visto questo fatto nel aso della para-bola nel piano t{z; ma anhe nel aso del moto di unpianeta intorno al Sole, io selgo le posizioni di partenzae di arrivo, e l'intervallo di tempo; poi \tiro" la geodeti-a, e in�ne la proietto nello spazio ordinario: il risulta-to approssimativamente �e un'ellisse. Anzi, potr�a essereun'ellisse, un'iperbole o una parabola, a seonda dell'in-tervallo di tempo. Se voglio andare da A a B (�g. 19{6),debbo anhe dire in quanto tempo: se il tempo assegna-to �e suÆientemente lungo, il risultato �e un'ellisse; se invee impongo un tempobreve la urva pu�o benissimo risultare una parabola o un'iperbole.Il prinipio della geodetia e la deessione della lueFinalmente possiamo ora tornare al problema di partenza: infatti tutto ildisorso he abbiamo fatto per i pianeti �e vero anhe per la lue. Anh'essa seguedelle geodetihe dello spazio-tempo: da questo punto di vista non '�e nessunadi�erenza.Noi siamo abituati a dire he la lue si propaga in linea retta: se i�o fossevero, vorrebbe dire he la lue segue le geodetihe dello spazio tridimensiona-le (eulideo). Se poi si aggiunge he la lue viaggia on veloit�a ostante, iltutto equivale a dire he le linee orarie della lue sono geodetihe nello spazioquadridimensionale eulideo.Ma noi sappiamo he lo spazio-tempo non �e eulideo; e non �e eulideo indue modi, uno solo dei quali abbiamo visto in dettaglio, mentre dell'altro �noranon ho mai parlato. Sappiamo he non sono eulidee le sezioni z{t; ma in realt�aanhe l'ordinario spazio x{y{z non �e eulideo. E si tratta di due ose diverse.Purtroppo questa �e una ompliazione nuova, he non si presenta per la super�iedi una sfera: una super�ie �e bidimensionale, e peri�o ha una sola urvatura.Su questa ompliazione torneremo fra poo, perh�e sar�a essenziale per il nostrodisorso; ma per ora dimentihiamola.Il fatto he le sezioni x{t, y{t, z{t dello spazio-tempo non sono eulidee haper onseguenza he la traiettoria della lue non �e una geodetia dello spaziox{y{z: abbiamo appena visto, a proposito dei pianeti, he questa �e l'interpre-tazione di Einstein dell'azione gravitazionale. Ne segue he il alolo della de-essione della lue fatto usando la meania newtoniana ha lo stesso signi�atohe per un pianeta; la di�erenza �e solo he un pianeta si muove lentamente, equindi viene deviato molto dall'aelerazione gravitazionale prodotta dal Sole;mentre per la lue, he va molto veloe, la deessione dovuta al Sole �e assaipiola perh�e l'aelerazione ha poo tempo per ambiare la direzione dellaveloit�a.19{6



In pohe parole, questo e�etto �e per os�� dire l'impronta lasiata dal fattohe una geodetia dello spazio-tempo non si proietta in una geodetia dello spaziotridimensionale.E�etto delle diverse urvature dello spazio-tempoRiprendiamo ora il disorso della urvatura dello spazio-tempo e delle suesezioni, ominiando dal aso pi�u semplie. Se si toglie una dimensione a unasuper�ie, he osa si ottiene? Una linea. Non ha senso dire he una linea non�e eulidea, perh�e si pu�o sempre raddrizzarla: l'unia \metria" he esiste su diuna linea �e la lunghezza. Quindi non si pu�o parlare di urvatura per uno spaziounidimensionale: la urvatura ha senso solo a partire da due dimensioni, io�e dauna super�ie.Se le dimensioni sono pi�u di due, allora io posso \tagliare" lo spazio indiversi modi (esistono diversi sottospazi bidimensionali) e peri�o posso averevarie urvature. Ad es. potrei avere urvatura nulla in una sezione, e urvaturanon nulla in un'altra. In termini formali quest'idea viene espressa dal tensore diRiemann, il quale infatti ha pi�u omponenti, he misurano le possibili urvatureindipendenti seondo varie sezioni.Tornando al nostro aso, suede he una sezione ome z{t �e urva; maneanhe le sezioni x{y{z, io�e quelle in ui il tempo �e tenuto ostante, sonoeulidee. Finora noi abbiamo onsiderato solo l'e�etto della prima urvatura, manon abbiamo tenuto onto della seonda. Questo perh�e non �e possibile spiegarnel'origine in modo elementare, ome siamo riusiti a fare per la urvatura z{t. Inpartiolare, non �e possibile riavarla dal prinipio di equivalenza, ome talvoltasi trova sritto: infatti esistono teorie diverse da quella di Einstein (e alle qualinon possiamo neppure aennare) he pur essendo in aordo ol prinipio diequivalenza portano a risultati diversi su questo punto.A ausa di tale urvatura non possiamo pi�u dire he le geodetihe dellospazio tridimensionale sono rette. Abbiamo dunque due e�etti distinti: in pri-mo luogo le traiettorie non sono geodetihe (e questo produe, in viinanza delSole, la deviazione di 0:0088 da noi alolata), e poi le geodetihe non sono ret-te (e di i�o non avevamo tenuto onto). Si d�a il aso he i due e�etti vadanonello stesso senso, e abbiano la stessa importanza: rispetto a ome andrebbe-ro le ose se lo spazio-tempo fosse eulideo, produono una deviazione dellastessa grandezza e nello stesso senso: il he spiega il fattore 2 he i mana-va. Le teorie alternative di ui ho parlato pi�u sopra danno invee un risultatodiverso, ed �e questo uno dei prinipali argomenti a favore della teoria di Ein-stein.
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