
CAPITOLO 17

Anora sulla urvatura dello spazio-tempo

Vorrei ora tornare a una questione gi�a disussa: se sia o no possibile eli-

minare il ampo gravitazionale; io�e, in sostanza, se lo spazio-tempo �e urvo
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Abbiamo gi�a visto he il redshift gravitaziona-

le va interpretato ome una prova he i diagrammi

artesiani dello spazio-tempo he noi siamo soliti

disegnare non sono arte fedeli. Se disegniamo un

diagramma on due assi artesiani (t in asissa, z in

ordinata: �g. 17{1) troviamo he lo stesso segmen-

to orizzontale a quote diverse non rappresenta in

realt�a lo stesso intervallo di tempo proprio. Questo

intendiamo diendo he la arta non �e fedele: ome

una arta geogra�a della Terra, su ui si disegni-

no i meridiani paralleli tra loro, mentre sulla Terra reale le distanze deresono

verso i Poli.

Sappiamo per�o he i�o non basta per dire he non �e possibile disegnare una

arta fedele dello spazio-tempo: potrebbe darsi he sia solo la rappresentazione

adottata, il metodo di proiezione, he �e stato selto male. Bisogna dimostrare he

non esiste nessun metodo di proiezione he dia una arta fedele, ome non esiste

per la super�ie sferia della Terra. Abbiamo anhe visto he questa domanda

equivale all'altra: esiste un riferimento in ui non '�e redshift? In altre parole:

esiste un riferimento in ui l'e�etto della gravit�a sompare del tutto? Se infatti

un tale riferimento esiste, per il prinipio di equivalenza quello �e un riferimento

inerziale, in ui non si manifesta neppure il redshift.
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Ho gi�a aennato he i�o non �e possibile, in

viinanza della Terra ome in viinanza del Sole,

solo perh�e il ampo gravitazionale non �e uniforme.

Se segliamo un riferimento in aduta libera, noi

faiamo sparire il ampo gravitazionale loalmen-

te, io�e | in senso approssimato | in una regione

piola: appena i spostiamo, per es. avviinandoi

o allontanandoi dalla Terra, le ose ambiano.

Volendo andare pi�u a fondo sull'argomento, onviene pensare a ose un po'

pi�u permanenti dell'asensore di Einstein, io�e a satelliti arti�iali. Il satellite,

he qui disegno ome una satola (�g. 17{2) rappresenta il nostro laboratorio e

il nostro sistema di riferimento. Supporremo he questa satola giri intorno alla

Terra in un'orbita irolare.
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Tra parentesi, agli e�etti del prinipio di equivalenza non �e per niente nees-

sario he si tratti di un'orbita irolare. Un riferimento in moto libero intorno alla

Terra �e omunque loalmente inerziale, anhe se il moto non �e irolare. Questo

perh�e in ogni istante del moto la forza apparente prodotta dall'aelerazione del

riferimento ompensa esattamente la forza gravitazionale. Pi�u in generale, pos-

siamo pensare al Voyager 2, he dopo aver irumnavigato Giove �e stato deviato,

�e passato viino a Saturno, �e stato deviato un'altra volta, ha avviinato Urano e

in�ne Nettuno; un tale oggetto ha seguito una ompliata traiettoria ed �e stato

soggetto all'attrazione gravitazionale di tutti i grandi pianeti. Ci�o nondimeno, il

riferimento del Voyager �e loalmente inerziale, perh�e in ogni istante la sua ae-

lerazione rispetto a un riferimento newtoniano �e sempre uguale all'aelerazione

di gravit�a omplessiva, he omprende tutte le forze eseritate dai pianeti.
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Quindi, per ompliato he sia il moto, ri-

mane ugualmente vero he lavorando all'interno

di un oggetto he si muove liberamente in un

qualunque ampo gravitazionale, omunque fat-

to, quel ampo gravitazionale non si avverte: lo-

almente le forze apparenti lo anellano sempre.

Peri�o il solo motivo per segliere l'orbita iro-

lare �e he rende pi�u faile fare i onti: non '�e

nessuna ragione di prinipio.

Il problema dei due riferimenti \in orbita"

Per�o, ome si �e gi�a aennato, i sono due modi di pensare a questo rife-

rimento. Il pi�u naturale �e he la satola giri in maniera tale he il pavimento

guardi sempre verso la Terra (�g. 17{3): questo lo hiameremo \riferimento

1." Ci�o �e perfettamente possibile: nella mea-

nia newtoniana non '�e niente he impedisa a

un oggetto di muoversi in quella maniera. Per�o

�e altrettanto possibile farlo muovere in un'altra

maniera (\riferimento 2," �g. 17{4): il suo en-

tro segue la stessa traiettoria irolare di prima,

ma l'orientamento della satola rimane invaria-

bile (rispetto alle stelle, per intendersi). Sono

tutti e due riferimenti loalmente inerziali, op-

pure no?
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Cominiamo dal primo, he in apparenza risulta pi�u faile. Possiamo desri-

vere la situazione in maniera sempliissima pensando a un riferimento solidale

al entro della Terra, ma on gli assi he girano in modo da seguire il moto della

satola. Ci siamo os�� riondotti a un aso ben onosiuto: un riferimento in

rotazione uniforme intorno all'origine. In questo riferimento i sono delle forze

apparenti: in primo luogo la forza entrifuga, he vale !

2

~r, dove ! �e naturalmen-
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te la veloit�a angolare del satellite. (Questa espressione �e orretta a ondizione

he i si limiti al piano della �gura: fuori di quel piano dovrei usare in luogo di ~r

la sua proiezione perpendiolare all'asse di rotazione.) Per alolare !, diiamo

R

0

la distanza del barientro del satellite dal entro della Terra. Allora la velo-

it�a angolare dovr�a essere tale he !
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sia uguale all'aelerazione di gravit�a

g, io�e a GM=R
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, da ui
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: (17{1)

Qui ho usato R

0

, in luogo della r di prima, e l'ho fatto a ragion veduta.

Infatti quella he onta �e la posizione del barientro: per alolare l'aelerazione

entripeta del satellite, devo onosere la distanza del suo barientro dal entro

della Terra. Quanto poi alla forza entrifuga he agise in questo riferimento,

essa sar�a diversa da punto a punto, perh�e �e diverso r: l'aelerazione entrifuga

�e proporzionale alla distanza dall'asse di rotazione. La onseguenza �e he se

la forza entrifuga ompensa esattamente la forza di attrazione gravitazionale

quando mettiamo la pallina di prova nel barientro, i�o non sar�a pi�u vero quando

la spostiamo, ad es. verso l'alto. Questo per due ragioni: perh�e aumenta la forza

entrifuga, e perh�e diminuise la forza di attrazione della Terra. I due e�etti

si sommano: mentre una forza aumenta, l'altra diminuise. La forza residua si

hiama \forza di marea," per ragioni he spiegher�o in seguito.

Forza di marea e forza di Coriolis

Eo allora la prima domanda del problema n. 10: alolare la forza di marea

in queste ondizioni. Prendiamo per es. R

0

= 6700 km; abbiamo dunque a he

fare on un satellite he viaggia in orbita irolare a ira 300 km di distanza

dalla super�ie della Terra. Vogliamo alolare la forza di marea su oggetti he

siano a distanza �r, per esempio un metro, dal barientro del satellite.

La osa non �e diÆile: basta riavare l'espressione delle due forze per una

distanza qualunque, e poi approssimare per piolo �r. Si riese failmente

a vedere he la forza risultante (la forza di marea) �e proporzionale a �r. Il

problema rihiede di fare il alolo numerio, onfrontando la forza di marea ol

peso della pallina. Questo perh�e sebbene si dia he quel riferimento �e \senza

peso," in realt�a rimane un residuo, he �e la forza di marea: questa sar�a una

piola frazione del peso, e si tratta di vedere quanto piola. Il problema n. 11

hiede di fare lo stesso alolo per due palline spostate orizzontalmente: in tal

aso non ambia la distanza dal entro della Terra, ma ambia la direzione, sia

della forza di gravit�a, sia della forza entrifuga.

Per�o questo riferimento presenta un'altra diÆolt�a, per ui non lo si pu�o

in realt�a hiamare inerziale, neppure loalmente. In un riferimento rotante os��

fatto, oltre alla forza entrifuga '�e anhe la forza di Coriolis. Proviamo allora

a alolare questa forza, he | ome sappiamo | �e proporzionale alla veloit�a.
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Supponiamo ad esempio he la veloit�a della pallina sia 0:1m=s, e he il labora-

torio sia lungo 10m. La domanda �e: se tiriamo la pallina da un apo all'altro

del laboratorio on questa veloit�a, di quanto viene deviata? (problema n. 12).

Dalla soluzione del problema si vede he la deviazione �e proporzionale al

quadrato delle dimensioni del laboratorio, ome sarebbe anhe per l'ordinaria

forza di gravit�a. Invee la grandezza della forza di marea �e proporzionale alla

distanza dal entro, e quindi alle dimensioni del laboratorio: ne segue he la

deviazione he essa produe va ome il ubo di dette dimensioni. Eo perh�e

quel riferimento non pu�o essere detto loalmente inerziale: su oggetti he si

muovono abbastanza veloi la forza di Coriolis produe e�etti molto maggiori di

quella di marea, e non pu�o essere trasurata.

Conlusione sui riferimenti \in orbita"

Il riferimento giusto �e in realt�a il seondo, anhe se �e meno naturale. Non

'�e omunque niente di diÆile: la prima osa he bisogna avere hiara �e he

in questo riferimento non '�e forza di Coriolis, perh�e il moto �e traslatorio. Per

visualizzare bene le ose onviene mettere degli assi (�g. 17{5). La traiettoria del

entro del satellite �e urvilinea, e quindi il mo-

to di trasinamento �e aelerato: i sar�a peri�o

un'aelerazione di trasinamento. Per�o il moto

�e traslatorio: a uno stesso istante tutti i punti

del riferimento hanno la stessa veloit�a e la stes-

sa aelerazione. Quindi la sola forza apparente

�e quella he omunemente si hiama \forza d'i-

nerzia":

~

f = m~a

t

(17{2)

dove ~a

t

�e l'aelerazione di trasinamento.
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Naturalmente l'aelerazione di trasinamento �e quella he aveva il barien-

tro nel primo aso, per�o '�e una di�erenza: adesso l'aelerazione, e quindi la

forza apparente, �e la stessa in tutti i punti, mentre prima la forza entrifuga

aumentava on la distanza dal entro della Terra. Tuttavia i�o non risolve il

problema di eliminare la forza di gravit�a, perh�e questa ontinua a dipendere

dalla posizione, e quindi la sua anellazione non pu�o essere esatta dappertutto.

Anhe in questo aso rimane quindi una forza di marea, sebbene la sua grandezza

sia diversa, ome si veri�a faendo il alolo (problemi n. 13 e n. 14).

Dato he non '�e forza di Coriolis, ma solo forza di marea, ora abbiamo

davvero un riferimento inerziale, anhe se solo loalmente: la anellazione della

forza di gravit�a da parte della forza apparente non �e esatta, ma pu�o essere resa

piola quanto vogliamo restringendo gli intervalli di spazio e di tempo.

Penso sia hiaro he tutto questo disorso non dovrebbe essere portato in

lasse: m'interessava solo porre un problema didattio. A prima vista sembra

he il riferimento 1 sia quello pi�u semplie: �e pi�u naturale pensare a un oggetto
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he gira intorno alla Terra tenendo sempre la pania verso di noi. Quanto meno,

a me sembra he un ragazzo trovi molto pi�u faile pensare a una osa he gira

intorno alla Terra nel modo 1 he non nel modo 2.

�

E hiaro he se invee non

fosse os��, se risultasse pi�u naturale il riferimento 2, he �e quello he i serve,

tutto sarebbe pi�u semplie.

Cira il seondo riferimento '�e anora una osa he oorre notare.

�

E vero

he l'aelerazione di trasinamento �e la stessa in tutti i punti, per�o �e anhe

vero he non �e ostante, nel senso he varia nel tempo. Mentre il satellite gira

intorno alla Terra l'aelerazione ambia ontinuamente direzione, perh�e punta

sempre verso il entro della Terra. In realt�a l'aelerazione non si pu�o misurare

stando dentro il satellite; per�o si misura la forza di marea, e anh'essa ambia

nel tempo, in maniera abbastanza ompliata.

Riordiamoi ora qual era il problema di partenza: �e possibile anellare

ompletamente la forza di gravit�a? Il fatto he i�o non sia possibile implia

he rester�a sempre un redshift, per quanto piolo. Possiamo ottenere il redshift

residuo ripetendo il ragionamento visto nel Cap. 13: nel alolare il lavoro oorre

per�o tener onto he la forza di marea non �e ostante, ma proporzionale a �r.

Il risultato �e

��

�

=

R

�

�r

2

2R

3

0

(17{3)

(problema n. 15) e faendo il alolo numerio per �r = 5m si trova 4 � 10

�22

.

Si noti anhe il segno positivo: dato he la forza di marea �e diretta verso l'alto,

in realt�a si tratta di un \blueshift."

Conludendo: non '�e modo di fare una arta fedele. Non si tratta di

una rappresentazione selta male: siamo proprio in presenza di una urvatura

intrinsea dello spazio-tempo.

Perh�e si die \forza di marea"?

Resta ora da mostrare he la forza residua si hiama \forza di marea" sem-

pliemente perh�e d�a l'esatta spiegazione delle maree. Riguardo alle maree si

leggono tanti disorsi sbagliati, o giusti solo per met�a; vale peri�o la pena di

parlarne.
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�g. 17{6

Abbiamo qui (�g. 17{6) la Terra e la Luna: appli-

ando di nuovo il prinipio di equivalenza, possiamo di-

mentiare tutto il resto dell'Universo, e in partiolare il

Sole, se segliamo un riferimento solidale on il barientro

del sistema Terra-Luna, e on gli assi orientati verso le

stelle �sse. (Il barientro si trova dentro la Terra, ma �e

disegnato fuori per rendere pi�u hiara la �gura.) In tale

riferimento la Terra e la Luna girano intorno al omune

barientro. In partiolare il entro della Terra si muove in un'orbita approssima-

tivamente irolare, e peri�o di moto aelerato; la ausa di quest'aelerazione �e
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la forza gravitazionale eseritata dalla Luna. Quindi la Terra �e un oggetto nelle

stesse ondizioni del satellite di prima: �e un riferimento in aduta libera | in

moto libero, se preferite | nel ampo gravitazionale della Luna.

�

E un punto di vista inonsueto, perh�e di solito si die he �e la Luna he gira

intorno alla Terra. Tuttavia non �e solo la Luna ad essere attratta dalla Terra, ma

anhe quest'ultima �e attratta dalla Luna: tutte e due \adono," sotto l'azione

di due forze he sono di uguale grandezza. Naturalmente, poih�e la massa della

Luna �e 80 volte minore di quella della Terra, l'aelerazione della Luna �e 80 volte

pi�u grande. Per�o noi viviamo sulla Terra, e peri�o 'interessa maggiormente il

moto di questa.

In un riferimento (del tipo 2) solidale alla Terra la forza di gravitazione

della Luna �e approssimativamente anellata, perh�e il riferimento �e loalmente

inerziale, ma rimane un residuo. Vediamo ora l'e�etto di questo residuo.

Dalla parte opposta alla Luna la forza di trasinamento �e troppo grande

per ompensare la forza gravitazionale della Luna, e quindi la somma delle due

�e diretta verso l'esterno. Invee nella faia he guarda la Luna l'attrazione

lunare �e maggiore della forza di trasinamento, e la risultante �e anora diretta

verso l'esterno della Terra. Tutto i�o he sulla Terra �e libero di muoversi, verr�a

suhiato verso la Luna nei punti sublunari e verr�a spinto dall'altra parte nei

punti opposti alla Luna: �e i�o he aade all'aqua del mare.

In realt�a le maree sono molto pi�u ompliate, per

varie ragioni: gli oeani sono dei baini limitati, e nei

movimenti dell'aqua da un baino all'altro i sono

attriti; poi i sono risonanze on le osillazioni spon-

tanee dei baini, e. Per�o il meanismo �sio di base

�e quello he ho esposto.

T
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L

�g. 17{7

In linea di prinipio le maree non sono l'unio

modo per rivelare le forze di marea: se si pesasse un

oggetto in A o in A

0

(�g. 17{7) si troverebbe un peso

un po' minore he non in B o in B

0

. Il fatto �e he la

di�erenza risulta assai piola (problema n. 16).

Faendo il alolo si trova he la forza di marea prodotta dalla Luna �e

proporzionale alla massa della Luna e inversamente proporzionale al ubo della

distanza Luna-Terra. Questo a rigore non signi�a niente: se abbiamo una sola

Luna, '�e una sola forza di marea, e non ha senso parlare di proporzionalit�a.

Ma noi non abbiamo solo la Luna: '�e anhe il Sole, he in un primo tempo

abbiamo trasurato. Il disorso he abbiamo fatto per il moto della Terra dovuto

all'attrazione della Luna, lo possiamo ripetere tale e quale anhe per il moto

dovuto all'attrazione del Sole: anhe per il moto della Terra intorno al Sole si

trova un e�etto di marea; i due e�etti sono indipendenti e hanno periodi diversi.

Ci sar�a allora una forza di marea lunare e una solare, proporzionali a M=d

3

,

he si sommeranno vettorialmente. A prima vista sembra he prevarr�a quella
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del Sole, perh�e la massa del Sole �e molto pi�u grande; ma �e pi�u grande anhe

la distanza, e in realt�a la forza di marea lunare vine su quella solare per ira

un fattore 2. Dunque la marea lunare �e prevalente, ma quella solare �e tutt'altro

he trasurabile.

�

E questa la ragione | ben nota naturalmente ai marinai e agli oeanogra�

| per ui in erte fasi lunari le maree sono partiolarmente grandi: durante le

fasi di luna piena e di luna nuova (sizigie). Quando Sole, Terra e Luna sono

allineati, le maree sono grandi perh�e le forze di marea del Sole e della Luna

ospirano a dare e�etti nello stesso senso. C'�e quindi un ilo delle maree on

periodo met�a del mese lunare: nelle sizigie le maree sono grandi, nelle quadrature

| io�e al primo e all'ultimo quarto | sono piole.
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